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neke teme biti predmet izucavanja ovog kolegija. Kao uvodnu temu odabrat ¢emo
staru igru Hanajski tornjevi u kojoj se svi ti pojmovi ispreplicu.



2 1. UVODNI PRIMJER

i Postavljanje problema [

Prema legendi, na pocCetku stvaranja svijeta Bog je postavio 64 zlatna diska raz-
li¢itih veliina na prvi od tri dijamantna klina, tako da je svaki sljedeci disk manji od
prethodnog. Zadatak svecenika jest da prebace sve diskove na treci klin, koristeci se'i
pomoc¢nim drugim klinom, a postujuudi pravila:

e samo se jedan disk smije pomaknuti u svakom koraku;

e veci disk ne smije se postaviti na manji.

Koliko je poteza potrebno da bi se zadatak izvrSio? U trenutku kad premjestanje
bude zavrseno, prema legendi, bit ¢e i kraj svijeta.

Sljedeca slika ilustrira ovaj zadatak, diskova je manje od-64, a i izrada je jeftinija
(slika je s Wikipedije).

SI. 1.1. Hanojski tornjevi.

Ovaj je zadatak postavio francuski matematicar Edouard Lucas, godine 1883/ U
njegovoj formulaciji, radilo se o problemu s 8 diskova, poput ovog na slici, za Cije je
rjeSenje bilo potrebno uciniti najmanje 255 premjeStanja. Postavljanje zadatka zacinio
je spomenutom legendom koju je smjestio u Brahmin hram u Benaresu ' . No, danas je
zagonetka poznatija pod imenom Hanojski tornjevi.

Oznacimo klinove s A, B, i C. U pocetku, diskovi su na‘klinu A i treba ih
prebaciti na klin C.

Izradimo simbolicke diskove, svaki od njih zamijenimo jednim brojem: 1, 2, 3,

4,..., n. Disk 1 je najmanji, disk n najveci.-Pocetni polozaj odreduje raspored
A |'B | C
n...321° ’
a zavrSni
A | B | C
| | n...321

Neka je. T, najmanji potreban broj poteza da se to ucini. Ako je n = 1, potreban
je jedan potez, T} =1.

Ako.je n = 2, u prvom éemo potezu prebaciti manji disk na pomo¢ni klin B,
zatim.veéi na klin C i kona¢no manji na taj klin. Dakle, 7, = 3.

Bilo bi korisno da u ovom trenutku pronadete optimalna rjeSenjaza n =3 in =4.

! Benares je danas poznat kao Varanasi.



1. UVODNI PRIMJER 3

0 Analiza pocetnih slucajeva I |

1.1. RjeSenje problema s tri diska. Neka je n = 3. U prvom potezu moramo
premjestiti najmanji disk na jedan od dva slobodna klina. Vjerojatno je samo jedan
potez ispravan, ali u ovom trenutku ne znamo koji. U drugom potezu neemo prem-
jestati isti disk, jer ¢emo se ili vratiti u pocetni poloZzaj, ili nepotrebno,odigrati dodatni
potez. Dakle, u drugom potezu zapocinjemo s diskom 2 i moramo ga postaviti na jedini
slobodni klin.

U treéem potezu necemo premjestiti disk 2, jer bismo ga.mogli samo vratiti nazad
odakle je dosao. Najveci disk ne mozemo pomicati, jer/su oba klina zauzeta. Zato
mozemo premjestiti samo najmanji disk. Necemo ga vratiti na pocetni klin, jer bismo
time blokirali igru. Dakle, stavit ¢emo ga povise diska'2. “Sada u sljede¢em potezu
mozemo premjestiti disk 3.

Kompletno rjeSenje dano je u sljedecim-koracima.

A B C
321 0
32 1 i
3 2 1 2
3 21 3
21 3 4
1 2 3 5
1 32 6
321 7

Ukupan broj poteza je T3 = 7. Primijetimo da smo u prvom potezu najmanji disk
prebacili na klin C, suprotno nego u slucaju n = 2.

1.2. RjeSenje problema s Cetiri diska. Za n = 4, postupak gjesavanja izgleda
ovako:

A B C
4321 0
432 1 |
43 1 2 2
43 21 3
4 3 21 4
41 3 2 5
41 32 6
4 321 7
321 4 8
32 41 9
2 3 41 10
21 3 4 1"
21 43 12
2 1 43 13
1 432 14
4321 5
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Ukupan broj poteza je T, = 15. Sad je najmanji disk u prvom potezu premjeSten na
klin B.

1.3. Strategija igre. Na temelju dosad navedenih primjera, o€ito je da se najmanji
disk mora premjestati u svakom drugom potezu. Naime, s ve¢im diskovima ne mogu
se povudi dva poteza zaredom jer se nijedan od njih ne mozZe staviti na klin s najmanjim
diskom.

Nakon §to se premjesti najmanji disk, potez treba napraviti s jednim od preostalih
diskova. Taj je potez jednoznacno odreden: na preostala dva klina nalaze se.diskovi
razli¢itih veli¢ina i jedini potez koji moZemo uciniti jest da_manji stavimo na'veceg.

Nakon toga, trebamo ponovo premjestiti najmanji disk.. On moZze i¢i na dvije
pozicije. Koja je ispravna? Analiza igre pokazuje da se gibanje najmanjeg diska uvijek
obavlja u ciklickim premjeStanjima. Smjer ovisi o ukupnem broju diskova.

Ako se igra sastoji od parnog broja-diskova, tada najmanji disk premjeStamo u
smjeru:

A—-B—=C—-A—-B—-C—A...

a ako posjedujemo neparan broj.diskova, onda je smjer:

A—-C—-B—-A—-C—-B—A ...

U optimalnoj strategiji nijedan disk ne smije se staviti na disk iste parnosti. Dakle,
uvijek se parno.numerirani disk stavlja na neparni, a neparno numerirani disk stavlja se
na parni (ili na prazni klin). S tim uvjetom, u svakom je trenutku potez jednoznacno
odreden.

Minimalni broj poteza | | |

Postupak rjeSavanja u jednostavnim situacijama, s tri ili Cetiri diska; upucuje na
rjeSenje u opéem slucaju.

1.4. Izvodenje rekurzivne relacije. Zelimo izra¢unati minimalni potrebni broj
poteza T, za dovrSenje zadatka.

Gornju ogradu za 7,, dobit ¢emo na temelju sljedece strategije: najprije prebacimo
sve diskove, osim najveceg, na pomocni klin B, koristeCi se pritom i‘’klinom C. Za to
nam, uz ispravnu strategiju, treba tocno 7,_; poteza. Zatim, najveci disk premjeStamo
sklina A u zavr$ni polozaj, na klinu C.'Nakon toga, sve preostale diskove prebacujemo
s klina B na klin C, koristeci se pritom'i klinom A .\Za to je potrebno ponovo uciniti
T,—1 poteza. Time smo dobili ocjenu:

T, <2T,_1+ 1.

Moze 1i se ova ocjenapoboljSati? MoZe li se broj zdesna smanjiti izborom neke druge
strategije premjestanja? Odgovor je: ne. Ovaj je broj optimalan. Da se u to uvjerimo,
nacinimo sljedecuanalizu.

Najvedi disk jednom mora zauzeti svoj konacni polozaj na klinu C. On se tijekom
premjeStanja moZe micati viSe puta, ali jednom mora biti pomaknut posljednji put na
klin“C, u zavr$ni poloZzaj. Da bi se on uopée mogao premjestiti, klin na koji ga stavlja-
mo mora biti prazan. To znaci da su svi preostali diskovi u tom trenutku poslozeni (u
prirodnom poretku) na istom klinu. Minimalan broj poteza koji je potreban da bi se to
postiglo je T, .
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Nakon prebacivanja najveceg diska u konacni polozaj na klinu C, sad je potrebno
ostale diskove prebaciti na isti klin. Ponovo, to se moZe u€initi u najmanje 7,_; koraka.
Zato vrijedi:

T, 22T,_1+1

Uocimo u rjeSenjima slucajeva n = 3 i n = 4 te tri faze u postupku prebacivanja.

Time smo izveli relaciju
T,=2T,_1+1
koju zadovoljava trazeni broj 7,,. Ovakva se relacija naziva rekurzivna relacija.

1.5. RjeSavanje rekurzivne relacije. Buduci da je 7 ="1, odavde slijedi
T, =2T, +1=3
i dalje
T3 =2T»+1 =71,
T, =2T;+1=15,

Ts = 2T, + 1 = 31,
Te = 2T5 + 1 = 63,

Moze li se T,, izraziti eksplicitnom formulom? Prema ovim vrijednostima o¢ekujemo
da ce biti
T,=2"—1.

Tu tvrdnju moZemo provjeriti indukcijom. Za n = 1, ona je istinita. 1z pretpostavke
da ona vrijedi za broj n, za sljedeci broj dobivamo

Ty =2T,+1=2-(2"—1)4+1=2"" 1,

§to pokazuje da je tvrdnja istinita za svaki prirodni broj 7.

Kriti¢ni korak u dokazivanju s pomo¢u matematic¢ke indukcije jest formiranje pret-
postavke. U mnogim sluc¢ajevima stvaranje opce formule na temelju nekoliko pocetnih
vrijednosti nece biti tako jednostavno. Zatoje korisno nauciti i druge, direktne nacine
za dobivanje zatvorene formule.

Jedan je nacin iskoristiti rekurzivnu' formulu, tako da se ona primijeni na sve
ukljucene indekse:

T,=2T 1 +1
=207, +1)+1=4T, , +2+1
=40Q2T, 3+ 1) +2+1=8T, 3 +4+2+1
=16T,_4+8+4+2+1

Zelimo li ovakav postupak dovrsiti “do kraja”, moramo ipak primijeniti induktivno
razmis$ljanje koje ¢e popuniti prostor oznacen tockicama. Takav se postupak dopusta
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jer je ocito kako Ce izgledati svaki daljnji korak. U tu je svrhu korisno brojevima u
prethodnoj formi dati oblik koji bolje prati na¢in njihovog nastanka. Posljednji redak
moZemo tako zapisati:

T,=2T, 4 +22+22+2+1.

Sad moZemo ispisati posljednje retke u ovom postupku:

=2l 2 4241

=223 42 K
=2"—1.
U §7 naudit ¢emo algoritam s pomodéu kojeg mozemo “rijeSiti rekurziju” na jos
Jjednostavniji nacin.
Ponekad, uz malo domisljatosti, meZemo bitno pojednostavniti primjenu rekurziv-
ne formule. Ovo je takav slucaj. NapiSimo pocetnu rekurziju u obliku:
T,+1=2(T—1+1).

Ovaj zapis rekurzivne relacije omogucuje direktno iteriranje, jer se s lijeve i desne strane
nalaze istovjetni izrazi:

T,+1=2(T,_1+1)
=4T,— +1)
=8(Th—3+1)
=2""Ty +1)
="

Odavde slijedi
T,=2"—1.

Je 1i svijet u opasnosti da se posao preslagivanja obavi prebrzo? Ako pretposta-
vimo da se disk moze premjestiti s klina na klin.u deset sekundi, radeci neprekidno za
dovrienje 2% — 1 = 18446 744 073 709551/615_poteza, potrebno je oko 5850 milijardi
godina.

i Grafovi i problem triju tornjeva [ |

Problem triju tornjevaima jednostavnu interpretaciju primjenom neusmjerenih
grafova. PoloZaj igre u svakom trenutku moZe se opisati nizom od n slova A, B ili C,
ovisno o tome gdje se nalazi pojedini disk. Tako na primjer, poziciju sa Sest diskova

A B C
63 | 541 2

mozemo zapisati s pomocu niza
ABBACB
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jer je tu zapisano da se diskovi 3 i 6 nalaze na klinu A, diskovi 1, 4 i 5 na klinu B, a
disk 2 je na klinu C. Dakle, diskovi su i u ovom zapisu poredani od najveéeg prema
najmanjem:

ABBACB.
654321

Potezi u igri mogu se opisati promjenom ovakvog niza. Na primjer, u igri s osam
diskova, pocetna pozicija je AAAAAAAA, a zavrSna CCCCCCCC. Potez u sredini
igre u kojem se najveci disk prebacuje s klina A na klin C opisan-je-s:

ABBBBBBB — CBBBBBBB

(svi ostali diskovi u tom se trenutku nalaze na klinu B).
Kompletno rjesenje igre s triklina u ovoj\notaciji izgledat ¢e ovako:

A B C
321 0 AAA
32 1 | AAC
3 2 1 2 ABC
3 21 3 ABB
21 3 4 CBB
1 2 3 5 CBA
1 32 6 CCA
321 7 cce

Skup svih mogucih pozicija je 3" jer se svaki disk moZe nalaziti na bilo kojem
od triju klinova. Nazovimo te pozicije vrhovima grafa. Transformacija koja prevodi
jednu poziciju u drugu bit ée na grafu interpretirana s pomocu brida koji povezuje dva
susjedna vrha.

Te su veze dvosmjerne, jer se iz svake od njih moZe prijeéi'u drugu.

RjeSenje zadatka odgovara putu koji povezuje pocetni i zavrSni vth. Optimalno
rjeSenje je takav put koji ima najmanju duljinu.

Nisu svi vrhovi povezani. Tako se pocetna pozicija, npr. AAA moze transformirati
samo u AAB i AAC, a pozicija AAB moZe se transformirati u AAA, AAC 1 ACB.
To znaci da npr. vrhovi AAA i ABA nisu povezani jer se iz pozicije AAA ne moze
legalnim potezom dobiti pozicija ABA, (trebali bismo odigrati diskom broj 2, iznad
kojeg se nalazi disk broj 1). No, AAC— ABC jest legalni potez.

1.6. Primjer. Koji su od sljedecih poteza dopusteni, a koji nisu?

ABACACC — BBACACC
ABACACC — ABACACA
ABACACC — ABACABC
ABACACC — ABACBCC
ABACACC — AAACACC

Obrazlozi svoj odgovor!
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Pitanje povezano s ovim problemom postavljeno je u Zadatku 1.4.

Sve pozicije u igri s jednim diskom i svi potezi predoceni su grafom koji ima samo
tri vrha. Iz svakog od njih moZe se prijeéi u bilo koji drugi, jer se jedan disk moZze
prebaciti s bilo kojeg klina na bilo koji drugi.

Sl. 1.2. Graf problema tornjeva, jedan disk

Promotrimo sad situaciju s vec¢im brojem diskova.

U pocetnom trenutku svi/se diskovi nalaze na jednom klinu i moguce je odigrati
dva poteza (najmanjim diskom-na bilo koji drugi klin). Isto vrijedi i za situacije kad
se svi diskovi nalaze,na nekom drugom klinu. Dakle, postojat Ce tri istaknuta vrha u
ovom grafu koja'su povezana s'dva susjedna vrha.

U svim.ostalim situacijama se u igri mogu odigrati tri poteza, najmanjim diskom
na bilo koji'od-dva preostala klina, te manjim od preostalih diskova na jedan klin. To
su.recena tri poteza. Zato iz svakog od ostalih vrhova izlaze to¢no tri brida.

1.7. Graf igre s dva i tri diska. Graf igre sa dva diska ima devet vrhova, a svi
dopusteni potezi naznaceni su povucenim bridovima:

Si. 1.3._Graf igre, dva diska

Na analogan'se nacin gradi graf igre s tri diska. Graf ¢e se sastojati od 27 vrhova, a
svi dozvoljeni.potezi naznaceni su ucrtanim bridovima. Na grafu igre se jasno uocavaju
podgrafovi koji odgovaraju igri s manjim brojem diskova. Ta Ce se situacija nastaviti i
u igri s ve€im brojem diskova, Ciji ¢e se graf graditi od manjih na identi¢an nacin.

Primijetimo da je rjeSenje igre dano putom koji prolazi vanjskim lijevim bridom
ovoga grafa. Desni vanjski brid predstavlja rjeSenje problema prebacivanja diskova s
klina A naklin B.



1. UVODNI PRIMJER 9

Reprezentacija igre s pomocu grafa omogucuje lakSe odgovore na neka pitanja.
Na primjer, sljedeca slika pokazuje da postoji i najdulji put u rjeSavanju ove igre koji
prolazi kroz svako stanje, a nijedno se od njih ne ponavlja. U tu svrhu treba pronadi
povezani put koji prolazi svakim vrhom ovoga grafa:
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Primijetimo da postoji tocno jedan ovakav put. Dokaz za tu tvrdnju i$citava se iz
naravi grafa, posebice spojnica izmedu njegovih odvojenih dijelova.

Problem getiriju klinova | |

1.8. Poopéeni problem Hanojskih tornjeva. Originalni Lucasov problem uklju-
Cuje 8 diskova i ima rjeSenje u 255 koraka. Poopcenje na n diskova omogudéuje nam
da jasnije promotrimo problem, pronademo rjeSenja za malene /vrijednosti broja n i
izvedemo rjesenje u opfem slucaju.

Naravno da je prirodno zapitati se kako ée glasiti rjeSenje ako, dopustimo viSe od
tri klina, uz ostala nepromijenjena pravila.

Prvo poopéenje Lucasova problema navedeno je u remek-djelu H. Dudeneyja [21],
pod imenom The Reve’s puzzle u'kojem™ autor, premjeSta sireve razlicitih veli¢ina sa
stolca na stolac, rabeci pritom, umjesto klinova,, cetiri odnosno pet stolaca. Posebno
postavlja pitanje s koliko ¢e se-poteza, moci prebaciti 8, 10 i 21 kolut, upotrebljavajuci
cetiri stolca.

Dudeney je vrlo $krt u rjeSenju‘ovog zadatka. RjeSenje je iskazano brojevima u
jednoj tablici, koji govere koliki je najmanji broj poteza potreban za slucaj triju, Cetiriju
ili pet stolaca, a u'evisnosti o posebno odabranim brojevima sireva. Ta tablica i opis
izgledaju ovako:

Stools. Number f Cheeses.
3 ro2 3 4 5 6 7
4 1 3 6 10 I5 21 28
5 1 4 10 20 35 56 84

Number of Moves.

3 3 7 15 31 63 127
4 I 5 17 49 129 321 769
5 7 31 IIT 351 10232815

The first row contains the natural numbers. The second row is
found by adding the natural numbers together from the beginning.
The numbers in the third row are obtained by adding together the
numbers in the second row-from the beginning. The fourth row
contains the successive powers of 2,less 1. The next series is
found by doubling in turn” each. number of that series and adding
the number that stands above-the place where you write the result.
The last row 1s'obtained in the same way. This table will at once

Dudeney ne objasnjava zasto je istaknuo samo trokutaste brojeve (one u drugom
retku tablice: 1, 3, 6,10, 15, 21. . .) kao karakteristicne za broj sireva u slucaju Cetiriju
stolaca.™ (S tim u vezi postavljam pitanje Citatelju: kojom se formulom iskazuju ti
brojevi? Koja formula generira brojeve iz treceg retka, kad raspolazemo s pet stolaca:
1,4, 10, 20, 35, 56...7)

Dudeney ne objasnjava niti kako je doSao do optimalnog rjeSenja. Naravno, nema
ni traga nekom dokazu da je ponudeno rjesenje uistinu optimalno.
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To nas ne treba cuditi. Uostalom, za slucaj Cetiriju klinova i n diskova ni danas
ne postoji dokaz za optimalnost nekog postupka. Hipoteza o minimalnom broju pot-
rebnih poteza dokazana je za male pocetne vrijednosti od 7, trenutno za sve n < 30
sveobuhvatnim pretrazivanjima po grafu igre koji prikazuje sva moguca rjesSenja. Taj
niz pocinje s

1, 3,5,9, 13, 17, 25, 33,41,49,65,81,97,113 . ..

Na stranici nizova cijelih brojeva http://oeis.org/A007664 /mogu se vidjeti i os-
tale poznate vrijednosti ovog niza. On je na toj stranici naveden pod imenom Sloane
A007664. Brojevi iz Dudeneyjeve tablice su podniz ovog niza, jetr on promatra samo
istaknute brojeve sireva.

Problem je u punoj opcenitosti, za bilo koji broj diskova i bilo koji broj klinova,
postavio B. M. Stewart u Casopisu American.Mathemathical Monthly, 1939. god. [55].
Dvije godine poslije, nepotpuna rjeSenja dali su'J. S. Frame i autor zadatka, [27, 56].
Algoritam koji su oni predlozili‘danas,se zove/Frame—Stewartov algoritam.

Usprkos stotinama objavljenih radova o ovom problemu i bezbrojnim pokusajima,
do danas nije dokazano da je taj.algeritam optimalan.

Na stranici http: //www.mathapplets.net/ nalazi se vrlo kvalitetna simulacija
za rjeSavanje opcenitog problema s r klinova.

1.9..Problem cetiriju klinova. Promotrimo sad detaljnije problem ¢etiriju klino-
va: Neka je R, najmanji broj potrebnih poteza kad raspolazemo s n diskova. OCcito
je'Ri"=11 R, = 3, tu nema razlike prema problemu triju klinova. Medutim, vrijedi
Ts = 7,1 taj se broj moZe smanjiti ako raspolazemo s Cetvrtim klinom.

3 diska. Odredimo optimalno rjeSenje za problem s tri diska. Uvjerimo se\da.je
R; =5.

Evo jednog mogudeg rjeSenja:

A B C D
321 0 AAA
32 1 | AAB
3 1 2 2 ACB
1 2 3 3 DCB
1 32 4 DDB
321 5 DDD

U ovom postupku naziremo tri koraka:
1. Prebacimo najmanji disk na pomo¢ni klin, svejedno je odaberemo li B ili C
(1 potez).
2. Prebacimo preostala dva diska u zavrSni polozaj koristeéi se preostalim trima
klinovima (3 poteza).
3. Prebacimo najmanji disk u zavr$ni polozaj (1 potez).

4 diska. Jedno od rjesSenja dano je u tablici.
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A B C D
4321 0 AAAA
432 1 | AAAC
43 2 1 2 AABC
43 21 3 AABB
4 21 3 4 ACBB
21 3 4 5 DCBB
21 43 6 DDBB
2 1 43 7 DDBC
1 432 s DDDC
4321 9 DDDD

Ponovo uocavamo tri faze postupka:
1. Prebacimo dva manja'diska na pomocni klin (3 poteza).
2. Prebacimo dva, veca diska u'zavr$ni polozaj koriste¢i se preostalim trima
klinovima (3 poteza).
3. Prebacimo prva dva diska u zavrSni polozaj (3 poteza).

5 diskeva. U ovoj situaciji ¢emo pronaci dva bitno razlicita rjeSenja. Prvo je dano
u ovoj tablici:

A B C D
54321 0 AAAAA
5432 1 i AAAAC
543 2 1 2 AAABC
543 21 3 AAABB
54 21 3 4 AABBD
5 21 4 3 5 ACBBD
5 21 43 6 ACCBB
21 43 5 7 DCCBB
3 21 4 5 § DCABB
3 21 54 9 DDABB
21 543 10 DDDBB
2 1 543 1 DDDBC
1 5432 2 DDDDC
54321 13 DDDDD

Spomenute tri faze postupka sad glase ovako:
1. Prebaci dva manja diska na pomoéni klin (3 poteza).
2. Prebaci tri veca diska u zavrSni poloZzaj koristeci preostala tri klina (7 poteza).
3. Prebaci prva dva diska u zavrsni polozaj (3 poteza).
Primijetite da u koracima 1. i 3. na raspolaganju pri premjeStanju imamo sva cetiri
klinay.koja nam ipak nisu potrebna, jer prebacujemo samo dva diska. U koraku 2. na
raspolaganju imamo samo tri klina. Zato moZemo postaviti relaciju:

Rs = 2R, + T5.
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Buduéidaje Ry =31 T3 =7, vrijedi Rs = 13.
Medutim, i ovo je rjeSenje moguce:

A B C D
54321 0 AAAAA
5432 1 i AAAAC
543 1 2 2 AAABC
54 3 1 2 3 AAABB
54 32 1 3 4 AABBD
54 321 5 ACBBD
5 321 4 6 ACCBB
321 4 5 7 DCCBB
321 54 § DCABB
1 32 54 9 DDABB
1 3 2 54 10 DDDBB
1 2 543 11 DDDBC
1 5432 12 DDDDC
54321 13 DDDDD

Sad takoder postoje tri faze postupka, ali su druk¢ije naravi:
1. Prebacimo tri manja diska na pomo¢ni klin koristeci se svim Cetirima klinovi-
ma (5 poteza).
2. Prebacimo dva veca diska u zavrSni poloZaj koristeci se preostalim trima
klinovima (3 poteza).
3. Prebacimo prva tri diska u zavrsni poloZaj koristeci se svim Cetirima klinovima
(5 poteza).
Dakle, sada je
Rs =2R3+ T,

$to vodi na jednaki broj potrebnih poteza.

I Frame-Stewartov algoritam I 7 |

Frame-Stewartov algoritam za opceniti zadatak s n, diskova i r klinova problem
rjeSava na sljedeéi na¢in. Ozna¢imo sa\ H,(n) potreban broj poteza. Tako, na primjer,
vrijedi H3(n) =T, =2" — 1, Hy(n) =R, , H5(10) = 31.

U prvom koraku, n — k diskova prebacuje se s pocetnog na jedan od slobodnih
klinova, koristeci se pritom syim klinevima-— primjenjujuci ovaj rekurzivno definiran
algoritam. Za to je potrebno H,(n—k) poteza. U drugom koraku prebacuje se preosta-
lih & diskova iz pocetnog u'zavrsnipoloZaj, koristeci se r — 1 klinom, za §to je potrebno
uéiniti H,_1(k) poteza. U treéem dijelu se n — k diskova prebacuje na zavr$ni klin,
koristeci se ponovo svim klinovima i istim rekurzivno definiranim Frame-Stewartovim
algoritmom.“Za to'je potrebno u€initi ponovo H,(n — k) poteza. Tako dolazimo do

rekurzije:
H,(n) =2H,(n — k) + H,_ (k).

U slucaju &etiriju klinova, i uz oznake Ry = Hy(k), Ty = Hi(k), ova rekurzivna

formula glasi:
Rn - 2Rn7k + Tk7
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odnosno:
R, =2R,_;+2"—1.

U ovim formulama broj k& do sada ni¢im nije odreden. Njega biramo tako da dobivena
vrijednost za H,(n), odnosno R, bude $to je moguée manja.
Analizirajmo taj postupak u slucaju r = 4. Pocetna je vrijednost R, =1."Za
n = 2 imamo:
R, =2Ry_; + 2k 1,

pri ¢emu k mozZe uzeti vrijednost 1. (Ako je k = 0, to bi znacilo da premjestanje
realiziramo s pomocu samo tri klina, Sto svakako nije optimalno:) Za 'k = 1 imamo
R, =2R, +1=3.

Ako je n = 3, onda formula glasi:

Ry=2Ri -+ 28— 1,

gdje moZzemo birati k = 1 ili k=2.Za k=1 slijedi R3 =2R,+1=7,aza k=2
dobivamo R3; = 2R; 4+ 3 = 5, Sto.je optimalno.

1.10. Broj poteza u Frame-Stewartovu algoritmu.

Analizirat ¢emo broj potrebnih poteza R, u Frame-Stewartovu algoritmu, za slucaj
Cetiriju klinova.

Nekoliko.pocetnih vrijednosti upisano je u ovoj tablici:

n||1|12(3|4|5 |6 | 7]|8]9|10|I11]12
Ry | 1|3 (5|19 (13 |17 25|33 |41 |49 | 65| 81
d, | 224 |4]| 4 | 8 8 8 8 |16 |16 | 16

U posljednjem redu upisana je razlika dviju uzastopnih vrijednostiR;,. Tu vidimo
dvije dvojke, tri cetvorke, Cetiri osmice, sljedecih pet vrijednosti je 16 itd.  Tu.tvrdnju
u okviru ovog kolegija ne moZemo dokazati. Dokaz se mozZe vidjeti u literaturi, npr. u
[49].

Pretpostavit ¢emo da je ovo ponaSanje istinito, iz tu pretpostavku odrediti traZzenu
vrijednost R, .

Za pocetak, odredit ¢emo tu vrijednost u onim indeksima n u kojima pripadne
razlike d,, imaju skok. To se dogada kadje wjednak' 1, 1 +2=3,14+2+3 =61
opcenito ako je n = ny, gdje smo oznadili:

me=1+2+34 .. +k=1k(k+1).

Ovi se brojevi nazivaju-trokutasti brojevi. Tu istaknutu poziciju ovih brojeva uocio je
sastavlja¢ zadatka H. Dudeney i u svom rjeSenju dao je potreban broj poteza samo za te
brojeve. Izvedimo i'mi opc¢u formulu.

Stavimo
hy = Ry,

i odredimo vrijednosti tog niza. Prema konstrukciji brojeva n; moZzemo napisati:

hy — gy = k- 2K 1,
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Zato je

e =k- 2V 4wy
k-2 (k—1)- 22 4 sy

k-2 (k—1)- 224 4220y
=k- 24 (k—1)-22 4 422" K1

Vrijednost ove sume je (k—1)-2% + 1, $to se lako moZe provjeriti indukcijom. (Nacin
racunanja takvih suma upoznat ¢emo u sljede¢em poglavlju.)~Dakle, pokazali smo da
vrijedi

R, = (k =1)2% + 1. (1.1)

Odredimo sad vrijednosti R, za n koji serazlikuje od brojeva oblika n;. Neka je k
najveci prirodni broj za koji vrijedi my := 1k(k + 1) < n. Tada u odsjecku pocetne
tablice imamo upisane sljedece vrijednosti:

ng Ym+1 ... n| oo | mgr— 1| g
Ry, LRy Ry,
2k 2k o2k 2k 2k+1
hk hk+l

Sada vidimo da vrijedi:

Rnk+(n—nk)
=(k—1)- 2k+1+(n——k(k+ 1)) 2¢
= (n— $k(k—1) — 1)2" + 1, (1.2)

a k je najveci prirodni broj za koji vrijedi
k(k+.1)'<2n.

Pretpostavlja se da je za problem cetiriju klinova ta vrijednost ujedno i rjesenje
pocetnog problema, ali za.to joS nije na¢injen strogi dokaz.

Kako broj klinovaraste, uvjerljivost Frame-Stewartova algoritma se smanjuje. Ako
raspolazemo sar100 klinova, zar zaista moramo prebaciti 120 diskova na isti klin prije
nego pocnémo pomicati ostale? (Vidi Zadatak 11.)

Usprkos takvim dilemama, nikakav kontraprimjer nije dosad pronaden, tako da je
razumno.pretpostaviti optimalnost Frame-Stewartovog algoritma.

1.11. Optimalna strategija.

MozZemo li ustanoviti za koji ée se k u Frame-Stewartovu algoritmu postizati
najmanja vrijednost? Ako je n trokutasti broj, n = n; za neku vrijednost od k, tada
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tvrdimo da je upravo taj k trazena vrijednost. Znamo da brojevi R, u Frame-Stewartovu
algoritmu zadovoljavaju relaciju

R, = 2R, + Ty,
ako je k optimalan izbor. No, ako je n = n; trokutasti broj, tada je
ng—k=31k(k+1) —k=k(k —1) = m_y,
§to znaci da k mora zadovoljavati relaciju
Ry, =2R,,_, + T¢.
Uvrstavajuci vrijednosti iz (1.1), lako dobivamo:

2Ry, + Fp=2[(k—2)2""" + 1] +2F —1
=(k~12"+1=R,.

Time je tvrdnja dokazana.

Razne modifikacije originalnih algoritama [ .

Zacudujuce je velik broj znanstvenih ¢lanaka u kojima su analizirane razne mo-
difikacije problema tornjeva. U popisu [59] navedeno je 369 referenci! Izdvojit cemo
neke od interesantnijih modifikacija, prema ¢lancima [58, 60].

1.12. Tri klina u retku.

Tri klina, A, B i C postavljena su u retku. Zadatak je prebaciti n ‘diskova sa
klina A na klin C. Pritom su dopuSteni samo potezi od A do B i od,B\do C (i
obratno), dakle potez sa A u C (i obratno) nije dopusten. Koliki je minimalni broj
poteza potreban?

Neka je S, trazeni broj. Ocito, najveci ¢e se disk morati seliti dvaput. Da bi
njegov potez iz A u B bio mogudé, svi manji diskovi morajubiti‘slozeni na klinu C.
Za to je potrebno uciniti S,_; poteza., Da bi-se.najveci disk prebacio s pozicije B na
zavr$nu poziciju C, svi manji moraju se preselitina klin A. Za to je potrebno ponovo
S.—1 poteza. I na koncu, ti se diskovi-moraju preseliti ponovo na klin C. Zato vrijedi:

Si=3%8-1+2, S =2.
Lako se vidi da je rjeSenje ove rekurzivne relacije
Sy =3"—1.

1.13. Tri klina u krugu.

Tri klina A, B i C postavljena su na obodu kruga (recimo u vrhovima jednako-
strani¢nog trokuta). Diskove je dopuSteno pomicati samo u smjeru kazaljke na satu,
dakle, u poretku A — B — C — A. Koliko je poteza potrebno uciniti da se n diskova
prebaci s klina A na klin C, a koliko ako ih prebacujemo s klina A na klin B?
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1.14. Cetiri klina u krugu.

Cetiri su klina A, B, C i D postavljena u krug i dopusteni su samo pote-
zi kojima se diskovi prebacuju na susjedni klin u istom smjeru, recimo u poretku
A — B — C — D — A. Diskovi su postavljeni na klin A i treba ih prebaciti na klin
C. Sljededi algoritam rjeSava ovaj problem:

Algoritam za Cetiri klina u krugu

1. Rekurzivnim postupkom prebaci prvih n — 1 diskova (sve osim najveceg) s
klina A naklin C.

Prebaci najveci disk s A na B.

Rekurzivnim postupkom prebaci n ~1 disk s klina C naklin A.

Prebaci najveci disk s B na C.

Rekurzivnim postupkom prebacivn = 1 disk s klina A na klin C.

A g 89 N

Vidjet ¢emo da ovaj algoritam nije optimalan, ali se optimalno rjeSenje ne moze
napisati wobliku slicno opisanog jednostavnog algoritma!

Ako s P, ozna¢imo potreban broj poteza prema ovom algoritmu, onda opisani
postupak vodi na rekurziju

P,=3-P,_+2, Py =2,
pajestoga P, =3"— 1.

Za dva diska prema ovom treba biti P, = 3> — 1 = 8, a potezi se mogu izvesti na
sljedeéi nacin:

B C D
21 0
2 1 i
2 2
2 3
2 1 4
2 1 5
1 2 6
1 2 7
21 5

Za tri diska on iziskuje 3* — 1 = 26 poteza, no to nije najmanji moguéi broj. Evo
algoritma koji posao obavlja u samo 18 poteza:
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A B C D
321 0
32 1 i
32 1 2
3 2 1 3
3 2 1 4
3 2 1 5
3 2 1 6
1 3 2 1
1 3 2 5
1 3 2 9
1 3 2 10
2 1 3 T
2 31 12
2 3 1 13
2 3 1 14
1 2 3 15
1 32 16
1 32 1
321 8

Provjerom ovog postupka lako je uociti koji je uvjet u predloZzenom algoritmu
nepotreban. Takoder, vidljivo je da ovaj algoritam nije jedini moguci. Na viSe mjesta,
postojao je alternativni potez. Uocite neku od tih situacija! Stoga nije jasno da je ovaj
algoritam optimalan, odnosno da je 18 najmanji moguci broj poteza za n = 3.

Sveukupnim pretrazivanjem po svim mogucim putovima pokazuje se kako je 18
uistinu minimalan broj. Pritom se moZe naci 48 razlicitih nizova koji vode-do opti-
malnog rjesenja. Za n = 4 diska minimalan broj poteza je 36, a postoji 640 razlicitih
putova. Za n = 5 minimalan broj poteza je 66, uz 2688 razlicitih.putova, dok se za
n = 6 broj poteza 120 moZe ostvariti na 54 839 936 razlicitih nac¢ina. Stoga je prakticki
nemoguce izabrati neki od njih, ili neku grupu medu njima kao bazu algoritma koji bi
rjeSavao problem u opéem slucaju.

1.15. Cetiri klina u retku.

Dopusteni su samo potezi izmedu klinova A'i B (u oba smjera), izmedu B i C te
izmedu C i D. Pocetna pozicija je na klinu' A", a zavr$na na klinu D.

Sljedeci algoritam rjesava ovaj problem, ali-nije optimalan za imalo vedi n:

Algoritam za problem éetiriju klinova u retku

1. Rekurzivnim postupkom, prebacimo n — 1 manjih diskova s klina A na klin
D, upotrebljevajuci pritom sva Cetiri klina.

2. Pomakni najveci disk s klina A na klin C, u dva poteza.

3. Pomakni n.— 1 manjih diskova s klina D na klin B, primjenjujuci algoritam
za tri klina u retku. Pritom se ne koristi klinom A.

4. Pomakni najveci disk s klina C na klin D.

5. Pomakni n — 1 manjih diskova s klina B na klin D, primjenjujuci ponovo
algoritam za tri klina u retku i ne koriste¢i se klinom A.
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Ako @, oznacuje broj poteza potreban da se izvr$i ovaj algoritam, onda opisani
postupak (i rezultat algoritma za tri klina u retku) vodi na sljedecu rekurziju:

Qn — anl +2 + (3}1—1 _ 1) 414 (3}1—1 _ l)
— Q14237 41,

uz O = 3. Indukcijom ili direktnim sumiranjem lako se provjerava da je 'Q, =
3"+n—1.

Ovaj algoritam uvijek funkcionira, ali nije optimalan..Zato je dobivena vrijednost
gornja ocjena za potreban broj poteza. Donja ocjena.moZe se napisati na temelju ori-
ginalnog Reveova algoritma jer za rjeSenje ovog.problema sigurno treba naciniti veci
broj poteza.

Provjeravanje svih mogucih situacija pokazuje da minimalan broj poteza Q; pot-
reban da se rijeSi problem iznosi, u ovisnosti o broju diskova n:

n L1 2|34 |5]6
Oy ("3 10| 19 | 34 | 57 | 88

n

Nije.poznat algoritam koji bi dao optimalno rjeSenje, pa ¢ak niti neki koji bi po-
pravio prethodno navedeni postupak. Razlog tomu moZe biti ponovo kombinatorna
eksplozija, za n = 6 postoji to¢no 2 097 152 razlicitih postupaka koji vode do optimal-
nog rjesenja.

1.16. Cetiri klina u zvijezdi.

Ako svaki klin zamislimo kao vrh usmjerenog grafa, onda se pravila,pomicanja
lako mogu opisati pripadnim grafom. Na primjer, originalni problem triju klinova ima

pripadni graf:
X' A

() (0)

Sl. 1.4. Graf problema, “Hanojski tornjevi”

Prethodno promatrani problemi s Cetirima klinovima imaju odgovarajuée grafove,
za Cetiri klina wretku:

D—@)—(O—O

Sl 1.5. Graf problema “Cetiri klina u retku”

I konacno za problem s Cetirima klinovima u krugu:
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8
O—O

Sl 1.6. Graf problema “Cetiri klina u krugu”

Sad ¢emo razmotriti problem s Cetirima klinovima kojemu je odgovarajuci graf:

©
I

/@\

O

SI. 1.7. Graf problema Cetiri klina, zvjezdasti poloZaj

Igra se sastoji od triju klinova A, B i C koji se nalaze u vrhovima trokuta i detvrtog
klina S, koji je u srediStu trokuta. Zabranjeni su potezi izmedu klinova A, B i C,
dakle, sav se promet odvija preko sredi$njeg klina §. Zadatak je prebaciti n diskova-s
klina A naklin C.

Vrlo je jednostavno pronaci jedno rjeSenje ove zagonetke ako se ona dovede u vezu
s originalnim problemom Hanojskih tornjeva s trima klinovima. Naime;-svaki potez u
originalnom problemu moze se odigrati i sada, tako da se odigra preko sredisnjegklina
S. Na primjer, potez A — C zamijenit ¢e se dvama potezima A — 'S — C. Na taj
nacin vidljivo je da se rjeSenje moZe postiéi u

2.7, =212

poteza. No, to rjeSenje nije optimalno.

MoZemo zamisliti bolji algoritam koji kombinira ideju Reveove zagonetke i prob-
lema s trima klinovima u retku.

Algoritam za problem zvjezdastog polozaja

Neka je k bilo koji broj, 1 <k < n.

1. Rekurzivnim algoritmom prebaci pocetnih n — k (malih) diskova s klina A
na klin B, koristeci se pritom svim klinovima.

2. Prebaci niz od k preostalih (najvecih) diskova s pocetne pozicije A u zavrSnu
poziciju C, koristeci se pritom pomo¢nim klinom §, a zanemarujuéi klin B.

3. Rekurzivnim algoritmom preseli pocetnih n — k diskova s klina B na klin
C, koristedi se pritom svim klinovima.
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Drugi korak u ovom algoritmu odgovara problemu s trima klinovima u retku i za
njegovo rjeSavanje treba uciniti 3 — 1 poteza. Neka je V,, broj poteza koji treba uginiti
primjenom ovog algoritma. Onda, analogno kao kod Reveove zagonetke, vrijedi

Vy,=minl <k <n(2V,_; +3—1)

zan>1,Vy=0.

Prlmljetlrno da izbor k = 1 zapravo oponaSa rjeSenje kod standardnog problema
triju tornjeva, kad se u drugom koraku algoritma prebacuje samo najvedi disk: Taj je
izbor optimalan samoza n =1 i n = 2, dok za n = 3, 4, 5li 6 treba biti ¥ = 2.

B zadatci za viezbu (NS L,

1.1 U problemu s trima klinovima, pokazi-da se pri optimalnom premjestanju disk 1 po-
mice u svakom drugom potezu,i to uvijek uistom smjeru. Pokazi da se i svi diskovi
iste parnosti pomicu ciklicki u istom smjeru, a oni suprotne parnosti u suprotnom

smjeru.

1.27 U problemu s trima klinovima,spokaZi da se pri optimalnom premjestanju disk 1
pomice to¢no 28! puta, disk 2 to¢no 2”2 puta,. .., disk n — 1 dva puta, a disk n
samo jednom.

1.3 DokaZi da se u'optimalnoj strategiji igre nijedan disk ne smije staviti na disk iste
parnosti.

1.4, Nekaje XX - -- X, pozicijauigris n diskova, gdje je X; € {A B,C}te V1Yo Y,
pozicija u sljedecem trenutku. OplSl tocnu vezu izmedu X; i Y,, drugim rijecima,
karakteriziraj legalne poteze u grafu igre s trima klinovima.

1.5> U problemu s trima klinovima, klinovi su postavljeni u krug i dopusteno je diskove
pomicati samo u smjeru kazaljke na satu. Koliko je poteza potrebno da;se n diskova
prebaci s prvog na treci klin?

1.6 U problemu dvostrukih Hanojskih tornjeva, posjedujemo dva identi¢na kompleta
diskova. Zadatak je istovjetan pocetnom, treba ih prebaciti na treéi klin.\U postupku
prebacivanja smijemo staviti disk na onaj jednake veli¢ine. Koliko je poteza potrebno
da se dovrsi zadatak?

1.7} Posjedujemo dva identi¢na kompleta diskova, ali.ebgjenihrazli¢itim bojama. Zelimo
diskove prebaciti na tre¢i klin tako da se sacuva originalni poredak diskova. Koliko
ée poteza biti potrebno uciniti?

1.8 U problemu s ¢etirima klinovima potrebne‘je naciniti 33 poteza da bi se prebacilo 8
diskova. Napisi optimalni algoritam premjesStanja.

1.97 Nacrtaj graf igre u problemu s éetirima klinovima i dvama diskovima.

1.102 U problemu s Cetirima klinovima+i trima diskovima graf igre ima 64 vrha. Koliko
bridova postoji? Kolike postoji razlicitih rjeSenja ove igre? Ispisi sve putove koji
odgovaraju optimalnim rjeSenjima. (Pocetni polozaj je AAA, a zavr$ni DDD).

1.117 U tekstu udzbenika piSe: Kako broj klinova raste, uvjerljivost Frame-Stewartova al-
goritma se. smanjuje. Ako raspolaZemo sa 100 klinova, zar zaista moramo prebaciti
120 diskova na isti klin prije nego pocnemo pomicati ostale? Je li ova reCenica isti-
nita? Postoji i broj diskova n toliki da je ispravni prvi korak prebaciti 120 diskova
na isti klin? Koliko velik bi taj n mogao biti? Odredi procjenu za broj n.

1.12? Odredi minimalan potreban broj poteza u poopéenom problemu s n diskova i r
klinova, primjenjuju¢i Frame—Stewartov algoritam,za n < 201 3 < r < 10.
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1.13. Dokazi da vrijedi:
Rn(n+l)/2 < 2Rn(n71)/2 + T

Na temelju toga nadi ocjenu za broj Ry,(,41)/2 -

1.14. Nastranicihttp://mathworld.wolfram. com/TowerofHanoi.html dana je slje-
deéa formula za broj R, . Hipoteza je da on zadovoljava rekurziju

R,=R,_1 +27,
pri¢emu je R; = 1, a x najvedi cijeli dio rjeSenja jednadzbe
n—1=ix(x+1),
tj.

X =

S

Sto daje formulu
Ry =1-+[n— dx(x—1) —1]2"
Pokazi da se ova formula podudara sa (1.2).
1.15. Napisi. algoritam za rjeSavanje problema Cetiriju klinova, primjenjujuéi Frame—
Stewartov. algoritam.

1.16. Neka'je (a,) niz cijelih brojeva oblika 2/ -3/, i > 0, j > 0 napisanih u rastuem
poretku:
1,2,3,4.6,8,9,12, 16, 18,24, . ..

Dokazi da je onda
k = [logs(an)] +1

optimalan izbor parametra k u algoritmu zvjezdastog polozaja. DokaZi da je ukupan

broj poteza dan sa
Si=2 an.
m=1





