1.

Skupovi

1.1. Algebra skupova

Temeljne definicije i oznake. Pod pojmom skupa razumijevamo bilo koju mnoZinu
elemenata. Npr.:

(&) skupsvihprirodnih brojeva N ={1,2,3,...};

(b) skupsvihcijelihbrojevaz ={...,-2,-10,1,2,...};

(c) recionalnih brojeva Q (elementi sumuraziomci 2, gdiesu abe Z i b# 0);
(d) skup svih realnih brojeva R; on sadrZi sve racionalne, kao i brojeve poput /2,
n=314...,e=271828..., ¢ = 1*7‘/5 = 1.618. .., koji nisu racionalni;

(e) skup kompleksnih brojeva C, koji sadrZi sve z= x+ iy, takvedasu x,y € R, pri

gemu je i imaginarnajedinicazakoju se definiradaje i? = —1.

Te vrlo vazne skupove upoznali smo u osnovnoj i srednjoj Skoli. Povijesno, za
njihovo uvodenje trebala su duga stoljeca mukotrpnog i vrlo slozenog znanstvenog
razvoja, osobito za nulu, negativne cijele brojeve i kompleksne brojeve. Skup realnih
brojeva strogo je definiran tek u 19. stoljecu.

Neka je X bilo koji unaprijed ucvrsten skup koji zelimo promatrati, tzv. univer-
zalni skup. U njemu gledamo podskupove A, B, C itd. (skupovei podskupove obicno
oznaCavamo velikim slovima). Cinjenicu da element x pripada skupu A biljezimo sa
X € A (ponekad i sa A 5 X, tj. skup A sadrZi element x). Ako x nijeu A, onda
pisemo x ¢ A. Skupove obitno zadgjemo na dva nafina

a) popisivanjem njegovih elemenata, ako je to moguce: npr. A= {1,2,3},ili
b) opisno, s pomocu nekog svojstva. Tocnije, skup A svih elemenata x € X Kqji
imaju neku vlastitost P(x) oznafavamo sa A = {x € X : P(x)}. Npr. ako je

X =R ivlastitost P(x) oznaCavadaje x = tgx, ondaje A= {x € R : x = tgx}

skup svih realnih rjeSenja jednadzbe x = tgx. Skup racionalnih brojeva mozemo

opisati kao Q ={§:a,be Z, b #0}.
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Skup ne ovisi 0 poretku elemenata u njegovu zapisu, kao niti o tomeimali ponav-
ljanjanekog elementa: npr. {1,2,3} = {3,2,1} = {2,2,3,3,3,1}.

Sljedeta definicija je jasna: kazemo da je skup A podskup skupa B ako je A
sadrZzan u B, tj. ako za sveki element x € X vrijedi daako je x € A, ondaje x € B.
PiSemo A C B. Znak C zovemo znakom inkluzje (ukljuCivanja). Akoje A C B,
onda kaZzemo da je B nadskup od A, $to mozemo pisati i kao B O A. OCevidno je
A C A zahilo koji skup A. Akoje A C B i A # B, ondakaZzemo daje A pravi
podskup od B.

Vazan podskup od X je ong koji ne sadrZi niti jedan element, tzv. prazan skup.
Oznatavamo gasa (). Smatramo da za svaki skup A vrijedi ) C A, tj. prazan skup je
sadrzan u svakom skupu. Takoder smatramo da postoji samo jedan prazan skup.

PRIMJEDBA 1. Moguti sui skupovi koji kao svoje elemente sadrze druge skupo-
ve. Npr. skup A = {{a}} imakao element skup {a},tj. {a} € A. Skup A ne sadrzi
element a: a ¢ A. Istotako skup () nesadrzi niti jedan element, dok skup {0} sadrzi
jedan element (element mu je prazan skup).

Radi potpunosti, Citatelja €emo vrlo sazeto podgjetiti joS i na neke temeljne poj-
move u vezi s funkcijama. Neka su zadana dva neprazna skupa A i B. Funkcijom
f iz A u B, zovemo pravilo (postupak) kojim svakom elementu a iz polaznog skupa
A pridruzujemo tocno jedan element iz skupa B, koji oznatavamo sa f (a) , i zovemo
dikomelementa a u skupu B. Funkciju oznaCavamo sa f : A — B. Funkcija se Cesto
zovejosi predlikavanje. Umjesto b = f (a) ponekad piSemoi a+— b.

Kao Sto smo rekli, ne moze nekom a € A hiti pridruzeno vise b-ovaiz B, nego
samo jedan, koji zovemo f (a). Ali, neki b € B moZze funkcijom f biti pridruzen
dvamaili vise razlicitih elemenataiz A.

Za zadanu funkciju f : A — B skup A zove se domena, a skup B kodomena
funkcije. Akoje b = f (a), onda a zovemo argumentom funkcije, a b vrijednostu od
f zaargument a. Skup poredanih dvojaca (a,f (a)) zove se graf funkcije f . Kad
kaZzemo poredani dvojac, onda nam to znaCi daje a € A prvi element, i f(a) € B
drugi element u dvojcu (a,f (a)).

Za dvije funkcije f : Ay — By i g : A — By kazemo da su jednake ako
imaju iste domene, tj. Ay = A, iste kaodomene, tj. By = B, i zasve a € A vrijedi
f(a) = g(a). Npr. dvije funkcije f : N — N i g:Z — N zadane na‘isti’ nacin:
f(x) =x>+1ig(x) =x%+ 1, smatramo razli¢itim funkcijama jer su im domene
razlicite.

Slijed (ili niz) uskupu A jebilo kojafunkcijaf : N — A. Vrijednosti te funkcije
suf(n) =an € A, tj.redom az, ap, as, . . ., paslijed Cesto oznaCavamo i naovaj nacin:
(an) .
Slika funkcije f : A — B definirasekao skup f (A) = {f (a) € B: a € A}, j.
kao skup svih b € B koji su ‘pogodeni’ snekim a € A uz pomoct funkcije.

Zafunkciju f : A — B kazemo daje surjekcija ako je njena slika jednaka Citavoj
kodomeni, tj. f (A) = B. RijeCima: f jesurjekcijaako

zasvaki b € B postoji a € A takav dajeb =1 (a).
Svaki element kodomene B je‘pogoden’ s bar jednim elementom domene A.

Za funkciju f : A — B kaZemo da je injekcija ako razliCitim vrijednostima
argumenta pridruzuje razlicite vrijednosti u dlici, tj.

akoje a3 # ap,ondaje f (a) # f (a2).
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Tojeisto &toi zahtijevati da

akojef(a) =f(ap),ondajea; = a,.
Injektivnafunkcija‘nelijepi’ razliCite elemente iz skupa A uisti lement iz B. Primi-
jetite daza svaku funkciju f : A — B vrijedi daiz a; = ap dijedi f (a1) =f (ap).

Funkcija f : A — B kojajeistodobno injekcijai surjekcija zove se bijekcija. U
tom sluaju mozemo definirati inverznu funkciju f ~1: B — A nasljedeti nagin:

f ~1(b) = a ondai samo onda ako vrijedi f (a) = b.
Inverzna funkcija je takoder bijekcija. Jasno je daizmedu dvaskupa A i B skonatno
mnogo elemenata postoji bijekcija f : A — B ondai samo onda ako skupovi A i B
imaju isti broj elemenata.

Bijekcija f : A — A, tj. iz skupa A u samog sebe, Cesto se zove permutacija
(premjestba) skupa A. Jednavrlo vazna permutacijaskupa A jeidentitet id : A — A,
kojasve elemente u A ostavlja nepromijenjenim: id(a) = a.

Zadvijefunkcijef : A— Big: B — C (primijetitedasu‘ulantane’ preko skupa
B), definiranaje novafunkcijagof : A— C, zadanasa (gof)(a) = g(f (a)). Zove
sekompozicija (skladanje) funkcija f i g. Zakompoziciju triju (ulan€anih) funkcija
vrijedi zakon asocijativnosti: akoje h:C — D,ondaimamo ho(gof) = (hog)of.

Pretpostavimo li daje f : A — B bijekcija, otevidno vrijedi f 1o f = ida
(identitet naskupu A) i f of — -1 = idg (identitet naskupu B). Ako je zadanajoSjedna
bijekcija, g: B — C,ondaje gof : A — C takoder bijekcija. Vrijedi djedete vazno
pravilo za nalazenje inverza kompozicije dviju bijekcija:

(gof) t=flog

U ovoj knjizi Cesto te nam se pojavljivati pojam n faktorijela, n!, koji se za
n = 0 definirakao 0! = 1, azahilo koji prirodni broj n kao umnozak n uzastopnih
prirodnih brojevaod 1 do n:

nNn=nn-1)...2-1
Npr. 1! =1, 20 =2, 31 = 6, 41 = 24, 5! = 120 itd. Vrijedi (n+1)! = (n+1)-n!.
Isto tako vazan ¢e nam hiti pojam binomnog koeficijenta (i), koji se definira za
nenegativne cijele brojeve n i k uzuvjet k < nsa () = 1,azal<k<n

stavlj
A <n>n(n—1)...(n—k+l)

k)~ ki
Primijetite da u brojniku imamo padaj uci umnozak tocno k prirodnih brojeva, poCevsi
od n. Lako seprovjeri daje (i) = gy . i vrijedi svojstvo simetrijer (i) = () -

Npr. ) (7) 765 —35.
St
obicajene kratke oznake za zbroj i produkt n realnih brojeva a;, ap, ..., ay su
n n
da=atat...+a [[a=aa. . .an
i=1 i=1

Teorem o dijeljenju cijelog broja a s prirodnim brojem b kaZe da postoje jednoz-
nacno odredni g € Z (djelomicni kvocijent) i ostatek r € {0,1,...,b — 1} tako da
je

a=qgb-+r.
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r a
0 b 2b ... gb (g+Db
9. 1.1. Algoritam dijeljenja: a=gb+r.

Prost ili prim broj jebilo koji prirodan broj p > 2 koji jedjeljivsamos 1isap,
tj. jedini djelitelji sumu 1 i onsam. Tosuredom: p=2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29, itd. Prostih brojevaima beskonatno mnogo (Euklidov teorem). Podsjetimo se
josi Osnovnog teorema aritmetike. On kaze da za svaki prirodan broj a > 2 postoje
jednoznagno odredeni prosti brojevi u rastucem dijedu, p1 < p2 < ... < p, takvi da
je
a=ppy ... P,

gdje su n; prirodni brojevi koji su takoder jednoznano odredeni (nj se zove kratnost
prostog broja p; utomrastavu). Napr. 12=4.3=22.3' 9 =32 11 =11!,

Algebra skupova. Kazemo dasu skupovi A i B jednaki ako vrijedi ACB i BCA.
U tom sluCgju pisemo A = B.

Unijom skupova A i B sadrzanih u univerzalnom skupu X zovemo skup C svih
elemenata x takvih daje x € Aili x € B (mogute jedaje x i u oba skupa). Pisemo
C=AUB. Pregek skupova A i B jeskup D svih elemenata x takvih daje x € A
i X € B. Oznatavamo gasa D = AN B (skup zajednickih elemenata u A i B).
Ovdje smo namjerno istaknuli daje skupovnaoperacija U povezana saveznikomiili, a
operacija N saveznikom i.

Zadvaskupa A i B kazemo dasudisjunktni akoimjepresjek prazan, tj. ANB = 0.
Zavec€i broj (‘familiju’) skupova kazemo da €ine disjunktnu familiju skupova, ako se
niti koja dva skupa iz familije ne sijeku. Npr. tri skupa A, B i C Cine disjunktnu
familijuakosu ANB, ANC i BN C prazni skupovi.

Razlika skupova A i B je skup E svih elemenata x zakojeje x € Ai x ¢ B.
Oznakaje E = A\ B.

Ako je A podskup univerzalnog skupa X, onda definiramo komplement A skupa
A sa A= X\A. Vazno je primijetiti da komplement ovisi i o izboru univerzalnog
skupa, tj. ispravnije bi bilo re¢i ‘ komplement skupa A u skupu X’. OCevidno je kom-
plement od A jednak A, doticno A = A. Istotako jejasnodavrijedi A\ B=ANB.
Komplement skupa A ¢esto se oznatavai sa A® ili ~A.

X

9. 1.2. Komplement skupa A.

DeFINICIJA. Zabilo koji skup X mozZemo definirati skup koji kao svoje el emente
sadrzi sve podskupove od X. Skup svih podskupovaod X zovemo partitivni skup od
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X . Oznatavasetesto sa P(X) , ali mi éemo radijerabiti oznaku 2% . Razlog je sljedeti:
ako skup X ima n elemenata, onda partitivni skup 2X imatotno 2" elemenata (vidi
Teorem 3.1.5).

Npr. zaskup X = {1,2,3} je 2% skup od sljedecih 22 = 8 elemenata: ), {1},
{2}, {3}, {1.2}, {2.3}, {1, 3}, {1,2,3}.

Kao &to vidimo, elementi partitivnog skupa su podskupovi od X. Npr. § € 2%,
X € 2% . Napartitivnom skupu definirane su tri osnovne operacije:

(i) dvijeoperacije U (unija) i N (presek) koje dvamaelementima A, B € P(X) pri-
druzuju treti element iz P(X) . To su tzv. binarne operacije na X (optadefinicija
binarne operacije bit e dana u Poglavlju 2).

(ii) operacijakomplementiranja A — A, kojaje unarnaoperacija, tj. operacijasasamo
jednom varijablom A € P(X).

AUB ANB

9. 1.3. Unijai pregek skupova.

Nijetesko dokazati danapartitivnom skupu P (X) vrijedenekajednostavnapravila
saobzirom natri navedene operacije: U, N i komplementiranje u X.

Teorem 1. Nekasu A, B, C € 2X. Vrijede ova pravila algebre skupova:
(1) idempotentnost operacija unijei pre§eka AUA=A, ANA=A;
(2) asocijativnost: (AUB)UC =AU (BUC), (AnB)NnC=ANn(BNC);
(3) komutativnost: AUB=BUA, ANB=BnNA;
(4) distributivnost: AnN(BUC) = (AnNB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC);
(5) DeMorganove formule: AUB=ANB, ANB=AUB;
(6) AUD=A, ANX=A;
(7) AUX=X,An0=10;
(8) komplementiranost: AUA =X, ANA=10;
(9) involutivnost komplementiranja: A = A.

PrIMJEDBA 2. |z teorema je vidljivo da sva navedena pravila algebre skupova
imaju svojstvo dualnosti: ako u jednom pravilu zamijenimo svuda U sa N i obrat-
no, i isto tako () sa X i obratno, dobivamo takoder valjano pravilo algebre skupova.
Na tg) natin se iz jednog zakona distribucije dobiva drugi — njemu dualan, iz jedne
DeMorganove formule druga (i obratno).

PRIMJEDBA 3. Zbog svojstva asocijativnosti opravdano je umjesto AU (BU C)
pisati krate AUBU C, i tg izraz raCunati na bilo koji od dva nafina navedena u (2).
Istovrijediiza ANBNC.

PrRIMIJEDBA 4. Ako imamo veti broj skupova Ay, ..., An, onda umjesto A; U
... UA, piSemo krate Up_,Ac. Slitnoi zapresiek N. Ako imamo beskonatan slijed
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(niz) skupova (An), n=1,2,..., ondanjihovu uniju oznaavamo sa U2 ;A i slicno
zapregjek.

PrIMJEDBA 5. U gornjem teoremu je dobro primijetiti da je () najmanji, a X
najveti element u sljedetem smislu: za svaki podskup A u X vrijedi () C A C X.

PrIMJER 1. DokaZimo zailustraciju samo DeMorganovu formulu AN B = AUB
u prethodnom teoremu. U tu svrhu dokazimo ngjprije daje skup nalijevoj strani jedna-
kosti podskup skupa nadesnoj strani. Nekaje x € ANB,tj. x ¢ ANB. Ondax ¢ A
ili x ¢ B (jer x nije u oba skupa istodobno, vidi Sliku 1.3 desno). Dakle x € A ili
x € B, tj. x € AUB. Time smo dokazali daje ANB C AU B. Obratna inkluzija
dokazuje se na dli¢an natin.

1.2. Kartezijev produkt skupova

U matematici je pojam Kartezijeva produkta skupova od iznimne vaznosti, jer se
susree posvuda.

DEFINICIJA. Akosu Aq,..., An neprazni skupovi, onda definiramo K artezijev
produkt
Ar X Ap x ... x A

kao skup svih poredanih n—teraca (ag,ap,...,an) tekvih daje ax € A¢x za sve
k=1,...,n. Ta seskup oznatava krate sa [ [r_; Ax.
Kartezijev umnozak dvaju skupova dobro je gledati kao ‘ pravokutnik’ razapet sa
A1 horizontalno i A, vertikalno, Ciji su elementi tocke oblika (a1, ay) . Pri tomsu ag
i ay koordinatne vrijednosti. Vidi Sliku 3.1. Zatri skupa dobivamo ‘kvadar’ itd.
Korisno je znati da se Kartezijev umnozak skupova moze oplaan i nadrugi, rav-

nopravan nacin. Akoje (ay, ... ,an) [Tk—1 Ax, ondataj n-terac mozemo promatrati
kao funkciju f : {1,...,n} — UP_; A takvudaje f (k) = ay i
f (k) € A (+)

Obratno, svaka funkcija f : {1,...,n} — UR_;A¢ satim svojstvom (x) odreduje
pripadni n-terac (ai,...,an) iz Kartezijeva produkta, gdje je ax = f (k). Dru-
gim rijeCima, Kartezijev produkt skupova moze se definirati i kao skup svih funkcija
f:{1,...,n} — U_;Ac sasvojstvom (x).

PrRIMJER 1. Zaskupove A; = {1,2,3} i A, = {a,b} je
AL x Ay ={(1,a), (2,a), (3,a), (1,b), (2,b), (3,b)}.
Vidimo da za bilo koje konatne skupove A i B vrijedi daje broj elemenata u Kartezi-
jevom produktu A x B jednak umno3ku broja elemenatau A i B. Drugim rije€ima,
vrijedi produktno pravilo: |AxB| = |A|-|B|, gdjesmos | - | ozna€ili broj elemenata
skupa (tzv. kardinalni broj skupa).

[E=3] POVIJESNA CRTICA [E=<=1 Pojam funkcije uveo je 1694. g. Gottfried WiI-
helm Leibniz (1646.-1716.), au modernom smislu Leonhard Euler (1707.-1783.), od
kojeg potjeCe i oznaka f (x). Oznake C i O zareaciju podskupa i nadskupa medu
skupovima, kao i princip dualnosti u matematicku logiku, uveo je njematki matematicar
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Ernst Schroder (1841.-1911.). Oznaku € zaelement skupa, zatim binarne operacije U
i N zaunijui presiek skupovauveo je Taijan Giuseppe Peano (1858.—1932.). Cestoje
korisno skupove oznafavati s pomocu Vennovih dijagrama, nazvanih premaengleskom
matematiCaru Johnu Vennu (1834.—1923.), vidi npr. Sliku 1.3.

1.3. Ekvipotentni skupovi, kardinalni broj

U ovom i daljnjim odjeljcima bit ¢e nam vrlo vazni pojmovi kao &to su injektivna,
surjektivnai bijektivna funkcija, te pojam slijeda.

DEFINICIJA. Za heprazan skup A kaZzemo da je konaCan ako postoji prirodan
broj n i bijekcijaf : {1,2,...,n} — A. Broj n zovemo kardinalni broj skupa A i
oznaCavamo gasa |A|. KaZzemo joSda A ima n elemenata. U tom sluCagju skup A je
moguce zapisati kao A = {ag,ay,...,an}, gdiejeay :=f(k), k=1,...,n. | prazan
skup @ smatramo konacnim skupom s kardinalnim brojem 0.

Za skup A kazemo da je beskonaCan ako nije konaCan. Postoje dvije osnovne
vrste beskonatnih skupova:
(i) za beskonatan skup A kazemo da je prebrojiv ako se skup njegovih elemenata

moze poredati u beskonatan dijed: A= {a;,ap,as,...}.
(ii) zabeskonaCan skup A kaZzemo daje neprebrojiv ako se ne moze poredati u dlijed.

Jasno jedaje N prebrojiv skup. Vidjet emo kasnije da je Cak i skup racionanih
brojeva Q prebrojiv, kao i to daje skup R neprebrojiv.

Ponekad je korisno znati ovo jednostavno svojstvo: ako je skup A konacan i ako
je f : A — A injektivnafunkcija, ondaje f i surjekcija (dakle bijekcija). To dijedi
odmah iz ove propozicije.

Propozicijal. Nekasu A i B konacni skupovi koji imaju isti broj elemenata, tj.
|A| = |B|. Funkcijaf : A — B jeinjektivnaondai samo onda ako je surjektivna

Dokaz. Nekaje f injektivnafunkcija. Ondaskupovi A i f (A) imajuisti broj eleme-
nata, doticno |A| = |f (A)|. Zbog |A| = |B| jeonda |f (A)| = |B|. Odavde zajedno sa
f(A) C B,ijer je B konatan skup, slijedi f (A) = B, dakle f je surjekcija

Obratno, neka je f surjekcija. Ondaje |A| > |f (A)| = |B|, pazbog |A| = |B]
imamo |A| = |f (A)|. Budui daje A konafan skup, to znali daje f injekcija ©

MoZe se pokazati da beskonaCni skupovi nemaju ovo svojstvo. Stovise, skup A je
beskonaCan ondai samo onda ako postoji bijekcija na neki njegov pravi podskup, vidi
Primjer 1 nize.

Kao &to smo rekli, za beskonatan skup A kaZzemo da je prebrojiv ako se njegovi
Clanovi mogu poredati u dijed: A = {a;,ay,...}. Ekvivalentno tome, skup A je
prebrojiv ako postoji bijekcija f : N — A.

Doista, ako je A = {a1,ap,...,8,...; prebrojiv skup, onda mozemo definirati bijekciju
f:N— Asaf(k)=a. Obrano, aoje f : N — A bijekcija, onda skup A mozemo poredati u
slijed (niz) stavljguti ay := f (k). Funkcija f zove se funkcija prebrojavanja skupa A.

PriMJER 1. Skup svih parnih brojeva 2N = {2,4,6,...} je prebrojiv, jer je
f : N — 2N, f (k) = 2k, bijekcija (provjerite). Opcenitije, svaki beskonatan podskup
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skupa prirodnih brojeva je prebrojiv, jer se otevidno moze poredati u dlijed brojeva po
veli€ini, vidi Teorem 3 nizZe.

A $to bi bio kardinani broj skupa koji je beskonatan? Da bismo dosli do tog
pojma, primijetimo daskup A ima n elemenata ondai samo onda ako postoji bijekcija
s Anaskup {1,2,...,n}. Definirggmo zato najprije pojam ekvipotentnosti medu
skupovima.

DEFINICIJA. Kazemo daje skup A ekvipotentan (jednakobrojan) sa skupom B
ako postoji bijekcija f : A— B.

Ekvipotentnost je zapravo jedna relacija medu skupovima, o kojima ¢e vise rijeCi
biti u Poglavlju 2.

Teorem 2. OznaCimo svojstvo daje skup A ekvipotentan sa skupom B oznakom
A ~ B. Ekvipotentnost ima ova temeljna svojstva:
(i) refleksivnost: A ~ A zasvaki skup A;
(ii) simetricnost: ako je A ~ B, ondajei B ~ A;
(iii) tranzitivnost: akoje A~B i B~ C,ondaje A~ C.

Dokaz. (i) Identitet id: A — A, id(X) = X, jebijekcija; (ii) akoje f : A— B bijek-
cija, ondajei inverznafunkcija f ~1 : B — A takoder bijekcija; (iii) Ako su funkcije
f:A— Big:B— C hijekcije, ondajei njihovakompozicija gof : A — C takoder
bijekcija. ©

Jasno je da za konatne skupove A i B njihova ekvipotentnost znali upravo to
daimagju isti broj elemenata. Broj elemenata konatnog skupa zovemo kardinalni broj
skupa. Razumno je na sliCan nacin definirati i kardinalni broj za beskonatne skupove.

DEFINICIJA. Za skupove A i B kazemo da imaju isti kardinalni broj ako su
ekvipotentni, doti¢no ako postoji bijekcija sjednog nadrugi. Pisemo |A| = |B|.

Ako je zadan konaCan skup A = {a,...,an}, onda je njegov kardinani broj
jednak n: |Al =n.

DEeFINICIJA. Ako je skup A prebrojiv, onda njegov kardinani broj oznatavamo
sa Ng i zovemo “alef nula” (prema prvom slovu X “aef” hebrejskoga pisma), i pi-
%emo |A| = Xg. Kardinalni broj skupa R realnih brojeva oznatavamo sa ¢ i zovemo
kontinuum. Pisemo |R| = c.

Kardinalne brojeve hilo koja dva skupa A i B mozemo usporedivati ovako. Ka-
Zemo daje |A| < |B| (i ¢itamo: kardinalni broj skupa A je manji ili jednak od
kardinalnog broja skupa B) ako postoji injektivna funkcija f : A — B. To jeisto
&oi rei daje skup A ekvipotentan s nekim podskupom od B (i to upravo sa f (A)).
Ukoliko je |A| < |BJ i skupovi A i B nisu ekvipotentni, onda piSemo |A| < |B|. Ako
su skupovi A i B konatni, onda |A| < |B| izrazava uobigjen odnos < (manje il
jednako) izmedu broja elementa skupa A i broja elemenata skupa B.

MoZe se pokazati da ako je |A| < |B| (tj. skup A je ekvipotentan nekom podskupu od B) i
|B| < |A| (tj. skup B je ekvipotentan nekom podskupu A), onda postoji i bijekcijaizmedu skupova
A i B, tj. |A] = |B|. Zabeskonatne skupove ova tvrdnja zove se Schroder—Bernsteinov teorem, i
njen dokaz nije jednostavan, vidi [Papi¢, str. 55]. Naravno, za konatne skupove A i B ovajetvrdnja
oCevidna.

Jasnojedavrijedi N C R, pajedakle Ry < ¢. Kasnije cemo pokazati da ne pos-
toji bijekcijasaskupa N na R, odakle e dlijediti da su ova dva beskonatna kardinalna
broja medusobno razli€ita, tj. No < ¢ (vidi Teorem 1.5.1).
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PriMJER 2. Budu€i dapostoji bijekcijasa N = {1,2,3,...} na 2N (skup svih
parnih brojeva), ondaje |N| = |2N| = Ng. Dakle imamo skup koji je ekvipotentan
svom pravom podskupu!  Kod konatnih skupova se tako $to ne moze dogoditi. Takvu
vlastitost imaju svi beskonatni skupovi, i samo oni. Evo jostri slicna primjera:

(i) Skupovi (—1,1) i R suekvipotentni. Dovoljno jevidjeti daje funkcijaf : R —

(—1,1) zadanasa f (x) = thx bijekcija
(ii) Bilo kojadvaotvorenaintervalau R oblika (a,b) i (c,d) su ekvipotentna. Na-

ime, funkcija f : (a,b) — (c,d) definiranasaf (x) = %(x—a) + c jebijekcija

(pravac kroz tocke A(a, c) i B(b,d) uravnini).
(iii) Skupovi N i njegov pravi podskup {5,6,7,...} su ekvipotentni, jer je funkcija
pomaka f (k) = k + 4 bijekcija medu njima.

U dokazu sljedeteg teoremarabit Eemo ofevidnu €injenicu dasvaki podskup skupa
prirodnih brojevaimaminimalni element.

Teorem 3. Svaki beskonaCan podskup prebrojiva skupaje prebrajiv.

Dokaz. Umjesto skupa A = {aj,ap,...} dovoljno je tvrdnju dokazati za N =
{1,2,...}. Neka je dakle A = N i B beskonatan podskup od N. Odaberimo
najmanji prirodni broj by u B. Zatimiz B izbacimo by i gledamo najmanji element
b, upreostalom skupu B\ {b;1} . Nekajezatim bz najmanji prirodni broj u B\ {b1, b>},
itd. Nije tedko provjeriti daje funkcija f : N — B definiranasa f (k) = by bijekcija,
paje B prebrojiv skup. ©

PrRIMJEDBA 1. |z prethodnog teorema vidimo da e neki skup A biti prebrojiv
onda i samo onda ako postoji injektivno preslikavanje f : A — N Cijaje dika f (A)
beskonatan podskup od N. Naime ako f gledamo kao funkciju f : A — f (A), onda
je f bijekcijai skup f (A) je prebrojiv.

Sljedete svojstvo imaju samo beskonatni skupovi.

Teorem 4. Nekaje A beskonacCan skup i K njegov konaCan podskup. Onda su
skupovi A i A\ K ekvipotentni, tj. |A| = |A\ K].

Dokaz. Nekaje K = {ai,...,a}. Budu€i daje A beskonafan skup, onda pos-
toji prebrojiv podskup S, koji sadrzi K, tj. S = {ag,...,a,&+1,...}. Funkcija
f : A— A\ K definiranakao identitet na A\ Si kao pomak za k nadlijedu S:

X, zaxe A\S,
f(x)_{aam zax=g €S,
je oCevidno hijekcija. ©
PriMJER 3. Natemelju ovog stavkaimamo zanimljiv zakljucak: skupovi [0, 1],
(0,1], (0,1) suekvipotentni.

PRIMJEDBA 2. Spomenimo da se kardinalni broj skupa A u literaturi Cesto ozna
Cavai sa cardA ili A umjesto |A|.
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1.4. Prebrojivi skupovi i njihovo kodiranje

Rabeti Primjedbu 1.3.1 moZemo lako dokazati daje npr. skup NK =N x ... x N
svih poredanih k—teraca prirodnih brojeva prebrojiv. StoviSe, vrijedi

Teorem 1. Skup A= NUN2UN3U... jeprebrojiv. Drugim rijetima, skup svih
konacnih sljedova prirodnih brojeva je prebrgjiv.

Dokaz. Odaberimo dijed prostihbrojevap1 =2, po =3, p3=5,p4=7, ps =11
itd. Skup prostih brojeva je beskonaCan. Definirgimo funkciju f : A — N sa

f(ng,...,ne) = pzl...pE".

Dokazimo da je ova funkcija injekcija. Nekaje f(ng,...,ng) = f(mg,...,my), 4.
... pﬂ" =pt... pjmJ . Budu¢i daimamo jednakost brojeva koji su rastavljeni na
proste faktore, prema Osnovnom teoremu aritmetike dijedi daje k=j i nj = m za
svei=1,...,k. Timejeinjektivnost od f dokazana.

Slikapredlikavanja f je oCevidno beskonatan skup (vet za“jednoclane” sljedove
n je skup pripadnih vrijednosti oblika f (n) = 2", dakle beskonatan skup). Tvrdnja
slijedi iz Primjedbe 1.3.1. ©

DEeFINICIJA. Funkcija f : A — N iz dokaza prethodnog teorema zove se kodi-
ranjeskupa A. Npr. trojcu (6,14, 9) bit ¢e pridruzen kod 263145°

PriMJEDBA 1. Skup svih kona€nih sljedova cijelih brojeva je prebrojiv. Buduti
daje skup svih konatnih sljedova sastavljenih samo od O i 1 njegov beskonaCan pod-
skup, ondajei on prebrojiv. Cine gasljedovi nulai jedinicaoblika: 0, 101, 1101001
itd.

Pokazuije se daje skup svih beskonatnih sljedova nulai jedinica neprebrojiv, doti-
¢no imakardinani broj ¢ (dakle ekvipotentan je sa R; vidi sljedeti odjeljak).

Teorem 2. Skupovi cijelih brojeva Z i racionalnih brojeva Q su prebrgjivi.

Dokaz. (i) Najprije temo skup svih pozitivnih cijelih brojeva preslikati bijektivno u
skup svih parnih prirodnih brojeva, a zatim negativne cijele brojeve i nulu bijektivno u
neparne prirodne brojeve. Toradi funkcijaf : Z — N koja pozitivnim cijelim brojevi-
ma pridruzuje parne prirodne brojeve, anuli i negativnim cijelim brojevima pridruzuje
neparne prirodne brojeve:
F(k) = 2k zak>0,
| 2kl+1 zak<O,
Ona je oCevidno bijekcija.

(ii) Dovaljno je pronati injektivnu funkciju f : Q — N, vidi Teorem 1.3.3. Mo-
Zzemo ju lako konstruirati kodiranjem. Svaki racionalan broj x je odreden stri podatka:
predznakom p (+1 ili —1), brojnikom m € Ng i nazivnikom n € N. Pretpostavit
¢emo da su brojnik i nazivnik skrateni do kraja (tj. bez zajednickog djelitelja > 1).
Funkcija f : Q — N definirana sa f (pI) = 2P+13M5" je injektivna, %o se dobiva
odmah iz Osnovnog teorema aritmetike. Naime ako je f (plrr?—ll) =f (pz%), ondaje
2P1t13mem — 2P2+13M5n dakle py 4+ 1=po+ 1, M = mp, Ny = Ny, doticno

m
PLRt = P22 ©
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PrRIMJEDBA 2. Prebrojivost skupa Z cijelih brojeva moze se lako dokazati i ko-
diranjem. Pokusgjte. | prebrojivost skupa Q racionanih brojeva moze se dokazati
izravno, tako da se poreda u slijed. Racionalne brojeve piSemo u obliku +7 i slazemo
ih u dlijed ovako:

(1) najprije piSemo nulu, zatim
(2) poredamo sve pozitivne racionane brojeve kojima je zbroj brojnika i nazivnika

jednak 2: 1,

(2') poredamo sve negativne racionalne brojeve kojima je zbroj brojnika i nazivnika

jednak —2: —1,

(3) pi%emo sve pozitivne racional ne brojeve kojima je zbroj brojnikai nazivnika jed-
nak 3: 3, %,
(3') poredamo sve negativne racionalne brojeve kojima je zbroj brojnika i nazivnika

jednek 3: -3, -2,
itd. Dakle skup racionalnih brojeva Q moze se poredati u slijed ovako 0, 1, —1 %
2 3,213 2 3 1 2 3 itd Pritomseneki od racionanih brojeva
i ponavljgju. Time je dokazano da vrijedi |Q| = Ng. Sljedeta slika pokazuje kako se
pozitivni racionalni brojevi mogu poredati u dlijed:

—
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1.5. Neprebrojivost skupa realnih brojeva

Kao o smo rekli, kardinalni broj skupa realnih brojeva R zovemo kontinuum (kaZzemo da
realnih brojeva ima kontinuum), a kardinalni broj skupa prirodnih brojeva zovemo R (alef nula).
Zbog N C R jeoCevidno Ng < c. Sljedeti teorem pokazuje daje Ng # ¢. Skupovi reanih i
racionalnih brojeva su oba beskonatni, ai ne podjednako. Pokazimo daje skup reanih brojeva ‘vise
beskonatan’ nego skup racionalnih.

Teorem 1. (Georg Cantor) Skup R jeneprebrajiv, tj. nije ekvipotentan sa skupom N . Dru-
gimrijeCimavrijedi Rg < ¢, tj. skup realnih brojeva ne moze se poredati u slijed.

Dokaz. (Cantorov dijagonalni postupak) Pretpostavimo suprotno, tj. daje skup R prebrojiv. Vet
smovidjeli daje R ekvipotentan sintervalom (0, 1], paseondai skup (0, 1] moZe poredati u slijed:
(0,1] = {x1,x%,...}. Prikazimo ove brojeve u decimalnom zapisu. Tqj prikaz nije jednoznatan, jer
se npr. broj s konatnim decimalnim prikazom 0.31 moze pisati i u obliku beskonatnog decimalnog
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prikaza 0.30999.... Zasvaki brgj iz (0,1] rabit cemo, radi jednoznacnosti, njegov beskonatan
decimalni prikaz. Onda vrijedi

x; = O.apna0a13. - -
Xo = O.ap1820823 . . .
X3 = 0.ag1832833 . - -,

gdje su aj; znamenke izmedu 0 i 9. Pogledgimo sada slijed znamenaka aj1, ax, ags itd. na
“dijagonai” u gornjem decimalnom prikazu. Odaberimo slijed znamenaka bn iz skupa {1,...,9}
naovaj nacin: znamenka b; nekaje odabrana tako dabuderazlicitaod a;1, by razliCitaod ap; itd.
Ondajebroj b := 0.bibybs. .. razliitod x; (nepodudargju se u prvoj decimali), isto tako b # x»
(ne podudaraju se u drugoj decimdi), itd. Stoga b ¢ {x1,X2,X3...} = (0, 1]. To je kontradikcija,
jer decimalni prikaz od b pokazuje daje b € (0,1]. ©

PRIMJEDBA 1. Gledgjuéi brojeveizintervala [0, 1] u binarnom zapisu, nije teSko vidjeti da
jenaisti naCini skup svih beskonatnih sljedovasastavljenih samo od nulai jedinica(npr. 010110. . .)
neprebrojiv.

PRIMJEDBA 2. Vidjeli smo daakoje A C N, ondaje A ili konatan ili prebrojiv skup.
Postavlja se pitanje vrijedi li neSto diénoi zaskup A zakoji je

NCACR,

tj. dijedi li odavde daje nuzno |A| = Rg ili |A] = ¢? Ta se hipoteza zove Cantorova hipoteza
kontinuuma. 11i mozda postoji skup A takav daje No < |A| < c, tj. postaji kardinani broj koji je
strogo izmedu Rg i ¢?

NeoCekivan odgovor nato pitanje dao je Paul Cohen 1964. g. Navedeni problem je neodluciv.
To zna€i da se hipoteza kontinuuma ne moze niti dokazati niti opovrgnuti s pomocu preostalih aksi-
oma teorije skupova. Drugim rije€ima, moguca je jedna suvisla teorija skupova u kojoj e hipoteza
kontinuuma vrijediti (tj. nema kardinalnog broja izmedu Ng i ¢), a moguta je isto tako i druga
suvisla teorija skupova u kojoj hipoteza kontinuuma nece vrijediti. Hipoteza kontinuuma ne moze
seizvesti iz standardne aksiomatike teorije skupova, pa se ona sama moze postulirati kao nezavisan
aksiom teorije skupova, ili pak se moze postulirati njena negacija.

Problem je dlican kao kod znamenitog petog Euklidova aksioma (aksioma o paralelama - kroz
zadanu tocku u ravnini prolaz to€no jedan pravac paralelan sa zadanim pravcem): moze li se peti
Euklidov aksiom izvesti iz prva Cetiri? Pokazuje se da ne moze. PaZljivo razmatranje tog pitanja
dovelo je do otkri¢a neeuklidskih geometrija (Lobatevski, i jos ranije Gauss).

PRIMJEDBA 3. Skup svih racionanih brojeva Q je prebrojiv (Teorem 1.4.2), skup svih
realnih je neprebrojiv (Teorem 1), dakle skup svih iracionalnih brojeva R\ Q ({j. realnih brojeva
kaji nisu racionalni) je neprebrojiv, to€nije, |R \ Q| = c. Iracionani brojevi su to€no oni &iji
decimalni prikaz nije periodian. MoZe se dokazati dajei |C| = c, doticno skupovi C i R su
ekvipotentni. StoviSe, za svaki prirodan broj n vrijedi |R"| = c, gdjeje R" skup svih poredanih
n-teracarealnih brojeva.

Jos jedan vazan prebrojiv skup koji je sadrzan u (neprebrojivom) skupu realnih brojeva €ini
skup algebarskih brojeva

DEFINICIJA. Zarealan broj a kazemo da je algebarski broj ako postoji polinom P(x) s
cjelobrojnim koeficijentimakoji nisu svi 0, takav daje P(a) = 0.

Primjeri algebarskih brojeva su svi racionalni brojevi g, gdiejeae N, b e Z (nultotka od
ax—b), v/2 (nultotkaod x* — 2), 2 (nultogka od x° — 2), 2+ v/3/7 (lako mozete nati
polinom s cjelobrojnim koeficijentima Cija je ovo nultocka), itd. itd. Vrijedi ovakav iznenadujuc
rezultat:

Propozicija 2. Skup svih algebarskih brojeva je (samo) prebrgjiv.

Dokaz. Svakom polinomu s cjel obrojnim koeficijentimamozemo pridruZiti konaan slijed njegovih
cjelobrojnih koeficijenata. Buduti da je to pridruzivanje injektivno, i skup kona€nih sljedova cijelih
brojeva prebrojiv (po Teoremu 1.4.1), onda je i skup svih polinoma s cjelobrojnim koeficijentima
prebrojiv, tj. mozemo gaporedati u slijed: Py, Py, P3, ... Svakom od tih polinoma pripada konatno
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mnogo kompleksnih nulto€aka (najvise onoliko koliki je stupanj pripadnog polinoma; Gaussov os-
novni teorem algebre). Prebrojivost skupa svih tih nulto€aka (algebarskih brojeva) moze se pokazati
“nadovezivanjem”. Npr. ako je P; polinom Cetvrtog stupnja s nul-tockama z11, z2, 213, 214,
onda im pridruzimo prirodne brojeve 1,2, 3,4, ako je P, polinom desetog stupnja s nultotkama
2120 ... 2210, pridruzujemo im brojeve 5,6, . .. 14, itd.

DEFINICIJA. Realni brojevi koji nisu algebarski zovu se transcendentni brojevi.

Na temelju prethodne propozicije zaklju€ujemo da je skup transcendentnih brojeva (¢ak) ne-
prebrojiv. To nije baS u skladu s €injenicom da smo do sada upoznali samo dva od njih: 7 i e.
Ima ih medutim jos, poput 2‘/5, In2, sinl (vidi povijesnu crticu na str. 222). Jedan neprebrojiv
skup transcendentnih brojeva moze se konstruirati ovako: x = > 2, % ,gdieje an € {0,1} i
skup svih an koji su jednaki 1 je beskonaCan. Daje svaki od tih brojeva transcendentan, dokazao

je francuski matematiCar Joseph Liouville (1809-1882). Njihova neprebrojivost je jasna: svakom x
mozemo bijektivno pridruziti dijed (an) nulai jedinica (taj skup sljedova je neprebrojiv).

Zadatci za vjezbu

1. Ispitg koja je od djedeCih funkcija f : N — N injekcija, surjekcija, ili bi-
jekcija (@) f(k) = 2k +3 (b) f(n) = (N—=5)2+3, (0) f(x) =x°+2x+3
(d) f (a) = a% —3a+5.

2. Zadan je skup A = {1,2,3}. (@ Uvjeri se da ima ukupno 27 funkcija
f : A— A. (b) Nadi sve surjektivne funkcije f : A — A. (¢) Nadi sve injektivhe
funkcije f : A — A. (d) Nadi sve bijekcije f : A — A.

3. PokaZi daje skup A svih neparnih brojeva prebrojiv tako da konstruiras bijek-
cijus N na A.

4. Konstruirgj formulom neku bijekciju saskupa N naskup A svih onih prirodnih
brojeva kaji pri dijeljenjus 5 dagju ostatak 3. Nadi njoj inverznu funkciju.

5. Konstruirg] neku bijekciju h: A — B, gdje je A skup svih prirodnih brojeva
koji pri dijeljenjus 5 dgju ostatak 3, a B skup svih prirodnih brojevakoji pri dijeljenju
s 3 dgju ostatak 2.

6. Konstruirgj formulom neku injektivnu funkciju saskupa Z x Z uskup N.

7. Konstruirgj (3to je moguce jednostavnijom formulom) neku surjektivnu funk-
cijuizskupa Z x Z na N.

8. Konstruirg) neku bijekciju saskupa Z x Z uskup N.

9. (tezi zadatak) Napi& ratunalni program koji ¢e unosom cijelih brojeva x i y
dati naizlazu redni broj n tocke Tn(X,y) u gore opisanom spiralnom prebrojavanju.

10. (teZi zadatak) Konstruirgj bijekciju sa zatvorenog intervala [0, 1] na poluot-
voren interval (0,1]. Nacrtaj graf te funkcije.
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Naputci i rjeSenja
1. (8) Zainjektivnost treba provjeritida f (k) =f (k1) = 2k1+3=2ky+3 =k = ko.
(d) Ispitaj intervale monotonosti ove funkcije gledajuci najprije a kao realnu varijablu.

2. (8) Sve funkcije dobijemo tako da elementima 1,2, 3 pridruzujemo redom 1,1 1 (to je
prvafunkcija), zatim 1,1, 2 (druga), 1,1, 3 (treta), pa

1,21, 1,22, 1,23,
1,31, 1,32, 1,33,
21,1, 21,2 213,
2,21, 2,22 223,
3,1,1, 3,1,2, 3,13

i nakoncu 3,2,1, 3,2,2, 3,3, 3 (dvadeset sedmafunkcija). (b) Sve surjekcije iz konatnog skupa
u samoga sebe su bijekcije, tj. kao u (d). (c) Svakainjekcijaiz A u A, gdjeje A konatan skup, je
bijekcija. (d) Svihbijekcijaiz A u A imaukupno 6: fq, f2,...,fg: A— A. Napr. f1 predikava
1,2,3 redomu 1,2, 3 (identitet), fo predikava 1,2,3 redomu 1,3,2, f3 redomu 2,1,3, f4 u
2,31, fsu312,afsgu3?21l.

3. Konstruirgj formulom neku bijekciju f : N — 2N — 1, gdjeje 2N — 1 skup svih neparnih
brojeva, 2N — 1= {1,3,5,...} . Napr. f (k) =2k — 1.

4. Elementi skupa A = {3,8,13,18,...} su oblika 5k + 3, gdje je k € N U {0}, {j.
A=5-(N-1)+ 3. Daklejedna prirodna bijekcijaje oblika f (n) = 5(n — 1) + 3.

5. Nekaje f : N — A iz prethodnog zadatka, i na slican natin konstruiramo bijekciju
g:N — B, g(n) = 3(n—1)+2. Ondaje h(x) = (gof ~1)(x) = =L . Mozei ovako: definiramo
h(5(n—1)+3) =3(n—-1)+2,f.zax=5n~-1)+3=5n—2jen= L(x+2). Dakle,
h(x) =3n—1=3(x+2) — 1=,

6. Za (x,y) € Z x Z moZzemo pisati x = (sgnx) - [x|, y = (sgny) - |y|, gdje je
sgnx =1 zax > 0,a sgnx = —1 za x < 0. Prematome mozemo definirati na pr. f (x,y) =
2590 +13X53ny+171yl 1z osnovnog teorema aritmetike odmah slijedi daje f injektivna funkcija
iZZxZ: f(x,y1) =f(x,yp) = 29matighalsonyitlynl _ psanxetigpelgsony: 17yl
sgnxi = sgNXz, [x1| =[xz, iistoza y-ne, dakle x1 = X2, y1 = Y2, ti. (x1,¥1) = (X2, ¥2) -

7. Napr. f (x,y) = |x + 1.

8. Skup Z x Z moze se shvatiti kao cjelobrojna mreza u ravnini, tj. kao skup svih toCaka
T(x,y) s cjelobrojnim koordinatama. Jedna bijekcija iz cjelobrojne mreze na skup svih prirodnih
brojeva moze se konstruirati tako da prebrojimo redom sve totke namrezi: prvatocka nekajeisho-
diste T1(0,0), druga neka je prvadesno T»(0, 1), treta neka prva sljedeta prema gore T3(1,1), i
zatim nastavljamo redom spiralno oko ishodista (u smjeru paralelno s koordinatnim osima, obrnuto
od kazaljke na satu).

10. Pogledg dokaz teorema 1.3.4.

' | POVJESNA CRTICA [= = = Nijemac Richard Dedekind (1838.-1916.) bio
jeprvi koji je beskonacan skup definirao kao ong koji je ekvipotentan sasvojim pravim
podskupom. To svojstvo je znao vet Galileo Galilel (1564.—1642.) za skup prirodnih
brojeva. Opti pojam kardinalnog broja za bilo koji beskonatan skup uveo je Georg
Cantor (1845.-1918.), kao i oznaku Xy za |[N|. On je dokazao daje Ng < c, tj.
da ne postoji bijekcijaizmedu N i R (tj. skup realnih brojeva se ne moze poredati u
slijed), rabeti svoj znameniti dijagonalni postupak. Georg Cantor jei jedan od osnivata
teorije skupova. Srednjovjekovni matematiCari smatrali su paradoksom Cinjenicu da
dva segmenta razlicitih duljinaimaju isti broj elemenata. Nejasnoce je rijeSio Cantor
uvodenjem relacije ekvipotentnosti medu skupovima. On je pokazao da npr. skupovi
N Cc P(N) Cc P(P(N)) C ... imagju kardinalne brojeve koji su ne samo svi beskonac-
ni, nego i medusobno razliciti: Rg < RXq < Np < ... (vidi [Papi€, Teorem 3.20]).
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Dokaz da je broj = iracionalan prvi je dao Johann Lambert (1728.-1777.), a
dokaz da je on Cak transcendentan dao je tek 1882. g. njemacki matematiCar Johann
Lindemann (1852.—1932.). Transcendentnost broja e dokazao je francuski matemati-
Car Charles Hermite (1822.—1901.). Dokazi su vrlo slozeni.

Vaznu ulogu u razvoju moderne teorije skupovaimali su medu inim engleski ma-
tematiCar Bertrand Russel (1872.-1970.) i austrijski matematiCar Kurt Godel (roden u
Brnu u danasnjoj Ceskoj, 1906.-1978.).

Beskonacno!
Niti koje drugo pitanje nije nikada toliko duboko dirnulo duh ¢ovjeka.
— David HILBERT (1862.—1943.)

Premalegendi, sv. Augustin je, SeCuci uz obalu mora, i razmi8ljgjuéi o beskonacnom,
ugledao dijete koje je pokuSavalo isprazniti ocean uz pomo¢ jedne Skoljke. . .

U svakoj [znanstvengj] disciplini treba paZljivo razluciti tri aspekta teorije:
(a) formalno logicki sadrzgj, (b) intuitivnu pozadinu, (c) primjene.
— William (Vilim) FELLER (1906-1970)

Nemoj samo Citati; bori se! Postavljgj svoja vlastita pitanja,

trazi svoje viastite primjere, otkrij svoje vlastite dokaze.
Jeli pretpostavka nuzna? Je i obrat istinit? Sto se dogada u specijalnom slucgju?
Sto je s degeneriranim sluCgjevima? Gdje dokaz rabi pretpostavke?

— Paul R. HALMOS (1916.)

[Kad su gapitali koliko ima godina.]
Imao sam x godina u godini X [IzraCung x.]
— Augustus DeMORGAN (1806.—-1871.)

Cijeleje brojeve stvorio dragi Bog, a sve ostalo djelo je Covjekal
— Leopold KRONECKER (1823-1891.)



2.

Binarne relacije

2.1. Refleksivne, simetricne, tranzitivhe relacije

Svakodnevno smo okruzeni mnogobrojnim relacijama na raznim skupovima, s
pomotu kojih se definira“odnos’ izmedu dva elementa nekog skupa (prvog i drugog).
Evo nekih “relacija’ definiranih na skupu svih ljudi (zadanih na parovima od dvoje
ljudi x i y): biti jednako star kao (x je jednako star kao y), biti stariji od, biti mladi
od, biti vi& od, biti 1aksi od, biti brzi od, ne biti sporiji od, imati istu boju ociju kao, biti
obrazovaniji od, biti zaljubljen u, biti brat od, biti majka od, biti roden u istom mjestu
kao, biti iste nacionalnosti kao, biti u vezi putem Interneta sa, itd.itd.

DEFINICIJA. Binarnarelacija na skupu X je bilo koji neprazan podskup p C
X x X. Kazemo dasu elementi x i y uréaciji p (ili x jeu relaciji s y) ako je
(X,y) € p. Utom slu€gju pisemo xpy.

PriMJEDBA 1. RijeC binarna (relacija) zna€i daimamo “odnos’ p izmedu dva
elementa, pri ¢emu je vazno znati koji je prvi, akoji drugi. Moze se naime dogoditi da
bude xpy, adanebude ypx. Isto tako moze se dogoditi da ne bude niti xpy niti
ypX. Utom sluCaju kazemo dasu x i y neusporedivi (po doti¢noj relaciji).

DEeFINICIJA. Zabinarnu relaciju p na X kazemo daje

(i) refleksivna ako vrijedi (Vx € X)xpX;
(ii) simetricna ako vrijedi (Vx,y € X)(Xpy = ypX);
(i) tranzitivna ako vrijedi (VX y,z€ X)(XpyAypzZ=-XpZ).
Provjerite zavjezbu koje su od relacija navedenih na skupu svih ljudi refleksivne,

koje simetricne, a koje tranzitivne. Svaka refleksivna relacija sadrzi “dijagonalu” u
skupu X x X, tj. skup {(x,x) : x € X} . Naziv simetri¢ne relacije jasan je sa slike.
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X
9. 2.1. Smetricna relacija.

PrRIMJER 1. Relacija p zadana na skupu X zove sefunkcija ako zasvaki x € X
postoji jedincat y € X takav daje xpy (tj. relacijom je svakom x pridruzen jedincat
y). DrugimrijeCima, iz xpy; i Xp Yo dijedi y; = y». Turelaciju obi¢no oznaCavamo
saf : X=X, y=f(x).

Obratno, svaka funkcija f : X — X takoder odreduje relaciju p. Prirodno je p
definirati tako daje xpy ondai samoondaakoje y = f (x).

2.2. Relacija ekvivalencije

Uvedimo sada jednu osobito vaznu relaciju:

DEFINICIJA. Binarnarelacija p C X x X zove se relacija ekvivalencije ako je
refleksivna, simetriCnai tranzitivna, tj. ako zasve x, y i z u X vrijedi:
(& xpx (refleksivnost),
(b) iz xpy dijedi ypx (simetriCnost),
(c) izxpy i ypzdijedi xpz (tranzitivhost).

PrIMJER 1. Relacija = (jednako) na skupu svih prirodnih brojeva je ofevidno
relacija ekvivalencije. Relacija < nijerelacija ekvivalencije, jer nije smetricna.

Pogledajmo jos nekoliko primjerarelacije ekvivalencije. Najprije navedimo jednu
vaznu definiciju.

DEerINICIJA. Kazemo dasu cijeli brojevi a i b kongruentni po modulu n (ili
modulo n), n € N, ako jerazlika a— b djeljivasa n, tj. n|a—b. U tom slu€aju
pisemo

a=b (modn),
i ¢Citamo “a je kongruentan b po modulu (modulo) n”. To jeisto o i reti da je

a—benz={0n —n,2n,—2n,...}. Nijetedko vidjeti dasu a i b kongruentni po
modulu n ondai samo ondaako a i b pri dijeljenju s n daju isti ostatak.
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Propozicija 1. Kongruencijapo modulu n jerelacijaekvivalencije naskupu svih
cijelih brojeva Z :
(i) refleksivnost: x = x (mod n);
(ii) simetricnost: ako je x =y (mod n), ondajey = x (mod n);
(iii) tranzitivnost: akojex =y (mod n) i y=2z (mod n), ondaje x =z (mod n).

Dokaz. (i) Broj n dijeli x — x = 0; (ii) ako n dijeli x —y onda n dijeli i broj
—(x—y) = y—x; (iii) ako n dijeli x—y i y—z,ondan dijelii (Xx—y)+(y—2) = x—z.
©

PrIMJER 2. OCevidnoje 8=3 (mod 5), 15=0 (mod 5), 121 =1 (mod 5),
17=2 (mod 5), —11=4 (mod 5), —8 =52 (mod 6) .

PrIMJER 3. Spomenimo nekoliko primjerarelacija ekvivalencije koje znamo jos
iz osnovne Skole.

1. Naskupu X svih trokuta u ravnini mozemo definirati binarnu relaciju sli¢nosti ~
medu trokutima. Za dvatrokuta kazemo dasu dicni (i pisemo AABC ~ ADEF)
ako su im odgovargjuci kutovi jednaki. Onda su i odgovarajuce stranice proporci-
onalne sistim faktorom proporcional nosti.

2. Naskupu X svih trokuta u ravnini mozemo definirati binarnu relaciju sukladnosti
(kongruentnosti) = medu trokutima. Zadvatrokuta kazemo da su sukladna (kon-
gruentna) ako su im odgovargjuce stranice jednake duljine. Drugim rijeCima, dva
su trokuta sukladna ako se jedan iz drugog moZze dobiti gibanjem (svako gibanje
trokuta u ravnini moze serealizirati s pomocu njegove translacije, rotacije i simet-
rije uravnini).

PRIMJER 4. Nekaje X hilokojafamilijaskupova(tj. skup €iji su elementi skupo-
vi). Podsietimo se, zaskup A kazemo da je ekvipotentan (jednakobrojan) sa skupom
B ako postoji bijekcija f : A — B. Tu relaciju oznaavamo sa ~: A ~ B. Relacija
ekvipotentnosti skupova je relacija ekvivalencije, vidi Teorem 1.3.2.
Citatelja mozda zbunjuje zadto u ovom primjeru nismo X definirali jednostavno kao skup svih sku-

pova. Razlog lezi u poznatom paradoksu teorije skupova: pokazuje se da skup svih skupova ne
postoji!

PrRIMJER 5. Spomenimo joS dvije jednostavne, ali korisne relacije ekvivaencije
iz matematiCke analize.

1. Neka je X skup svih funkcija f : (—1,1) — R takvih daje f(x) # 0 za
X # 0,1 limy_of (X) = 0 (takve se funkcije zovu neizmjerno male velicine).
Za f,g € X kazemo daje f (x) ~ g(x) kad x — 0 ako je Iimxﬂo% = 1.
Relacija ~ je relacija ekvivalencije na X. Korisno je znati da vrijedi na pr.
X~ sinx~ e —1~In(1+x) kad x — 0. Istotako x ~ x + x°, kad x — O.

2. Nekaje X skup svihredova >"-°; ay spozitivnim €lanovima, tj. a, > 0. Zadva
redaiz X kazemo dasu ekvivalentna, i piSemo > "-°; an ~ >4 bn, ako postoji
I = limp— oo B—a“n i 1 # 0,00. Pokazuje se davrijedi ovaj vazan teorem o uspore-
divanju redova: ako su dvaredaiz X ekvivalentna, ondaili oba konvergiraju, ili
oba divergiraju. Na pr. Zﬁ‘:’lnz—il ~ Zﬁ‘;lﬁ. Buduéi da drugi red divergira

(harmonijski red), onda divergirai prvi.
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PrRIMJEDBA 1. Primijetimo da u relaciji ekvivalencije poredak elemenata nije
vazan: zbog simetricnosti je svejedno pisemoli xpy ili ypx. U literaturi jevrlo Cesto
ohicgj relaciju ekvivaencije oznaCavati i sa ~ umjesto sa p, tako da mozemo pisati
X~ Y.

2.3. Razredi ekvivalencije, particija skupa

U ovom odjeljku éemo pokazati sljedetu vrlojednostavnu, ali iznimno vaznu €inje-
nicu: svakoj relaciji ekvivalencije pripada totno odreden rastav skupa X nadisjunktne
podskupove (particija skupa X) i obratno. Ti disjunktni podskupovi zovu se razredi
(klase) ekvivalencije.

DEeriNicIJA. Nekaje p relacijaekvivalencije na X. Razred (klasa) ekvivalen-
cije [x] elementa x € X je skup svih elemenataiz X koji su u relaciji s x. Dakle [X]
je podskup od X definiran sa

X ={yeX:ypx}.
Zbog xpx jeuvijek x € [x]. Bilokoji element y iz [x] zove sereprezentant razreda
X
Teorem 1. Nekaje p relacija ekvivalencije na X. Ondazasve X,y € X vrijedi
ili x| =1y] ili [XN]y]=0. Pritomjexpy ondai samo ondaako je [x] = y|.

DokAz. Pretpostavimo daje [x] N [y] # (. Trebamo dokazati daje [x] = [y]. Ako
postoji z€ X, z€ [X] N [y], ondaje xpz i zpy. Zbog tranzitivnosti dobivamo daje
XpY, tj. x € [y]. Prematome je opet zbog tranzitivnosti [x] C [y]. Naisti nacin se
pokazujei y € [x], tj. [y] C [x]. Dakle [x] = [y].

[x] [yl

oX oy

9. 2.2. Particija skupa odredena relacijom ekivalencije.

PrRIMJEDBA 1. Svi elementi uistom razredu su medusobno “ravnopravni” sobzi-
rom narelaciju ekvivalencije. Drugim rijeima, kada govorimo o razredu ekvivalencije
[X], onda njegov element x nije ni nakoji natin “glavni” reprezentant razreda, nego
samo jedan od ravnopravnih predstavnika u skupu [x] .

U dljedetoj definiciji pojavljuje se pojam familije, koji ¢e kod nas biti nista drugo
nego sinonim za pojam skupa. Rabi se obi¢no kada je rijeC o skupu indeksa (familija
indeksa) ili o nekom skupu Ciji su elementi skupovi (familija skupova). Razlog za
uvodenje ovog pojma je vise jeziCne naravi: da se izbjegne nezgrapan izraz “skup
skupova’, radije se govori o “familiji skupova’.

DrriNicLiA. Kazemo da familija podskupova {A;}ici od X €ini particiju (dis-
junktni rastav) skupa X ako vrijedi
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(i) X=UiclA,
(i) ANA =0 zasvei,jel,i#]j,t.familijapodskupovaje disunktna.
Ponekad €¢emo i sam prikaz skupa X = Uic/Ai kao digunktne unije podskupova A
zvati particijom od X.

PriMJEDBA 2. Nekaje p relacijaekvivalencije na X. Teorem 1 kaZe upravo to
daje familija podskupova {[x]}xex particijaskupa X.

Sljedeti stavak predstavlja obrat prethodnoga teorema. On pokazuje da svaka
particijaskupa X na prirodan nacin odreduje relaciju ekvivalencije Ciji razredi ekviva
lencije se podudaraju s podskupovimaiz particije.

Teorem 2. Nekaje {Ai}ici particijaskupa X. Definirgimo relaciju p na skupu
X tako daje xpy ondai samo onda ako x iy pripadgju istom skupu iz particije, tj.
postoji i € | tako daje x,y € Aj. Ondaje p relacija ekvivalencije. Pripadni razredi
ekvivalencije podudargju se sa skupovima A; .

DokAz. Tvrdnjaje oCevidna.

Ay A, As

o X oy

9. 2.3. Relacija ekvivalencije odredena particijom: xpy.

DerINIcIJA. Akoje p relacijaekvivalencije naskupu X, onda skup svih pripad-
nih razreda ekvivalencije zovemo kvocjentni skup od X s obzirom narelaciju p i
oznatavamo sa X/, :

X/p = {[XJxex

Prema prethodnom teoremu vidimo da je kvocjentni skup zapravo isto &to i particija
skupa X sabzirom narelaciju ekvivalencije p.

PocCetniku je pri prvom susretu vjerojatno tesko naviknuti se da razred ekvivalencije [X], koji
je podskup u X, gleda kao jedan jedini element kvocjentnog skupa. Elementi u X se zapravo “gru-
pirgju” u digunktne skupine (razrede) prema nekom zajednickom svojstvu. U istom razredu nalaze
se samo medusobno “srodni” (ekvivalentni) elementi. Na pr. ako je X skup u€enika neke Skole i
p relacija“pohadati isti razred”, ondaje X/p skup svih razreda u 3koli. Razred ekvivaencije [X]
jednak jerazredu u kojem je uCenik x.

PriMJER 1. Nekaje X skup svih ljudi nakugli zemaljskoj. Za dva Covjeka X i
y reti ¢emo dasu u relaciji p ako su drzavljani iste drzave (pretpostavljamo da nitko
nema dvojno drZavljanstvo, te da se granice ne mijenjaju svremenom*). Razred [X] je
skup svih drzavljana one drzave kojoj pripada osoba x. Kvocjentni skup X/p moze
se poistovjetiti saskupom D svih drzavau svijetu (svakom razredu [X] pridruzimo onu
drzavu iji je x drzavljan; pridruzivanje je oCevidno bijektivno): X/p ~D.

1 Kadaje u jednoj anketi znameniti matematicar Steinhaus iz Lavova (1887-1972, Lviv, Ukrgjina) bio upitan
koliko puta je putovao preko granice, odgovorio je: “Niti jednom. Ali je granica mene preSlatri putal”
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PrIMJER 2. Kvocjentni skup doista moze biti i beskonatan. Uzmimo X = C
i definirgimo relaciju p ovako: z;pz, ako je Rezz = Rez,. Lako sevidi dajeto
relacija ekvivalencije, akvocjentni skup C/p jednak jefamiliji pravacau kompleksnoj
ravnini, koji su paralelni simaginarnom osi.

PrRIMJER 3. Promatrajmo sada iznimno vaznu relaciju kongruencije = modulo
n naskupu Z i odredimo kvocjentni skup Z/— . Dabi odredili razred ekvivalencije
[X], podijelimo x sa n. Nekaje kvocijent pri dijeljenju jednak g, a ostatak jednak r:
X=gn+r. Znamo daje ostatak r sadrzan u skupu {0,1,...,n— 1}. Buduti daje
Xx=r (mod n),ondaje [x = [r]. Prematome je

Z=[OQuU[uU...Un-1].
Ova unija je disunktna, jer niti koja dva razlicita ostatka iz skupa {0,1,...,n— 1}

nisu kongruentna modulo n (razlika im je manja od n po apsolutnoj vrijednosti, pa
nije djeljivasa n). Prematome vrijedi ovaj jednostavan, ai vazan rezultat:

Propozicija 3. Kvocjentni skup na skupu cijelih brojeva po relaciji kongruencije
= modulo n jednak je sljedetem n-¢lanom skupu:

Z/= ={[0],[1],....[n— 1]}

Tg skup zove se kvocjentni skup ostataka modulo n, ili skup razreda ostataka pri
dijdjenju sa n. Razredi ekvivalencije izgledagju ovako:

[0 ={an:qeZ}
1] ={an+1:qeZ}

[n—l].: {on+(n—1):qe Z}.

Razred [r], gdjejer € {0,1,...,n— 1}, sadrZi skup svih onih cijelih brojeva
koji dijeljenjem sa n daju ostatak jednak r, tj. brojeve oblika gn+r, q € Z. Korisno
je definirati skup nZ svih cjelobrojnih visekratnika brojan sanZ = {kn: k € Z}.
Onda particiju (rastav) skupa cijelih brojeva u Propoziciji 3 mozemo pisati i ovako:

Z=nZu{nZ+1}u...U{nZ+ (n—1)}.
Primijetimo da su dvabroja x,y € Z urelaciji, tj. [x] = [y], ondai samo onda ako je
X—y e nZ. Napr. buduti daje (—-1) — (n—1) = —n € nZ, ondaje [-1] = [n— 1],
i dicno [—2] = [n— 2] itd.

Zan=2imamo £/= = {[0],[1]},doti€no Z = [OJU[1], pri Cemuje [0] = {...,
-4, —2,0,2,4, ...} skupsvih parnih cijelih brojeva, a [1] = {..., -3, -1, 1, 3,
5, ...} skup svih neparnih. Ovdjejenapr. [—1] = [1].
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