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1. FUNKCIE VISE VARIJABLA

1.1. Euklidski prostor R™
TN N

Prisjetimo se, vektorski prostor je skup X Cije elemente nazivamo vektorima i
na kojem su definirane dvije operacije: zbrajanje sa svojstvima (V1-V4) i mnoZenje
skalarom sa svojstvima (V5-V8) navedenim u poglavlju L:1.

Skup R" je skup svih uredenih 7 -torki realnih brojeva:

R" = {(x1,x2,..., %) : x; ER}.
Kradi zapis za x € R"je x =(x,x2,...,%,). Na ovom skupu definirana je opera-
cija zbrajanja + : R” x R* — R” na sljede¢i na¢in: za x = (x;,x,...,%,) € R" i
y:(ylyyZ)"'ayn) € R" je
X+y:(x1 +y,% Y2, X +yn)

KaZemo dau R” zbrajamo po komponentama. Osim zbrajanja definirana je i operacija
mnoZenja skalarom - : R x R" — R” na nacin:

ox = (oxj30z, ..., 0x,), a€R.

Ovako definirano zbrajanje na R"” zadovoljava svojstva (V1-V4). Osim toga vrijede i
sljedeca svojstva (vidi (V5-V8)):

(1) kompatibilnost mnoZenja: (Va, € R) (vx e R") a(Bx) = (aff) x

(2) distributivnost mnoZenja prema zbrajanju u R": (Vo € R) (vx,y € R")
a(x+y) =ax+ay

(3) distributivnost mnoZenja prema zbrajanju u R: Vo, € R) (Vx € R")
(a+ B)x = ox + Bx

(4) netrivijalnost mnoZenja: (Vx € R") 1-x=x.

Drugim rijeCima, zbrajanje i mnoZenje skalarom na skupu R” zadovoljava svojstva
(V1-V3), odnosno (R",+,-) je vektorski prostor.

Da bismo mogli u potpunosti spoznati vektorski prostor R" nisu nam dovoljne sa-
mo dvije navedene operacije, nego su nam potrebni i skalarni produkt, norma i metrika.
Krenimo redom, opéom definicijom skalarnog produkta.

Skalarni produkt

Definicija 1. Svaka funkcija (-,:) : R” x R" — R koja ima sljedeca svojstva:
(S1) pozitivnost: (x,x) >0, (x,x) =0 <& 'x=0
(S2) distributivnost prema zbrajanju: (x +y,z) = (x,z) + (y,z)
(S3) homogenost: (ax,y) = o(x,y)
(S4) komutativnost: (x,y) = (y,X)
naziva se skalarni produkt.
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Primjer 1. Euklidski (ili standardni) skalarni produkt na R” definira se na
sljedeéi nacin:
n
(x,y) = inyi =x1y1+X2y2 + 0 Xy,
i=1
gdje je x =(x1,x2,...,%) 1 y=1,¥2,---,yn). Lako seprovjeri da je ovo dobro
definiran skalarni produkt, tj. da za njega vrijede svojstva (S1)—(S4).

Euklidski prostor je vektorski prostor s euklidskim skalarnim produktom. Dakle,
R” je euklidski prostor s euklidskim skalarnim produktom. Nadalje, za skalarni produkt
vrijedi sljedeci teorem:

Nejednakost Cauchy-Schwartz-Buniakowskog

Teorem 1. Za bilo koje X,y € R" vrijedi
(%, )< (x,%)(y,y). (1)

Dokaz. Za x = 0.ili y = 0 nejednakost (1) se svodina 0 < 0. Uz pretpostavke
x #£ 0 iy # 0 definiramo realnu funkciju jedne varijable
f)={(x+yx+y).
Zbog svojstva. (S1) za svaki ¢ € R vrijedi (1x+y,tx+y) > 0, odnosno f () > 0 za
svaki realni broj 7. Raspisivanjem gornjeg skalarnog umnoska dobijemo

f0)={(xx)7+2(x,y) 1+ (y,y).
Dakle, f je kvadratna funkcija u varijabli ¢ koja poprima samo nenegativne vrijednosti
pa slijedi da njena diskriminanta nije pozitivna, tj.
D =4(x,y)* = 4(x,x) (y,y) <0
iz ¢ega direktno slijedi nejednakost iz teorema. O

Prije nego Sto definiramo euklidsku normu na prostoru R”", normu definiramo
opcenito na sljedeci nacin:

Definicija 2. Preslikavanje [-|| : R” — R je norma u R" ako vrijede sljedeca
svojstva
(N1) pozitivnost: ||x|| >0, [x]|=0< x=0
(N2) pozitivna homogenost: ||ox| =.]e| - ||x]|, @ € R
(N3) nejednakost trokuta: [|x +y| < ||x]| + [|y]|-

Ako imamo definiran skalarni produkt, normu je moguce definirati s pomocu njega.
O tome govori sljedeci teorem.



4 1. FUNKCIE VISE VARIJABLA

Skalarni produkt i norma

Teorem 2. Za bilo koji skalarni produkt (-,-) na R", formulom

[1x[] = v/ {x,%)

definirana je norma na R".

Dokaz. (N1) slijedi zbog (S1): zbog (x,x) > 0je ||x]|'= +/(x,x) > 0. Takoder vrijedi:
x| =0 < (x,x) =0 < x=0.
(N2) slijedi zbog (S3) i (S4):

lax]| = v/{ax, ax)- 2 Valx, ax) o /aloxx)
S3
o2 (x %)=l - |x] .

(N3) slijedi zbog (S2), (S4) i CSB nejednakosti (1):

Ix +yP={x+y,x+y)

2 xx) +(xy) + (%) + (1)

(54)

e

(x,%) +2(x,y) +(y,¥)
(CSB)
< (xx) +2/(x,x)(y,y) +(¥,¥)

2 2
= {1l + 2ffx [y [l + [l
2
= (IIx[l -+l O

Primjer 2. Euklidska norma vektora x € R” izvedena jeiz euklidskog skalarnog
produkta, odnosno definirana na nacin:

Il = V% %) =\ +3 + LA

Normirani prostor je vektorski prostor s definiranom normom. Dakle, R" je
normirani prostor s euklidskom normom.

Koristeci teorem 2, nejednakost Cauchy-Schwartz-Buniakowskog moZemo zapi-
sati u ekvivalentnom obliku:

(x| < [xI Iyl
Konkretno, nejednakost CSB za euklidski skalarni produkt i euklidsku normu glasi

1 1
ey +xoy2 + ) < (8 o3 ) (Y )

Opcenito metrika, odnosno, udaljenost izmedu dviju to¢aka iz R" definira se na
sljededi nacin:



wn

1.1. EUKLIDSKI PROSTOR R”

Definicija 3. Preslikavanje d : R” x R” — R je metrika.na 'R” ako vrijede
sljedeca svojstva
(M1) pozitivnost: d (x,y) >0, d(x,y) =0 & x=y
(M2) simetri¢nost: d (x,y) =d (y, x)
(M3) nejednakost trokuta: d(x,z) < d (x,y) +d(y,z).:

Ako imamo definiranu normu, s pomocu nje je moguce dobiti metriku. O tome
govori sljedeci teorem.

Teorem 3. Za bilo koju normu_||-|| naR", formulom

d(x,y) =[x -yl
definirana je metrika na R" .

Dokaz. (M1) slijedi zbog (N1): zbog [|x —y|| > 0 je d(x,y) = |[x —y|| > 0. Takoder
vrijedi: d(x,y) =0 & [x—y[|=0 & x-y=0 & x=y.
(M2) slijedi zbog (N2):
(N2)
d(x,y) =[x —yl| =" [=1[-ly=x|| = [ly — x| =d (y,x) .
(M3) slijedi zbog (N3):
d(x,z) =|x—z|=|x-y+y—z

(N3)
< x =yl +lly -z =d(xy) +d(y,2) U

Primjer 3. Euklidska udaljenost (metrika) na R" dobije se iz euklidske norme,
odnosno:

d(%,y) =[x =y = /(1 = 31)> + (82 — y2)> e+ 0 — )’

Dakle, R" je metricki prostor s euklidskom metrikom.

B otvoreni i zatvoreni skupu R" [

U svakom metrickom prostoru mozemo-definirati i pojmove otvorene i zatvorene
kugle, te otvorenog i zatvorenog skupau R" .
Otvorena kugla u R” sa srediStem u tocki S € R” iradijusom € je skup

Ke(S)={T eR":d(S5T) < ¢}.
Sli¢no, zatvorena kugla u R” sa srediStem u tocki S € R” iradijusom ¢ je skup

Ke(S)={T €R":d(S,T) < €} .

Zaskup A, A C R" kazemo da je otvoren ako za svaku njegovu tocku x € A postoji
otvorena kugla sa srediStem u x sadrzanau A, tj.

(Vx € A) (Fe > 0) Kq(x) C A.
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Otvorena okolina tocke x € R” je svaki otvoreni skup koji sadrZi tu tocku. Za skup
B C R" kaZzemo da je zatvoren ako je njegov komplement R” \ B otvoren. Definicija
otvorenog i zatvorenog skupa ne ovisi o izboru metrike d kojom definiramo otvorenu
kuglu K,(x) . U primjerima ¢emo pokazati da geometrijski oblik kugle K, (x) ovisi o
izboru metrike d.

Primjer 4. Otvoren prsten {x eER*: 1< x| < 2} je otvoren skup. Zatvoren
prsten {x € R?: 1 < |[x|| < 2} je zatvoren skup.

B Ostale norme i metrike~ NN

Osim euklidske norme i metrike na R” postoje i mnoge druge norme i pripadne metrike. Medu
najvaznijima su beskona¢no-norma i jedan-norma koje definiramo s

[x[[og o= maxpery  ny Pl .
X = x|+ [l 4+ + |xal

Obje norme su posebni slucaj takozvane p-norme
1
[Ixll, = (ler” + 2l + -+ Jal”) 7

za p =11 p = 0co. Vidimo da za p = 2 dobijemo standardnu euklidsku normu. Jedan-
-norma zove ‘se jo§ i Manhattan-norma ', a njom inducirana metrika d; (x,y) = |x—y||; =
|x1 —y1| + [x2 = y2| + -+ - + |xn — yu| Manhattan-metrika (negdje i taksi-metrika).

Hoce li jedini¢ne kugle u pravokutnom koordinatnom sustavu zaista imati oblik “kugle” kako
je mi zamiSljamo, ovisi o izboru metrike d. Za slucajeve p =1, p =2 i p = 0o metrike su redom

di (x,y) = |x =y, = [x1 =y1] + 2 = y2| + -+ [xn — yal

dy (x,y) = \/(x1 =317+ (2 = y2)" + -+ (o —n)?

oo (%9) = X = ¥loo = max b =i

U R? jedini¢ne zatvorene kugle sa srediStem u ishodiStu izgledaju ovako:

y y Y
1 1
1 x 1 X 1 X
0(0,0) 0(0,0) 0(d.0)

Sl. 3.1. Slike jedinicnih kugla u R® u metrici di, dr, do

! Zasto Manhattan? ‘Na Manhattanu promet je organiziran pravokutnom mrezom avenija i bulevara, pa ova
metrika opisuje “stvarne” udaljenosti u tako organiziranom prometnom sustavu.
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U R? jedini¢ne zatvorene kugle sa srediStem u ishodisStu izgledaju ovako:

Sl. 3.2. Slike jedinic¢nih kugla u R® umetrici di, dr, do

Primijetimo da u slucaju n = 1 za sve tri metrike jedini¢na zatvorena kugla sa srediStem u
ishodi3tu je zatvoreni interval [—1,1].

1.2. Vektorska funkcija. Prostorna krivulja
— w0000

U kolegiju Matematika 1 proucavali smo realne funkcije realne varijable, tj.
f : R — R. Sada éemo promatrati funkcije f : R — R” koje realnom broju t € R
pridruzuju vektor f(z) € R” te ih zato i zovemo vektorske funkcije realne.varijable ili
skraceno vektorske funkcije. Dakle, vektorska funkcija f : R — R” je zadana sa

£() = (a1 (0), x2(1), x3(2), - - ., 3 (1)),
gdje su x1,x,...,x, realne funkcije jedne realne varijable. Specijalno, vektorska
funkcija f : R — R? je zadana sa f(t) = (x(¢),y(t)), gdje su x,y: R — R. Od-
nosno vektorska funkcija f : R — R® je zadana sa f(r) = (x(¢),y(),z(¢)), gdje su
x,v,z: R — R. Vektorsku funkciju mozemo zapisati i u-obliku vektora
£() = x(0)i+ y(1)j + z(D)k;

gdje su komponente vektora f(7) realne funkcije realne varijable, a i, j,k jedini¢ni
koordinatni vektori.

Primjer 5. Vektorska funkcija

f(r) = (Int)i+ v/ >+ 2j+ (costm)k

ima komponente x(r) = Inz, y(t) = V> +2 i z(t) = cos(¢mr). Vrijednosti 1 = 1
pridruZen je vektor f(1) = (In1)i+ v/3j + (cos m)k = 1/3j — k. Funkcija je definirana
zat>0,t4. 2(f)=(0,00) .

Opcenito, podrucje- definicije vektorske funkcije je skup koji sadrzi sve realne
brojeve za koje su definirane sve komponente. Dakle, domena vektorske funkcije je
presjek domena komponenata.
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Vektorska funkcija se moze shvatiti kao kompaktniji zapis parametarskih jednadzbi
krivulje %. Naime, prisjetimo se da krivulju % u ravnini moZemo zadati u parametar-

skom obliku
¢ 4 x=x0), teD
{ y=y(t), <

S druge strane, krivulju ¥ moZemo zapisati u vektorskom obliku koristeéi vektorsku
funkciju r : R — R? gdje je
r(r) = x(1)i+ y(1)j.
Time smo dobili vektorsku jednadzbu ravninske krivulje %
U slucaju prostorne krivulje, odnosno ktivulje 4 C R?, njena parametarska jed-

nadzba glasi
x = x(1)
€...< _y=y(r) teD

z.=2(¢)

Ako funkcije x, y, z shvatimo kao komponente vektorske funkcije r : R — R?, tada
dobijemo vektorsku jednadZbu krivulje

r(r) = x(1)i+ y(1)j + z(1)k.
Dakle, parametarske jednadzbe krivulje mozemo izraziti u vektorskom obliku i obr-
nuto, svaku vektorsku funkciju moZzemo zapisati kao sustav parametarskih jednadzbi.

U skladu s tim je graf vektorske funkcije r = r(¢) zapravo krivulja zadana sustavom
parametarskih jednadzbi. S druge strane je krivulja % graf vektorske funkcije r.

Primjer 6. Opisite grafove sljedecih vektorskih funkcija:

ar(t) = (—2+0)i+3j+(5—4)k b)r(r)=2i+3j—k
¢) r(¢) = (cost)i+ (sin?)j d) r(t) = (cost)i+ (sin?)j + 2k

Rjesenje.
(a) Graf je pravac kroz tocku 7(—2,0,5) s vektorom smjera ¢’ = (1,3, —4).

(b) Graf je tocka T(2,3,—1).
(c) Graf je kruznica sa srediitem u ishoditu radijusa 1, tj. x> +y> = 1.
(d) Graf je kruZnica sa srediStem u ishodiStu radijusa 1 koja leZi u ravnini z = 2.

Sada ¢emo opisati kako se graf vektorske funkcije moZe promatrati bez razlaganja
na parametarske jednadZbe. Oznalimo'sa ¢ graf vektorske funkcije r = r(z). Ako
pocetna tocka vektora r(z) leZi u ishodiStu, tada njegova krajnja tocka leZi na krivulji
% i vektor r(t) je zapravo radijus-vektor te tocke na krivulji. Promjenom parametra
t, krajnja tocka radijus-vektora r(¢) pomice se po krivulji. MoZemo zakljuditi: ako
parametar ¢ predstavlja vrijeme, tada vektorska funkcija r(z) opisuje gibanje tocke po
krivulji u ovisnosti o vremenu. To je tzv. fizikalna interpretacija vektorske funkcije.
Vidi sl. 3.3. U literaturi se za vektorsku funkciju, odnosno krivulju, mogu javiti sljedece
oznake: r(t), c(t), k(¢), y(¢) isl
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To(x(to)aY(to))

X

Sl 1.3. Krivulja C je krivulja gibanja opisanog vektorskom funkcijom r

1.3. Derivacija vektorske funkcije. Tangenta na prostornu Kkrivulju

Prije definicije derivacije vektorske funkcije, potrebno je definirati limes vektorske
funkcije. Kao Sto ¢emo vidjeti u definiciji, limes vektorske funkcije je vektor ¢ije su
komponente limesi komponenata pocetne vektorske funkcije.

U nastavku.ovog teksta pod pojmom vektorske funkcije smatrat ¢emo r : D, —
R?, gdje je D, otvoreni interval u R.

Limes vektorske funkcije
Definicija 4. Za vektorsku funkciju r(z) = x(¢)i + y(¢)j + z(¢)k definiramo
limes na sljedeci nacin:
lim r(r) = }in%(x(t)i +y(0)j+z()k) =
= (tima(0))i + (limy(0)j + (Jine(0)K

Derivacija vektorske funkcije

Definicija 5. Derivacija vektorsKe funkcije r(z) definirana je sa:
. Ar . r(t+ An —rx(2)
4 = _— = _—
CO= A A = AT A
ako taj limes postoji.
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r(+A)

X

Sl 1.4. Geometrijska interpretacija_derivacije vektorske funkcije
Geometrijska interpretacija derivacije vektorske funkcije. Promotrimo sl. 3.4.
Vidimo dakad Ar — 0, onda T" —'T , te se spojnica TT’ opéenito sve bolje poklapa
s dijelom krivulje TT’. Ako postoji grani¢ni smjer pri tom priblizavanju, kaZzemo da

. . ), ) . r ce 1 .
je to smjer tangente. Buduéi da je vektor Ar kolinearan s vektorom N slijedi da je

A

vektor smjera tangente odreden vektorom r’(z) .

Derivacija vektorske funkcije

Teorem 4. Ako je r(t) = x(¢)i + y(¢)j + z(¢)k vektorska funkcija s komponen-
tama x(t), y(t) i z(t) koje su diferencijabilne, tada je

v'(t) =X (0)i+y (0)j+ 7 ()k.

Dokaz. Koristeéi definiciju derivacije vektorske funkcije dobivamo

r'(f)  =limpa, o 5 = limp, o (50T
= lima;—o [X(HAAZ);_X(Z)i + y(HAA’)l—}’(l)j + z(t+AAt)l—z(t) k]
=X (0i+Y(0j+7 (k.
O

Neka je prostorna krivulja ¢ zadana u obliku:
x =x(1)
C.(. { y=y(t)
z=2z(1)
ili s pomoéu vektorske funkcije £+ r(z):
r(t) = x(0)i+ y(0)j + z()k.

Ve¢ smo spomenuli da vektorska funkcija opisuje gibanje tocke po krivulji. Dakle,
ako je poloZzaj tocke.koja se giba po krivulji zadan vektorskom funkcijom

r(t) = x(0)i+ y(1)j + z()k,
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tada je vektor brzine to¢ke u trenutku 7 dan derivacijom r'(z), tj.

dr
vit) = —.
(1=~
Iznos brzine je norma vektora brzine ||v(¢)||. Takoder, vektor akceleracije je dan s
at) = d’r
Cdr

Ako definiramo oskulatornu ravninu IT kao ravninu ukojoj leZe vektori brzine i akce-
leracije, tada je njen vektor normale dan s
n=vxa.
Bududi da u oskulatornoj ravnini leze vektori brzine i akceleracije, to je ravnina u kojoj
promatramo gibanje tocke.
Vidjeli smo da je vektor smjera tangente na graf vektorske funkcije odreden vek-
torom 1’ te sada moZemo uvesti jednadzbu tangente na sljedeéi nacin:

Jednadzba tangente

Definicija 6. Neka je T'(xo, yo,20) € % to€ka krivulje kojoj odgovara vrijednost
parametra t = f,. JednadZzba tangente ¢ na krivulju % u tocki T'(xo,y0,20) € €
je:

;X=X _ Y-y _ -2
X))  Y(0) ()

Napomena. Primijetimo da u slu€aju krivulje u R zadane sa 7(¢) = x(¢)i + y(¢)j

/
oo o X=X Y —)o ¥ (1)
tangenta ima jednadZbu = odnosno y — yg =
X () ¥(n0) X' (1)

ekvivalentno jednadzbi y — yo = y'(xo)(x — xp) koju znamo iz kolegija Matematika 1.

(x —xp) $to je

Primjer 7. Treba nadi jednadzbu tangente na zavojnicu %

X =acost
%...{ y=asint
z=>bt

u tocki krivulje kojoj odgovara parametar 7, = ¥ . Vidi sl..3.5.

Rjesenje. Dobije se To(-55, ., bry i
/ . T a ’ a ,
X(()) asm4 \/—7}7(0) acos \/z?Z(O)

Odakle slijedi

AN
i
V2 V2
ili ; ; )
t..x*%:yiﬁzzifr
—1 +1 bV2
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SL.1.5.

Primjer 8. Treba nadi tocke u kojima je tangenta na krivulju "

x=3t—-1
E...{ y=4ar
7= -2

paralelna s ravninom-4x — 3y + 7 = 0.

RjeSenje. Dobije se
xl(to) = 37 y/(t()) = 81‘()7 Z/([()) = —4[07
te je
X=X _Yy=Yo_ 272

3 819 —4t

, odnosno
Cp = (3, 81y, —4[()).

Pravac je paralelan s ravninom, pa mora vrijediti ¢, - n = 0, te. dobijemo da je #) = % .

Trazena tocka je T(3,1,—1).

Primjer 9. Vektorska jednadZba gibanjatocke u prostoru je r(f) = £2i + (sint)j +
ek, reR.
(a) Odredite iznos brzine tocke u trenutku .z =0, tj. izracunajte ||v(0)]| .
(b) Odredite jednadzbu tangente na Kkrivulju u tocki koja odgovara parametru ¢t = 0.

RjeSenje. (a) Dobijemo r'(f) = 2fi + cos tj + €'k, te je ||v(0)|| = V2.
(b) Parametar ¢ = 0 odgovaratocki 7'(0,0, 1). Vektor smjera tangente je r'(0) = j+k
te je

y_z-1
1 .
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