PaslucCajni brojevi

Simulirati slu¢ajnu veli€inu znaci naciniti njen uzorak proizvoljne duzine. Temeljnaidga
sastoji se u reprezentaciji slu€ajne velicine pomotu funkcije jednogili viSe slucajnih bro-
jeva, te generiranje uzorkatrazene duzine trebanadomjestiti generiranjem uzorkaslucajnih
brojeva. Time slu€agjni broj dobivaiznimnu vaznost, te je Citavo prvo poglavlje posveteno
metodama za simuliranje uzoraka sluc¢ajnog broja. Kvaliteta simuliranog uzorka slu¢ajnog
brojaje centralno pitanje u primjenama. Stogase u drugomdijelu ovog poglavljaraspravlja
detaljnije 0 mogucnostima upotrebe uzorka slucajnog broja za procjenu vjerojatnosti vise-
dimenzionalnih dogadaja.

1.1. Slucajni broj i Monte Carlo simulacija

Pri simuliranju sluajnih veli¢ina metodama Monte Carlo istaknuto mjesto ima slucajna
veliCina koja je jednoliko distribuirana na intervalu [0, 1]. Zbog toga istaknutog mjesta
zovemo ju sluCajni broj i oznaCavamo sy. Vjerojatnostnarazdioba slucajnog broja zadana

jefunkcijom
0 za x€ (—,0),
F,(x) = X za X€][0,1),
1 za xe[l1, ),

Ciji jegraf prikazan nadlici 1.1.

Pokusajmo objasniti su&tinu Monte Carlo metode. Neka je Slu€gjnavelicina ¢ zadana
izrazom £ = g¢(y), gdje je g funkcija koja predlikava interval [0, 1] u realne brojeve
uklju€ujuéi +o00. Na primjer, funkcija:

_ —Inx za xe€(01],
g(x)_{ oo za X = 0,
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ima takvo svojstvo. Metoda Monte Carlo za simulaciju slu€ajne veli¢ine & moZe se ukratko
opisati na sljedeci naCin. Pretpostavlja se da je na raspolaganju niz realizacija slu¢ajnog
brojay, tj. niz brojeva {B : k = 1, 2, ...} koji su nastali nezavisnim mjerenjima slu¢ajnog
broja y. Tada se nizom brojeva {yi : k = 1,2, ...}, gdje su yx = g(fB«), realizira slucajna
veliina £. Ovaj jednostavni program moZe se raSclaniti na dvije cjeline, kojima treba
dodati i tre¢u cjelinu u kojoj je obuhvaceno testiranje kvalitete obavljenog simuliranja.

S1) Zadana je slucajna veliCina & pomocCu svoje vjerojatnostne razdiobe x — F:(x).
Prva zadaca simulacije sastoji se u pronalazenju funkcije g zadane na [0, 1] tako da bude

& =9(). (1.1)

S2) Druga zadata simulacije je generiranje niza {8k : k = 1,2, ...} koji realizira
slucajni broj y i racunanje niza brojeva yx = g(fx) koji realizira slucajnu velicinu &.

S3) Trecta zadaca simulacije je provjera kvalitete simuliranog niza pomocu statistickih
testova.

| |
1 2 X

Razdioba vjerojatnosti slu€ajnog broja
Slika 1.1.

Ovako definirani postupak zove se Monte Carlo simulacija slucajne velicine &.
Opisani postupak moZe se uopciti i u slu€aju da se & prikaZze pomocu niza nezavisnih
sluCajnih brojeva:

m =go(y0), & = Om(vL, 72, -+ ¥m), (1.2)

ali je ideja simulacije nepromijenjena. U izrazu (1.1) je go funkcija s intervala [0, 1] u skup
prirodnih brojeva N, a funkcije g s [0, ]™ u R.

Prva navedena zadaca, tj. pronalaZenje izraza (1.1) ili (1.2), zadata je matematicke
prirode. Druga zadaca se po svojstvu slucajne veliCine svodi na mjerenje ili eksperiment,
pa je shematski moZemo prikazati ovim dijagramom toka:

mjerni uredaj

digitalizacija {Bx : ke N}

&
mjerna metoda
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Ova postupak nije iskljucivo matematicke prirode, jer mjerenje i mjerna metoda nisu
matematicki objekti.

Znamodaniz{fx : k=1, 2, ...} moraimati izvjesnastatistickasvojstvakojaproizlaze
iz svojstava sluajnog broja. Provjeravanjem tih statistickih svojstava zakljucujemo da tgj
nizjestili nije niz realizacija slu¢ajnog broja. Obicno se kaZe datestiramo niz statistickim
testovima. Ta Cinjenicanam omogucuje danacinimo iskorak premasljedetem uopCavanju.
Mozemo reti da nas ne zanima porijeklo niza {8k : k = 1,2,...}, vet samo njegova
statisticka svojstva koja mozemo provjeriti statistickim testovima. Dakle, za nas e hiti
prihvatljivi i algoritamski generirani brojevi, ako udovoljavaju kriterijima koji dijede iz
statistickih svojstava suéajnog broja. Velika prednost tako dobivenih “realizacija’ {Bx :
k=12 ...} slucanog brojaje ofita, jer se neizlazi izvan objekata matematicke prirode:

algoritam {Bx : ke N}

Algoritmom dobiveni niz {Bx : k = 1, 2, ...} zove se niz paslu€ajnih brojeva (1azno
slu€ajnih), ako ima odredena statisticka svojstva koja posjeduje beskonatni uzorak sluca-
jnog broja. Ne zahtijevaju se sva svojstvavet minimalna. TraZi se darelativne frekvencije
brojeva 8, u bilo kojem podintervaluintervala [0, 1] budu jednake duljini toga podintervala.
Ostala svojstva beskonatnog uzorka slucajnog broja mogu biti neispunjena. Na primjer,
relativna frekvencija uzastopnih trojki B;_1, By, Br+1, takvih dabude 5,1 < B < Br+1,
ne treba biti jednaka 1/6. Stoga se uvode klase paslucajnih brojeva koje imaju dodatna
svojstva. Naposljetku se pitamo o postojanju pasl ucajnih brojevakoji imaju svako svojstvo
kojeposjeduje beskonatni uzorak slu¢ajnog broja. Vaznost dodatnih svojstavajejasnakada
ustanovimo da matematicki modeli, koji opisuju prirodne, tehnickeili drustvene pojave sa
slucajnim parametrima, imaju oblik (1.2).

Vectinadanaskoristenih algoritamazanumericko generiranje pasl uca nih brojevatemelji
se na djedetem agoritmu paslucajnih brojeva:

B« = MB1 + 6[mod 1, k=12..., (13)

gdiesu fo =t, 6 i M parametri algoritma. Oni su brojevi s ovim ograniCenjima, fo =
€ (0,1), 6 € R, aM jeprirodni broj veti od 1. Algoritam (1.3) se zove multiplikativni.
Cesto se koristi ime kongruentni ili modularni.

Generator slucajnih brojeva zove se naprava kojom se generiraju nizovi {fy : k € N}.
U naprave se ubrajgju i datoteke (tablice) sluCajnih brojeva koji su jednom generirani
i zapisani. Algoritam kojim se generirgju nizovi paslucajnih brojeva zove se generator
paslucajnih brojeva.

Paslucajni brojevi izuCavaju se teorijskim postupcima. Tako treba dokazati da multi-
plikativni agoritam (1.3) generiraniz paslucajnih brojeva za skoro svaki iracionalni broj
t € (0,1). Kada se od teorijskih razmatranja prede na numericku realizaciju susrete se
niz problema druge prirode, a jedan od neugodnih je Cinjenica da se humericki ne moze
redlizirati iracionalni broj t u multiplikativnom algoritmu (1.3). Ako umjesto iracionalnog
t izaberemo racionalni t onda postoji prirodni broj L takav daje f. = o, tj. tako generirani
niz{p : r € N} imaperiod L. Uvijek se moZe potraziti optimalni t u smislu, da uz zadanu
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strojnu (binarnu) reprezentaciju brojeva imamo najveci moguci period. Medutim jo3 uvi-
jek smo daleko od zadovoljavajueg rezultata. Zato autori generatora paslu€ajnih brojeva
koriste dodatne “slu¢ajne” poremecaje tokom generiranja niza brojeva 3, da bi postigli
¢im bolja svojstva. To nam nalaZe da svaki generator paslucajnih brojeva podvrgnemo
statistiCkim testovima iz kojih se upoznajemo s kvalitetom generiranog niza. NajceSce se
koriste Pearsonov hi-kvadrat test, Kolmogorov-Smirnovljev test i testovi korelacije.
Simulacija u primjeni sluZi da se procijene statistiCki momenti slu€ajnih veli¢ina & =
g(y) ili vjerojatnost nekog dogadaja, D, pomocu indikatora dogadaja, £ = 1p. Razumije
se da se ova metoda koristi za raunanje statistickih momenata ili vjerojatnosti dogadaja
kada su deterministicke metode raunanja sloZenije od simuliranja. Promatrajmo sljedecCi
jednostavni primjer. Zadan je normalni slu€ajni vektor s 5 komponenata. Ocekivanje svake
komponente je nula, a njihova kovarijacijska matrica zadana je na sljede¢i nacin:

2 1o\ sin(Bi-0)
c.,_nexp< 5|| j|> =7 i,j=12,...,5. (1.4)
Da bismo procijenili sljedecu vjerojatnost:
P<§1<§2+§3+§4<§5)7 (1.5)

moZemo se posluZiti definicijom promatranog dogadaja pomocu 5-dimenzionalne gus-
toce. Dobiveni izraz je sloZen s numerickog stanovista, pa je jednostavnije posluZiti se

simulacijama.
Neka je F(d) algebra dogadaja koja je generirana s d nezavisnih slu€ajnih brojeva
Y1, ..., ¥d. Naprimjer, dogadaj {y1 < v < --- < v4} sadrZan je u toj algebri. Pomocu

beskonac¢nog uzorka slu€ajnog broja mogu se simulirati dogadaji iz F(d) i procijeniti
njihove vjerojatnosti. Niz paslucajnih brojeva op¢enito ne posjeduje to svojstvo zad > 1.
Stoga se nizom paslucajnih brojeva ne moZe procijeniti broj (1.5) ukoliko niz nema dodatna
svojstva. Dodatna svojstva ¢e osigurati simuliranje dogadaja u algebri F(d) za neki ¢vrsti
d. Zato nizove paslu€ajnih brojeva klasificiramo dodatno prema najve¢em broju d takvom
da se mogu simulirati dogadaji u algebri F(d). Ispitivanje ovih dodatnih svojstava vazno
je za teoriju i primjene paslucajnih brojeva.

1.2. Jednoliko razdijeljeni brojevi u Weylovom smislu

Pitamo se kako ¢emo prepoznati da je neki niz brojeva iz intervala [0, 1] upravo nastao
realizacijom ili mjerenjem slu€ajnog broja. Odgovor nam daju statistike. Kazat ¢emo da
je niz

UN = {VLVL---J’N} (16)

uzorak slucajnog broja y duZine N, ako su svi y, slu€ajni brojevi koji su medusobno
nezavisni. Ako uzorak nije konacne duljine, zove se beskonacni uzorak. Kazat ¢emo da
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je {B1, B2, ..., Bn} € [0, 1] niz mjerenja slucajnog broja, ako su Py redizacije sluajnih
brojeva yx. Dabismo opisali svojstva uzorka (1.6) slu€ajnih brojeva, treba nam pojam po
dijelovimaneprekidnefunkcije. Realnu funkciju f saintervalala, b] u skup realnih brojeva
oznatavamos f : [a, b] — R, aponekad sx — f(x).

/o

1 0
(a) (b)

Po dijelovimaneprekidne funkcije na [0, 1].
(a): f(0.5)=0, (b): f(0.5)=0.5.

Sika1.2.

Definicija 1.1. Funkcijaf : [a b] — Rjepodijelovimaneprekidna(p.d.n.) nazatvorenom
intervalu [a, b], ako u tom intervalu postoji konacno mnogo to€aka, a = Xp < X1 < X2 <
-+ < Xm = b, takvih da je f neprekidna na podintervalima (xj, Xj+1),j =0,1,...,m—1,
teima limese u granicnim tockama x; tih intervala.

Dva primjera po dijelovima neprekidne funkcije ilustriranasu nadici 1.2. Primijetimo da
su u drugom primjeru lijevi i desni limesi u tocki x = 1/2 medusobno razliciti i razlikuju
se od vrijednosti funkcijeux = 1/2.

Indikator intervala [a, b] C [0, 1] Cesto je koriStena po dijelovima neprekidna funkcija.
Definiranaje ovim izrazom:

[ 1 za xe[ab]
lap(x) = { 0 za x¢J[ab].

|z uzorka (1.6) definiraju serazne statistike. Neka je zadana po dijelovima neprekidna
funkcija f : [0, 1] — R, nekaje njom definirana slu€ajna velicinan = f(y), i nekaje
zadana pripadna statistika

1 N
SN = N Z f(v)
k=1
pomoctu uzorka (1.6). Tada ocekivanjei varijanca statistike Sys imaju ove vrijednosti:

E[Su] = E[n] = [; f(x)dx,
Var(Su] = gvarfn] = & [fo f(0%x — Emp?].
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Ponekad je vazno znati koji je dovoljan broj statistika da bi se utvrdilo da je neki niz
nedvojbeno nastao mjerenjem uzorka slu¢ajnog broja. Lako je ustanoviti da potpuni niz
statistika Cine statistike za sve moguce indikatore f(x) = 1jp(x), kojima intervali [a, b]
imaju sljedece racionalne krajeve: ay = (k — 1)27" by = k27" k = 1,2,...,2" n =
1,2, .... Tih intervala ima prebrojivo mnogo. 1z prethodnih izraza slijedi

N
1
SNI[a,b] N kz Lol (1)- [ le[a.b]} =b-a (1.7)

Jedan drugi niz dovoljnih statistika ¢ine svi momenti, tj. Sym = N—! >ok(r)™, E[Snm] =
(m+1)~1. Postoje i drugi nizovi potpunih statistika s kojima éemo se upoznati kasnije. Oni
su vezani uz neke druge baze linearnog prostora svih po dijelovima neprekidnih funkcija
f : [0, 1] — R. UobiCajeno je definirati paslu€ajne brojeve pomocu statistika (1.7):

Definicija 1.2. (N1zA PASLUCAINIH BROJEVA (H. WEYL)) KaZe se da je {f« : k € N} C
[0, 1] niz paslu€ajnih brojeva, ako za svaki interval [a, b] C [0, 1] vrijedi jednakost:

lim Z ljap(B) = b—a. (1.8)

N—oo N

Brojevi sa svojstvom (1.8) zovu se takoder jednoliko razdijeljeni brojevi u Weylovom
smislu. Kasnije e biti definirani viSestruko jednoliko razdijeljeni brojevi. Stoga su ovom
definicijom zadani jednostruko jednoliko razdijeljeni brojevi.

Treba odgovoriti na nekoliko vaZnih pitanja o paslu¢ajnim brojevima, kao o posto-
janju takvih nizova, o testiranju njihovih svojstava, o numericki prihvatljivim algoritmima,
itd. Uz definiciju niza paslu€ajnih brojeva veZu se na prirodan nacin statistike slu¢ajnog
broja koje su definirane pomocu indikatora 1, 1,. Sada treba pokazati da je ta definicija
ekvivalentna bilo kojoj drugoj.

Neka je {B : k € N} niz paslu€ajnih brojeva. Za po dijelovima neprekidnu funkciju f
definira se

N
(f) = PR (1.9)
k=1
kada god postoji limes na desnoj strani ovog izraza. Skup svih takvih po dijelovima
neprekidnih funkcija oznafimo s £. OC€ito je £ linearni prostor, tj. {(a1fi + o fy) =
o1 {f1) + ax{f,) za bilo koji par funkcija f1, f, € £ i par realnih brojeva a1, a. Linearni
prostor £ sadrZi indikatore svih intervala | C [0, 1].

Z||—\

Stavak 1.3. Neka je f po dijelovima neprekidna funkcija i neka za svaki € > 0 postoje
dvije funkcije f_, f, iz prostora £ takve da je

fo(x) < f(x) < fi(x),
sup | f(x) — f2(X)| < e. (1.10)

x€[0,1]

Tada je f takoder u prostoru L.
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DokAz. |z ngiednakosti (1.10) o funkcijamaf, f_i f, dijedi

1 & 1 1
N > (B < N > (B0 < N > £ (B
k=1 k=1 k=1

Definiraju se brojevi

. 1 & 1
a—nmepNgfwk), g—nmNmka;f(ﬁk),

te se prethodne dvije nejednakosti napidu u sljedetem jednostavnom obliku:
(foy <a<a<(f)
&o implicira0 < o — a < 2¢. Ovaje nglednakost valjana za svaki €. 1z toga dijedi

Neka je {B« : k € N} bilo kakav niz brojeva u intervalu [0, 1]. Promatraju se po
dijelovima neprekidne funkcije na [0, 1] za koje vrijedi

1 1
(Hy =lim & k;f(/sk) = /O f(x) dx. (1.11)

Sve takve funkcije Cine linearni prostor .

Prostor £ definiran je nekim odredenim nizom paslu€ajnih brojeva, a prostor £ nekim
odredenim beskonatnim nizom brojeva u [0, 1] koji nije nuzno paslucajan. Poistovijetiti
linearne prostore £ i K znali kazati dasu £ i K jedan teisti linearni prostor za svaki niz
paslucajnih brojeva. U idutem se stavku iznose uvjeti kojima spomenuta jednakost biva
ostvarena.

Stavak 1.4. Neka je {fi : k € N} niz brojeva u intervalu [0, 1] i neka je £ linearni
prostor svih po dijelovima neprekidnih funkcija f na [0, 1] za koje je ispunjena jednakost
(1.11). Ako za svaki indikator 1, gdjejel interval u [0, 1], i svaki ¢ > 0 postoji par f_,
iz skupa K takav da to bude

f_(x) < 1i(x) < fi(x),
() = <) <&
ondaje {Bx : k € N} niz pasucajnih brojeva.
Dokaz. 1z pretpostavljenih ngjednakosti dlijedi ocjena:

/1 fLdx — (b—a)| < &
0

zal = [a, b]. Nadalje, iz prvepretpostavljene nejednakosti dobije se niz novih nejednakosti:
Rk (B0 < F 0 Li(B) < & Y T4 (Bo),
b—a—e < liminfy &S0, 11(Bx)
<limsupy & S0, 1i(B) < b-a+e,
Zbog proizvoljnosti broja e moravrijediti uvjet paslucgjnosti (1.8). O
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Teorem 1.5. (0 NUZNOM | DOVOLINOM UVJETU PASLUCAINOSTI) Neka je zadan niz {f :
k € N} C [0, 1]. NuZan i dovoljan uvjet da on bude niz paslu€ajnih brojeva je jednakost

N
%Zf = /01 f(x) dx (1.12)

k=1

za svaku neprekidnu funkciju f na [0, 1].

f, fy f, fn -
| |
0 1 X 0 1 X

Neprekidna funkcija f je aproksimirana
funkcijama skokova odozdo i odozgo.

Slika 1.3.

DokAz. Nuznost. Neka je {f : k € N} niz paslu€ajnih brojevai f neprekidnafunkcija
na [0, 1]. Podijeli se interval [0, 1] u 2" podintervala jednake duljine:

k=1 K 1
= {2—z_> k=12..,2'-1 32 = [1‘ znvl}

Na svakom podintervalu postoji supremum i infimum funkcije f, i oznaCeni su simbolima
fi i f. Zato se mogu definirati dvije aproksimacije funkcije f pomocu funkcija skokova,

2ﬂ

zn
fAn(X) = Z i Ly (%), fvn(x) = Z f_li(k)(X)
k=1

k=1

kao 5to je ilustrirano na slici 1.3. Po pretpostavci u dokazu, one su u linearnom prostoru
L. Za konstruirane funkcije valjane su sljedece nejednakosti:

fix) < () < fux).
SUPycpo { 1T = R0l 1F) = ol } < en).

IirEn g(n) = 0.
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|z stavka 1.3, o prostoru £, dijedi f € £. Pored togaje po svojstvu Riemannovaintegrala
za neprekidnu funkciju ustanovljenajednakost (1.12).

Dovoljnost. Neka je {8« : k € N} niz brojeva, takav da vrijedi (1.12) za svaku
neprekidnu funkciju f. Treba dokazati da vrijedi (1.8). Dovoljno je nafiniti dokaz za
| =[a b] C (0, 1). Prostor K iz stavka 1.4 sastoji se od neprekidnih funkcijana[0, 1]. Za
izabrani 1[5 i svaki ¢ > O postoje dvije “trapezaste” funkcije f_., f,. kao nadlici 1.4,
takvedabude{f_.> < (b—a) < (f ), aistotako {f;,» — (f_.> < &. One sunepre-
kidnei zanjih vrijedi (1.12) po pretpostavci u dokazu. Tadaiz stavka 1.4 slijedi tvrdnja
teorema. O

Neprekidne funkcije na [0, 1] mozemo razviti u Fourierov red koji konvergirafunkciji
skoro svudana (0,1). Zato je sjedeti rezultat prirodna posljedica prethodnog rezultata.

f ffsa f+£

Aproksimacijaindikatora pomotu neprekidnih
trapezastih funkcija

Sika 1.4.

Teorem 1.6. (WeyLov KRITERIJ) Neka je zadan niz {f : k € N} C [0,1]. Nuzno i
dovoljno da on bude niz paslucajnih brojeva su jednakosti

N

lim % 3 e (zmmﬁk> ) (1.13)

N—oo
k=1

zasvaki me N,

Dokaz. Numost. Nekaje {fx : k € N} niz paslu€ajnih brojeva. Eksponencijalne su
funkcije neprekidne pa nuznost slijedi iz prethodnog teorema.

Dovoljnost. Pretpostavlja se dazaniz {Bk : k € N} vrijede uvjeti (1.13). Funkcija
Sator saslike 1.5., scentrom u r i otvorom 2h, definiranaje izrazom

éh(ra X) = h

—r
{ 1—|X | za |x—r| <h,
0 inace.

Promatraju se Satori za koje je otvor 2h < 1. Oznafimo s p(h, r, ) periodicku funkciju s
periodom 1 koja nastaje produzenjem po periodicnosti Satora 5. (r, -). Funkcija p(h, 0, -)
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ima sljedeci razvoj u Fourierov red:

p(h,0.x) = h + > accos(2nkx), ac = sin?(zkh).

2
£ h(zk)2

Red je o€ito apsolutno konvergentan i predstavlja x — p(h, 0, x) u svakoj tocki intervala
[0, 1]. Zbog jednakosti p(h, r,x) = p(h, 0, x — r) funkcijax — p(h, r, x) moZe se razviti u
red po kosinusima i sinusima:

p(h,r,x) = h + Zak{cos(anr)cos(anx) + sin(anr)sin(anx)}.
k=1

Za svaki €lan ovog reda, izuzev nultog,
(k = 0), vrijedi pretpostavka u teoremu,
pa tako i za njegovu parcijalnu sumu x —
§(r. x) pn(h, 1, x). To znaci da je ispunjena jednakost:

lim
N

Z| -
Mz

pﬂ(h7 r7 ﬁk) = h7

=
I

1

za sve n. Prethodna jednakost je valjana i u
limesu, n — oo, zbog apsolutne konvergencije

L\ pa(h, r) — p(h, r) naintervalu [0, 1],
0 r—hr 1 X 1N
— (h,r, =
Funkcija 3ator "N kz:; p(h. v, B
Slika 1.5. Iz ove diskusije slijedi da linearna kombinacija

Satora pripada linearnom prostoru . Kako se
svaka neprekidna funkcijana [0, 1] moZe po volji dobro aproksimirati linearno po dijelovima
slijedi da KC sadrZi sve neprekidne funkcije. 1z prethodnog teorema slijedi tvrdnja. O

Definiramo brojeve

N
BN exp(M) = % 3 exp (27rim[3k> (1.14)
k=1

u skladu s tvrdnjom prethodnog teorema. Tada se beskonacni niz jednakosti
Nlim BN exp<m) - 0, Za m= 1, 2, ey
zove Weylov kriterij za testiranje niza paslucajnih brojeva.
Ponekad se neposredno mogu dokazati jednakosti limy By exp(M) = 0, samo za neki

podniz brojeva iz N. Pitamo se koliko nam to moZe pomoci da zaklju¢imo daje { Bk : k € N}
niz paslucajnih brojeva. U tu svrhu se definira podniz Z(«) C N na sljedeci nagin:

T(a) = {N(1),N(2),....,N(K),...}, N(k) € [k%k*+1). (1.15)

Iz definicije je jasno da je nuzno o > 1.
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Posljedica 1.7. Nekajeo > 1, {f« : k € N} C [0, 1) i neka je ispunjen beskonacni niz
uvjeta

NeZ(a)

Tadaje {f« : k € N} niz paslu€ajnih brojeva i za njega je ispunjen \Weylov kriterij.

Dokaz. Promatrgjusebrojevi N € [N(K), N(k+ 1)]. Zanjih vrijedi sljedeta nejednakost:

N(K) 1
Bue(M) — = Buk eo(M | < ~(N(k+1) — N(K))
1\* 1 1+ aexp(a/k)
< <1 + k) + -1 < » :
zasvek > 1. Zbog N(k)/N — 1 dlijedi
N— oo

tj. Weylov kriterij. O
Posljedica 1.8. Nekajet iracionalni broj i neka je zadan niz

B = tk[mod 1], k=12 .... (1.16)
Tada brojevi B tvore niz paslucajnih brojeva.

Dokaz. Definirgu se brojevi xx = tk. OCito je exp(2rimxy) = exp(2rimpBy) za svaki
prirodni broj m. Prema prethodnom teoremu treba promatrati red:

N i) — _ EPmim) oriN
g exp(2mimtk) = 1 — exp(2mimt) [ —exp( d mt)],

kojemu suma po apsolutnoj vrijednosti nije veta od | sin(zmt)|~2, jednoliko obzirom na
N. Stogaje

N

) 1 .

Jim 5 > exp(2nimy) = 0. O
k=1

Stavak 1.9. Neka su zadani nizovi brojevaxk i Yk = Xk + o, gdjeje a € R. Ako brojevi

Bk = Xk [mod 1] tvore niz paslu€ajnih brojeva, onda i brojevi ox = yi [mod 1] takoder

tvore niz paslucajnih brojeva.

Dokaz dlijedi neposredno iz Weylovakriterija kada u njega uvrstimo nizove brojevaxy i Y.

Neposrednom konstrukcijom niza (1.16) ustanovljeno je da paslucajni brojevi postoje.
Taj niz brojeva ima izvjesna nezeljena svojstva pa se simulacije procesa u primjenama
temelje na nizu paslucajnih brojeva (1.3). Njih ¢emo promatrati u preostalom dijelu ovog
odjeljka.
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Zasvakit € (0,1)iM € N, M > 1, promatra se beskonagni niz brojevax, = M*t, k =
1,2,.... Tadasu Bk = xx [mod 1] iz intervala [0, 1), te se moZe Koristiti Weylov kriterij
da se provjeri pripada li niz {f : k € N} familiji paslu€ajnih brojeva. Koristimo sljedeCi
rezultat

Teorem 1.10. (O MULTIPLIKATIVNOM GENERATORU) ZaM € N, M > 1,6 € R i skoro
svaki t € (0, 1), brojevi

Bk = MBxk—1 + §[mod 1], Bo =1t KkeN, (1.17)
generiraju niz paslucajnih brojeva.

Dokaz. Zadokaz se treba posluZiti Weylovim kriterijem. Neka je m nepromjenjiv prirodni
broj tokom dokaza. Promatraju se funkcije

N
> exp(2mimM¥t). (1.18)
k=1

Z||—\

Dovoljno je promatrati slu¢aj 6 = 0 kao Sto Ce biti pokazano na kraju dokaza. Zbog
jednostavnosti pisanja eksponencijalne funkcije se ozna€avajust — ¢x(t). Treba dokazati
da postoji limes funkcija fy kada N teZi u beskonacnost i da je grani¢na funkcija skoro
svuda nula na [0, 1].

Funkcije ¢x su medusobno ortonormirane u L,(0, 1), pa je:

1
f = —,
Il = o
gdje || - || oznacava L,(0, 1) normu. Slijedi da niz fy konvergira nuli u L»(0,1). To ne

znati da limes funkcijat — fy(t) teZi nuli skoro svuda u intervalu [0, 1] (vidi primjer s
neZeljenim ishodom u referenci [Sa]). Medutim, postoji podniz funkcija fy za koji je to
ispunjeno. Dovoljno je odabrati podniz (1.15) s bilo kojim izborom broja &z > 1. Pomo¢u
Cebisevljeve nejednakosti dobivamo ocjenu

. 1
uk(e) = mjera { [fyp] > e} < 2 fuglls < o2

tako da je
> uk(e) < oo
k=1

za svaki € > 0. 1z Borel-Cantellijeve leme slijedi da niz fy(, konvergira nuli skoro
svuda na [0, 1]. Dakle, za skoro svaki t € (0, 1) ispunjeno je limy Bygy(m) = 0. Za
m = 12, ..., dobiju se skupovi S(m) C [0, 1], jedinicne Lebesgueove mjere, za koje
vrijede ove jednakosti:
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Skup S = NmS(m) takoder ima jedininu Lebesgueovu mjeru. Povrh togaje

lim B m =0 meN
N—oo0,NET(a) N ep(M) ’ ’

zasvakit € S Primjenom posljedice Weylovateorema 1.7 dlijedi daje {Bk : k € N} niz
paslucajnih brojeva za skoro svaki t iz (0, 1). Zapravo je do sada dokazan nesto opcenitiji
rezultat. Definiragju se dva niza brojevax, = M*t i zc = x¢ + o, gdjeje o« € R. Prema
stavku o translaciji, 1.9, dlijedi daz [ mod 1] tvore niz paslucajnih brojeva za skoro svaki t.
Broj 6 u definiciji (1.17) je redlan. Moze se prikazati kao § = Mp — p i promatrati
dvanizabrojevaxx = Mxk_1 + 6 i Yk = Xk + p. Zadrugi niz slijede jednakosti:

YVk=Mx 1+8+p=MXc14+p) =My 1= --- =My = MKt +p).

Dakle, brojevi yx [ mod 1] Cine niz paslucajnih brojeva prema dosadasnjem dijelu dokaza.
Zbog togai trandatirani brojevi (xx = yx — p) [mod 1] €ine niz pasluajnih brojeva. O

Algoritam (1.17) definirapreslikavanje intervala [0, 1) u sebe. To svojstvo omogucuje
upotrebu preslikavanja za generiranje paslucajnih brojeva (vidi primjedbe).

Uz dokaz prethodnog teorema trebaistaknuti da funkcijat — f(t), f = limy fy, nije
nulazasvakit € (0, 1). Nekaje R skup racionalnih tofaka oblika

r — P
Ny F=12...MP-1 peN
One Cine gusti skup u [0, 1]. PokaZimo daje f(t) # 0zat € R. Promatra se samo slucaj
m= 1. Nekajet = r/MP. Tadaje ¢x(t) = L zak = MP, MP + 1 .., takoda fy(t) — 1
kadaN — oo. Postoje iracionani brojevi zakojeje f(t) # 0 (vidi Franklin [Fr2]).
Skupovi Ty C [0, 1] zakoje su brojevi (1.17) pasluajni imaju maksimalnu mjeru, tj.
jednaku 1. Zatoi njihov pregek T = Ny Ty, posvimM = 2,3, ..., imamjeru 1. Broj
t € Tm zovemo geme. Dokazali smo sljedeti rezultat:

Teorem 1.11. (O SIEEMENU MULTIPLIKATIVNOG ALGORITMA) Nekaje Ty skupsemenaal-
goritma (1.17) za ¢vrsti M. Tada T = Ny Ty ima Lebesgueovu mjeru jednaku 1.
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