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čitatelj treba pogledati monografiju Journela i Hujibregts �JH�. Postupak i numeričke
poteškoće vezane uz simulaciju uvjetnih očekivanja prikazani su u radu Grubišića i Limića

�GL�. O reprezentaciji Karhunen-Loevea u općem slučaju se čitatelj može upoznati iz
monografije Bogacheva �Bo�. Teorem uzorkovanja je uzet iz monografije Papoulisa �Pa�.
Zadaće estimacije statističkih momenata 1. i 2. reda iz staze stacionarnog niza su sastavni
dio spektralne analize kao što je opisana u monografijama Dooba �Do�, Hannana �Ha�,
Gikhmana i Skorokhoda �GS2�, te Jenkinsa i Wattsa �JW�.

4. POGLAVLJE. Opširni prikaz Markovljevih lanaca na konačnom skupu stanja
čitatelj može naći u monografijama Kemennyia i Snella �KS� i Resnika �Rs�. Na prebrojivom
skupu stanja su lanci detaljno analizirani u monografijama Gikhmana i Skorokhoda �GS2�,
Resnika �Rs�, te Kemennyia, Snella i Knappa �KSK�. Lanci na općem skupu stanja su
detaljno opisani u monografiji Meyna i Tweediea �MT�. S lancima se takoder čitatelj
može upoznati iz klasičnih monografija teorije vjerojatnosti Fellera �Fe� i Karlina i Taylora

�KT�. Neke zadaće s lancima i metode Monte Carlo za rješavanje tih zadaća su izložene u
monografijama Ermakova �Er� i Resnika �Rs�. Mnogi detalji i zadaće s prvim vremenom
izlaska iz propusnog skupa nalaze se u monografijama Resnika �Rs�, te Kemennyia i Snella

�KS�. Postupci svodenja zadaće optimalnog upravljanja za sistem običnih diferencijalnih
jednadžbi na odgovarajuću zadaću za lance su opisani u monografiji Kushnera i Dupuisa

�KD�. Numerički postupci za rješavanje sistema običnih diferencijalnih jednadžbi �ODJ�

s matricom sistema koja ima bilo strukturu generatora Markovljevog procesa skokova bilo
njihovu transponiranu se razmatraju u radovima Limića i Rogine �LR1, LR2�.

5. POGLAVLJE. Markovljevi procesi skokova su predmet mnogih monografija, a
neke u kojima su pregledno prikazani teorijski rezultati su monografije Fellera �Fe�, Kar-
lina i Taylora �KT�, Resnika �Rs� i Andersona �An�. S porodicom operatora nastupanja u
Banachovom prostoru čitatelj se može upoznati iz monografije Tanabea �Tb� i Pazya �Pz�.
Vrlo iscrpni pregled o polugrupama i povezanosti s homogenim procesima skokova se
nalazi u monografiji Ethiera i Kurtza �EK�. Povezanost operatora odstupanja i nastupanja
s općim Markovljevim procesima �nehomogenim� se detaljno razmatra u knjizi Gikhman
i Skorokhod �GS2�. Procesi s posebnom strukturom se detaljnije izlažu u monografiji
Gikhman i Skorokhod �GS1�. Izučavanje vjerojatnosti raznih dogadaja vezanih uz procese
skokova se mogu naći u monografijamaChunga �Ch� i Resnika �Rs�. U monografijamaFrei-
dlina �Fre� i Lapeyrea, Pardouxa i Sentisa �LPS� je promatrana Feynman-Kacova formula
za slučaj difuzijskog procesa.

6. POGLAVLJE. Brownovo gibanje �B.g.� kao i povezanost raznih pojmova uz
B.g. s rješenjima eliptičkih i paraboličkih diferencijalnih jednadžbi se nalazi u mono-
grafiji Itoa i McKeana �IM�. Izrazi za očekivanja raznih slučajnih veličina u sekcijama
6.3. i 6.4. su djelom prilagodeni neki od rezultata te monografije, a dijelom su razvi-
jeni za potrebe ove monografije. U monografiji Hida �Hi� se takoder detaljno promatra
B.g. Konvergencija procesa u općem slučaju je analizirana u monografiji Billingsleya �Bi�.
Za homogene Markovljeve procese skokova su rezultati iscrpno predočeni u monografiji
Ethiera i Kurtza �EK�, a za slučaj nehomogenih procesa u knjizi Gikhmana i Skorokhoda

�GS2�. Reprezentacija rješenja paraboličke diferencijalne jednadžbe pomoću prvog izlaska
iz skupa je detaljno analizirana u monografiji Friedmana �Fr�. Brownovo gibanje s Neu-

1.
Paslučajni brojevi

Simulirati slučajnu veličinu znači načiniti njen uzorak proizvoljne dužine. Temeljna ideja
sastoji se u reprezentaciji slučajne veličine pomoću funkcije jednog ili više slučajnih bro-
jeva, te generiranje uzorka tražene dužine treba nadomjestiti generiranjem uzorka slučajnih
brojeva. Time slučajni broj dobiva iznimnu važnost, te je čitavo prvo poglavlje posvećeno
metodama za simuliranje uzoraka slučajnog broja. Kvaliteta simuliranog uzorka slučajnog
broja je centralno pitanje u primjenama. Stoga se u drugom dijelu ovog poglavlja raspravlja
detaljnije o mogućnostima upotrebe uzorka slučajnog broja za procjenu vjerojatnosti više-
dimenzionalnih dogadaja.

1.1. Slučajni broj i Monte Carlo simulacija

Pri simuliranju slučajnih veličina metodama Monte Carlo istaknuto mjesto ima slučajna
veličina koja je jednoliko distribuirana na intervalu �0� 1�. Zbog toga istaknutog mjesta
zovemo ju slučajni broj i označavamo s γ . Vjerojatnostna razdioba slučajnog broja zadana
je funkcijom

Fγ �x� �

���

0 za x � ���� 0��

x za x � �0� 1��

1 za x � �1����

čiji je graf prikazan na slici 1.1.
Pokušajmo objasniti suštinu Monte Carlo metode. Neka je slučajna veličina ξ zadana

izrazom ξ � g�γ �, gdje je g funkcija koja preslikava interval �0� 1� u realne brojeve
uključujući��. Na primjer, funkcija:

g�x� �

� � ln x za x � �0� 1��

� za x � 0�

1



2 1. PASLUČAJNI BROJEVI

ima takvo svojstvo. Metoda Monte Carlo za simulaciju slučajne veličine ξ može se ukratko
opisati na sljedeći način. Pretpostavlja se da je na raspolaganju niz realizacija slučajnog
broja γ , tj. niz brojeva fβk : k � 1� 2� � � �g koji su nastali nezavisnim mjerenjima slučajnog
broja γ . Tada se nizom brojeva fyk : k � 1� 2� � � �g, gdje su yk � g�βk�, realizira slučajna
veličina ξ . Ovaj jednostavni program može se raščlaniti na dvije cjeline, kojima treba
dodati i treću cjelinu u kojoj je obuhvaćeno testiranje kvalitete obavljenog simuliranja.

S1� Zadana je slučajna veličina ξ pomoću svoje vjerojatnostne razdiobe x � Fξ �x�.
Prva zadaća simulacije sastoji se u pronalaženju funkcije g zadane na �0� 1� tako da bude

ξ � g�γ �� �1.1�

S2� Druga zadaća simulacije je generiranje niza fβk : k � 1� 2� � � �g koji realizira
slučajni broj γ i računanje niza brojeva yk � g�βk� koji realizira slučajnu veličinu ξ .

S3� Treća zadaća simulacije je provjera kvalitete simuliranog niza pomoću statističkih
testova.
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Fγ

1

1 2 x

Razdioba vjerojatnosti slučajnog broja

Slika 1.1.

Ovako definirani postupak zove se Monte Carlo simulacija slučajne veličine ξ .
Opisani postupak može se uopćiti i u slučaju da se ξ prikaže pomoću niza nezavisnih

slučajnih brojeva:

m � g0�γ0�� ξ � gm�γ1� γ2� � � � � γm�� �1.2�

ali je ideja simulacije nepromijenjena. U izrazu �1.1� je g0 funkcija s intervala �0� 1� u skup
prirodnih brojeva N , a funkcije gm s �0� 1�m u R.

Prva navedena zadaća, tj. pronalaženje izraza �1.1� ili �1.2�, zadaća je matematičke
prirode. Druga zadaća se po svojstvu slučajne veličine svodi na mjerenje ili eksperiment,
pa je shematski možemo prikazati ovim dijagramom toka:
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1. POGLAVLJE. Neki noviji pristupi teoriji paslučajnih brojeva nalaze se u člancima
Franklina �Fr1, Fr2�, te monografijama Sobola �So� i Ermakova �Er�. Algoritam �1.17�

definira preslikavanje intervala �0� 1� u sebe. Može se dokazati da takvo preslikavanje
čuva Lebesgueovu mjeru na �0� 1�. Na tom svojstvu se temelji dokaz teorema 1.10 u

�Fr1�. Teorem 1.12 je dokazan u članku �Fr2�. Potpuno jednoliko razdijeljeni brojevi
su razmatrani u radu Franklina �Fr1�. Algoritmi za generiranje paslučajnih brojeva se
razmatraju u mnogim publikacijama. Detaljni pristup se može naći u monografiji Fishmana

�Fi2� i preglednog članka �LE�. Jenkins i Mohan �JM�, te Jansson �Ja�, su opisali veći broj
testova za jednostruku jednoliku razdijeljenost, te se neki od opisanih testova koriste tokom
izlaganja u ovom poglavlju. O testu Cramera von Miesesa se čitatelj može upoznati iz
monografije Durbin �Du�. U istoj monografiji se takoder nalazi opis i izvod Smirnov
Kolmogorovljevog testa. Ocjene tipa Berry-Esseena, �1.30�, kao i proširenja se mogu naći
u monografiji Ferguson �Fer� i Ibragimova i Linnika �IL�. Niz temeljnih testova kao i kritički
osvrt algoritamskom generiranju paslučajnih brojeva je dao Marsaglia �Mrs�. Markovski,
Gligoroski i V. Bakeva �MGB� predlažu dodatne efikasne testove. Marsaglia je takoder
generirao tablice paslučajnih brojeva koji su prošli sve njegove testove.

2. POGLAVLJE. Simulacija slučajne veličine, jednodimenzionalne ili konačnodi-
menzionalne, predmet je mnogih knjiga i publikacija, pa se ovdje navode neki od izvora
koji su korišteni: Sobol �So�, Box i Müller �BM�, Ermakov �Er� i Fishman �Fi2�. Teoremi
2.2, 2.4 i stavak 2.7 su djelomično preradeni rezultati iz Sobola �So�. Metodu za simulaciju
generalizirane eksponencijalne veličine je predložio Colemana �Co�. S n-dimenzionalnom
generalizacijom von Neumanova teorema čitatelj se može upoznati iz monografije Er-
makova �Er�.

3. POGLAVLJE. Spektralna reprezentacija pozitivno definitne funkcije saZu R ili R

u R detaljno se obraduje u standardnim monografijama, te se čitatelj može s pojedinostima
upoznati iz knjiga Dooba �Do�, Hannana �Ha�, Gikhmana i Skorokhoda �GS2�, te Brockwella
i Davisa �BD�. Reprezentacija kauzalnih stacionarnih nizova pomoću ARMA procesa je
detaljno opisana u monografijama Box-Janings �BJ�, Brockwella i Davisa �BD� i Reinsela

�Re�. Opća teorija stacionarnih nizova se takoder detaljno razmatra u knjizi Hannana �Ha�.
Reprezentaciju tipa �3.13� autor nije mogao naći u literaturi. S temeljnim rezultatima
o konvergenciji gotovo svuda koji se koriste za vremenske nizove normalnih ili drugih
veličina postoje u knjigama Gikhmana i Skorokhoda �GS2�, te Sarape �Sa�. Stacionarni
slučajni proces je predmet mnogih monografija, te je autor koristio rezultate opisane u
Hannanovoj monografiji �Ha�. Problem neprekidnosti stacionarnog procesa su istraživali
razni autori poput Hunta �Hu�, Beljaeva �Be� i Dobrushina �Db�. Numerički postupak za
simulaciju nekauzalnog niza, koja je prikazana u odjeljku 3.3., autor nije mogao naći u
njemu dostupnoj literaturi. Detalji o normalnim slučajnim poljima na R d se mogu naći u
monografijama Gikhmana i Skorokhoda �GS2� i Bogacheva �Bo�. Za primjene u geologiji
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Teorem 7.20. Za svaki t � 0 je ũ�t� � u�t� na D.

DOKAZ. Odabere se f � �mEm�D� i promatra:

h f j u�t� � ũ�t� i � h v�t� � lim
n

v�n� t� j ν i � 0�

Tvrdnja slijedi iz činjenice da je

P

m Em�D� gust u Ċ�D�. �

1.1. SLUČAJNI BROJ I MONTE CARLO SIMULACIJA 3

Ovaj postupak nije isključivo matematičke prirode, jer mjerenje i mjerna metoda nisu
matematički objekti.

Znamo da niz fβk : k � 1� 2� � � �gmora imati izvjesna statistička svojstva koja proizlaze
iz svojstava slučajnog broja. Provjeravanjem tih statističkih svojstava zaključujemo da taj
niz jest ili nije niz realizacija slučajnog broja. Obično se kaže da testiramo niz statističkim
testovima. Ta činjenica nam omogućuje da načinimo iskorak prema sljedećem uopćavanju.
Možemo reći da nas ne zanima porijeklo niza fβk : k � 1� 2� � � �g, već samo njegova
statistička svojstva koja možemo provjeriti statističkim testovima. Dakle, za nas će biti
prihvatljivi i algoritamski generirani brojevi, ako udovoljavaju kriterijima koji slijede iz
statističkih svojstava slučajnog broja. Velika prednost tako dobivenih “realizacija” fβk :
k � 1� 2� � � �g slučajnog broja je očita, jer se ne izlazi izvan objekata matematičke prirode:
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fβk : k � Ng

Algoritmom dobiveni niz fβk : k � 1� 2� � � �g zove se niz paslučajnih brojeva �lažno
slučajnih�, ako ima odredena statistička svojstva koja posjeduje beskonačni uzorak sluča-
jnog broja. Ne zahtijevaju se sva svojstva već minimalna. Traži se da relativne frekvencije
brojeva βr u bilo kojem podintervalu intervala �0� 1� budu jednake duljini toga podintervala.
Ostala svojstva beskonačnog uzorka slučajnog broja mogu biti neispunjena. Na primjer,
relativna frekvencija uzastopnih trojki βr�1� βr� βr�1, takvih da bude βr�1 � βr � βr�1,
ne treba biti jednaka 1�6. Stoga se uvode klase paslučajnih brojeva koje imaju dodatna
svojstva. Naposljetku se pitamo o postojanju paslučajnih brojeva koji imaju svako svojstvo
koje posjeduje beskonačni uzorak slučajnog broja. Važnost dodatnih svojstava je jasna kada
ustanovimo da matematički modeli, koji opisuju prirodne, tehničke ili društvene pojave sa
slučajnim parametrima, imaju oblik �1.2�.

Većina danas korištenih algoritama za numeričko generiranje paslučajnihbrojeva temelji
se na sljedećem algoritmu paslučajnih brojeva:

βk � M βk�1 � δ �mod 1�� k � 1� 2� � � � � �1.3�

gdje su β0 � t� δ i M parametri algoritma. Oni su brojevi s ovim ograničenjima, β0 �

t � �0� 1�� δ � R, a M je prirodni broj veći od 1. Algoritam �1.3� se zove multiplikativni.
Često se koristi ime kongruentni ili modularni.

Generator slučajnih brojeva zove se naprava kojom se generiraju nizovi fβ k : k � Ng.
U naprave se ubrajaju i datoteke �tablice� slučajnih brojeva koji su jednom generirani
i zapisani. Algoritam kojim se generiraju nizovi paslučajnih brojeva zove se generator
paslučajnih brojeva.

Paslučajni brojevi izučavaju se teorijskim postupcima. Tako treba dokazati da multi-
plikativni algoritam �1.3� generira niz paslučajnih brojeva za skoro svaki iracionalni broj
t � �0� 1�. Kada se od teorijskih razmatranja prede na numeričku realizaciju susreće se
niz problema druge prirode, a jedan od neugodnih je činjenica da se numerički ne može
realizirati iracionalni broj t u multiplikativnom algoritmu �1.3�. Ako umjesto iracionalnog
t izaberemo racionalni t onda postoji prirodni broj L takav da je βL � β0, tj. tako generirani
niz fβr : r � Ng ima period L. Uvijek se može potražiti optimalni t u smislu, da uz zadanu
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strojnu �binarnu� reprezentaciju brojeva imamo najveći mogući period. Medutim još uvi-
jek smo daleko od zadovoljavajućeg rezultata. Zato autori generatora paslučajnih brojeva
koriste dodatne “slučajne” poremećaje tokom generiranja niza brojeva β r da bi postigli
čim bolja svojstva. To nam nalaže da svaki generator paslučajnih brojeva podvrgnemo
statističkim testovima iz kojih se upoznajemo s kvalitetom generiranog niza. Najčešće se
koriste Pearsonov hi-kvadrat test, Kolmogorov-Smirnovljev test i testovi korelacije.

Simulacija u primjeni služi da se procijene statistički momenti slučajnih veličina ξ �

g�γ � ili vjerojatnost nekog dogadaja, D, pomoću indikatora dogadaja, ξ � 1 D. Razumije
se da se ova metoda koristi za računanje statističkih momenata ili vjerojatnosti dogadaja
kada su determinističke metode računanja složenije od simuliranja. Promatrajmo sljedeći
jednostavni primjer. Zadan je normalni slučajni vektor s 5 komponenata. Očekivanje svake
komponente je nula, a njihova kovarijacijska matrica zadana je na sljedeći način:

cij �

2
π

exp

�
� 1

5

ji� jj
�

sin
� π

2 �i� j�
�
i � j

� i� j � 1� 2� � � � � 5� �1.4�

Da bismo procijenili sljedeću vjerojatnost:

P
	

ξ1 � ξ2 � ξ3 � ξ4 � ξ5



� �1.5�

možemo se poslužiti definicijom promatranog dogadaja pomoću 5-dimenzionalne gus-
toće. Dobiveni izraz je složen s numeričkog stanovišta, pa je jednostavnije poslužiti se
simulacijama.

Neka je F�d� algebra dogadaja koja je generirana s d nezavisnih slučajnih brojeva
γ1� � � � � γd. Na primjer, dogadaj fγ1 � γ2 � � � � � γdg sadržan je u toj algebri. Pomoću
beskonačnog uzorka slučajnog broja mogu se simulirati dogadaji iz F�d� i procijeniti
njihove vjerojatnosti. Niz paslučajnih brojeva općenito ne posjeduje to svojstvo za d � 1.
Stoga se nizom paslučajnih brojeva ne može procijeniti broj �1.5� ukoliko niz nema dodatna
svojstva. Dodatna svojstva će osigurati simuliranje dogadaja u algebri F�d� za neki čvrsti
d. Zato nizove paslučajnih brojeva klasificiramo dodatno prema najvećem broju d takvom
da se mogu simulirati dogadaji u algebri F�d�. Ispitivanje ovih dodatnih svojstava važno
je za teoriju i primjene paslučajnih brojeva.

1.2. Jednoliko razdijeljeni brojevi u Weylovom smislu

Pitamo se kako ćemo prepoznati da je neki niz brojeva iz intervala �0� 1� upravo nastao
realizacijom ili mjerenjem slučajnog broja. Odgovor nam daju statistike. Kazat ćemo da
je niz

UN � f γ1� γ2� � � � � γN g �1.6�

uzorak slučajnog broja γ dužine N, ako su svi γk slučajni brojevi koji su medusobno
nezavisni. Ako uzorak nije konačne duljine, zove se beskonačni uzorak. Kazat ćemo da

7.4. PARABOLIČKA ZADAĆA 273

Ponavljanjem prethodnih dokaza dolazi se do jake konvergencije rješenja ũ�n� t� prema
rješenju izvornog paraboličkog sistema �7.32� za t � t �. Kako je T̃n�t� � � 1, te je T̃n���

polugrupa, dobije se konvergencija za sve t � 0.
2. primjer. Sličan dokaz vrijedi za t-ovisnu advekciju. Matričnoj funkciji An�t� D�

pridruži se porodica matrica nastupanja Un�t� s�. Tada vrijedi jednakost:

Un�t� s� � Tn�t � s� �

Z t

s
Tn�t � t1� Bn�t1� Un�t1� s� dt1�

gdje je Bn��� aproksimacija diferencijalnog operatora t-ovisne advekcije. Za odabrani t � � 0
može se naći ocjena β �t�� � supfmaxi bi�t� � : t � �0� t��g, te se postupak prethodnog
primjera može ponoviti bez bitnih izmjena.

7.4.2. Polugrupa u L1-prostoru

I u ovom dijelu odjeljka promatra se operator AD definiran diferencijalnim operatorom

��σ2�2�∆ uz Dirichletove rubne uvjete na �D. Pri tome je D � �0� 1�d. Odgovarajuća
zadaća ima oblik: �

�
�t

� AD

�

u�t� � 0�

u�0� � ν�

�7.36�

gdje je ν vjerojatnostna mjera s nosačem u D. Za t � 0 rješenje u�t� � T�t�ν ima
slična svojstva kao rješenja u prethodnom dijelu poglavlja, ku�t�k1 � 1, kao i k�iu�t�k1 �

c�α�t�α za neki c�α�� α � 3�4.
Aproksimacije rješenja su zadane pomoću obične linearne diferencijalne jednadžbe:�

d
dt

� An�D�
�

un�t� � 0�

un�0� � �n�

a �n su diskretizacije na Mn�D� mjere ν. Na temelju rezultata o rješavanju zadaće

�7.32� slijede nejednakosti un�t� 1 � �n 1 za t � �0���. Isto tako je Wiun�t� 1 �

�n 1c1t�α � α � 3�4, za neki c1. Pripadne funkcije u�n� t�, koje su definirane izrazom

�7.34�, imaju analogna svojstva:

k u�n� t� k1 � 1� k �i u�n� t� k1 � ρ t�α � α �

3
4

�

Ove nejednakosti nam dopuštaju da zaključimo da je niz fu�n� t� : n � Ng uvjetno
kompaktan u L1�D� za svaki t � 0. Bilo koji konvergentni podniz je označen istim
simbolom. Neka je ũ�t� � limn u�n� t�. Slijedi kũ�t�k1 � 1. Za f � �mEm�D� definira se
diskretizacija fn na standardni način. Neka su v�t� � T�t� f rješenja zadaća �7.32� i v�n� t�

pripadne aproksimacije u Ċ�D�. Vrijedi sljedeći izraz

lim
n

h v�n� t� j ν i � lim
n

h f j u�n� t� i�
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ostvaruje preslikavanje sa �0��� u En�D�. U slučaju da je un��� rješenje diferencijalne
jednadžbe �5.12�, funkcije u�n� t� definirane izrazom �7.34� čine niz aproksimacija rješenja
zadaće �7.32�. Odabere se bilo koji t � 0. Iz posljedice 7.18 slijedi ograničenost niza

fu�n� t� : n � Ng u prostoru Ẇ1

��D�. Kako je svaka funkcija u�n� t� neprekidna na D,
postoji konvergentni podniz u Ċ�D�. Zbog jednostavnosti ga označavamo istim simbolom.
Granična vrijednost je funkcija ũ�t� � Ċ�D�.

Stavak 7.19. Neka je t � 0, u�t� rješenje zadaće (7.32) i ũ�t� � limn u�n� t�. Tada je
u�t� � ũ�t� na D.

DOKAZ. Početni uvjet zadaće �7.32� je u L2�D�, te se može koristiti znanje o konver-
genciji numeričkog procesa u Soboljevljevom prostoru W 1

2 �D� za opći rubni uvjet iz L2�D�.
Slijedi da aproksimacije u�n� t� teže rješenju zadaće u L2�D�, tj. ku�t�� ũ�t�k2 � 0 za sve
t � 0. Kako su u�t� ��� ũ�t� �� neprekidne na D moraju biti jednake na D. �

1. primjer. Ustanovili smo da u slučaju operatora��σ 2�2�∆ jaka konvergencija aproksi-
macija u�n� t� u L��D�, t je čvrst, slijedi iz ograničenosti toga niza u Ẇ1

��D�. Sada se
može jednostavno dobiti ograničenost za slučaj operatora ��σ 2�2�∆ � b � r. U ovom
primjeru se promatra advekcija koja je vremenski neovisna. Neka su An�D�� Tn��� pripadne
aproksimacije operatora i polugrupe s nultom advekcijom, a Ãn�D�� T̃n��� aproksimacije
operatora i polugrupe s netrivijalnom advekcijom. Pripadna rješenja su u�n� t� i ũ�n� t�.
Koristi se jednakost:

T̃n�t� � Tn�t� �

Z t

0
Tn�t � s� Bn T̃n�s� ds�

gdje je Bn aproksimacija diferencijalnog operatora advekcije. Iteriranjem se iz prethodne
jednakosti dobije reprezentacija matrice T̃n�t� pomoću beskonačnog reda oblika:

T̃n�t� �

�X

k�0

Z t

0
dt1

Z t1

0
dt2 � � �

Z tk�1

0
dtk Tn�t � t1��

�Bn Tn�t1 � t2� Bn Tn�t2 � t3� � � � Bn Tn�tk��

�7.35�

Promatra se čvrsti interval �0� t��. Neka je β �
P

i bi �. Iz posljedice 7.18 slijedi ocjena
WiTn�t� � � ρt�α � α � 3�4. Zato prethodni red konvergira u l�-normi,

T̃n�t� � �
�X

k�0

β k ρk

Z t

0
dt1

Z t1

0
dt2 � � �

Z tk�1

0
dtk�

��t � t1�
�α �t1 � t2�
�α � � � �tk��α � β k ρk

�

t1�α

1� α

�k

�

jednoliko obzirom na n � N . Dakle je za dovoljno male t �:

T̃n�t� � � 1� α
1� α � β ρ t1�α � c̃�α� t���

Analogan zaključak vrijedi i za red derivacija WiT̃n�t�. Iz te činjenice slijedi slaba kon-
vergencija aproksimativnih rješenja u Ẇ1

��D� za t � �0� t��, gdje je t� dovoljno malen.

1.2. JEDNOLIKO RAZDIJELJENI BROJEVI U WEYLOVOM SMISLU 5

je fβ1� β2� � � � � βNg � �0� 1� niz mjerenja slučajnog broja, ako su βk realizacije slučajnih
brojeva γk. Da bismo opisali svojstva uzorka �1.6� slučajnih brojeva, treba nam pojam po
dijelovima neprekidne funkcije. Realnu funkciju f sa intervala �a� b� u skup realnih brojeva
označavamo s f : �a� b�� R, a ponekad s x � f �x�.

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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Po dijelovima neprekidne funkcije na �0� 1�.
�a� : f �0�5� � 0, �b� : f �0�5� � 0�5.

Slika 1.2.

Definicija 1.1. Funkcija f : �a� b�� R je po dijelovima neprekidna (p.d.n.) na zatvorenom
intervalu �a� b�, ako u tom intervalu postoji konačno mnogo točaka, a � x 0 � x1 � x2 �

� � � � xm � b, takvih da je f neprekidna na podintervalima �xj� xj�1�� j � 0� 1� � � � � m� 1,
te ima limese u graničnim točkama xj tih intervala.

Dva primjera po dijelovima neprekidne funkcije ilustrirana su na slici 1.2. Primijetimo da
su u drugom primjeru lijevi i desni limesi u točki x � 1�2 medusobno različiti i razlikuju
se od vrijednosti funkcije u x � 1�2.

Indikator intervala �a� b� � �0� 1� često je korištena po dijelovima neprekidna funkcija.
Definirana je ovim izrazom:

1 �a�b��x� �

�

1 za x � �a� b��

0 za x �� �a� b��

Iz uzorka �1.6� definiraju se razne statistike. Neka je zadana po dijelovima neprekidna
funkcija f : �0� 1� � R, neka je njom definirana slučajna veličina η � f �γ �, i neka je
zadana pripadna statistika

SN f �

1
N

NX

k�1

f �γk�

pomoću uzorka �1.6�. Tada očekivanje i varijanca statistike SN f imaju ove vrijednosti:

E�SN f � � E�η� �

R 1
0 f �x�dx�

Var�SN f � � 1
N Var�η� � 1

N

hR 1
0 f �x�2dx � E�η�2

i
�



6 1. PASLUČAJNI BROJEVI

Ponekad je važno znati koji je dovoljan broj statistika da bi se utvrdilo da je neki niz
nedvojbeno nastao mjerenjem uzorka slučajnog broja. Lako je ustanoviti da potpuni niz
statistika čine statistike za sve moguće indikatore f �x� � 1 �a�b��x�, kojima intervali �a� b�

imaju sljedeće racionalne krajeve: ak � �k � 1�2�n� bk � k2�n� k � 1� 2� � � � � 2n� n �

1� 2� � � �. Tih intervala ima prebrojivo mnogo. Iz prethodnih izraza slijedi

SN1 �a�b�

�

1
N

NX

k�1

1 �a�b��γk�� E

h

SN1 �a�b�
i

� b� a� �1.7�

Jedan drugi niz dovoljnih statistika čine svi momenti, tj. SNm � N�1

P

k�γk�

m, E�SNm� �

�m�1��1. Postoje i drugi nizovi potpunih statistika s kojima ćemo se upoznati kasnije. Oni
su vezani uz neke druge baze linearnog prostora svih po dijelovima neprekidnih funkcija
f : �0� 1�� R. Uobičajeno je definirati paslučajne brojeve pomoću statistika �1.7�:

Definicija 1.2. (NIZA PASLUČAJNIH BROJEVA (H. WEYL)) Kaže se da je fβk : k � Ng �

�0� 1� niz paslučajnih brojeva, ako za svaki interval �a� b� � �0� 1� vrijedi jednakost:

lim
N��

1
N

NX
k�1

1 �a�b��βk� � b� a� �1.8�

Brojevi sa svojstvom �1.8� zovu se takoder jednoliko razdijeljeni brojevi u Weylovom
smislu. Kasnije će biti definirani višestruko jednoliko razdijeljeni brojevi. Stoga su ovom
definicijom zadani jednostruko jednoliko razdijeljeni brojevi.

Treba odgovoriti na nekoliko važnih pitanja o paslučajnim brojevima, kao o posto-
janju takvih nizova, o testiranju njihovih svojstava, o numerički prihvatljivim algoritmima,
itd. Uz definiciju niza paslučajnih brojeva vežu se na prirodan način statistike slučajnog
broja koje su definirane pomoću indikatora 1 �a�b�. Sada treba pokazati da je ta definicija
ekvivalentna bilo kojoj drugoj.

Neka je fβk : k � Ng niz paslučajnih brojeva. Za po dijelovima neprekidnu funkciju f
definira se

h f i � lim
N

1
N

NX

k�1

f �βk�� �1.9�

kada god postoji limes na desnoj strani ovog izraza. Skup svih takvih po dijelovima
neprekidnih funkcija označimo s L. Očito je L linearni prostor, tj. hα1 f1 � α2 f2i �

α1h f1i � α2h f2i za bilo koji par funkcija f1� f2 � L i par realnih brojeva α1� α2. Linearni
prostor L sadrži indikatore svih intervala I � �0� 1�.

Stavak 1.3. Neka je f po dijelovima neprekidna funkcija i neka za svaki ε � 0 postoje
dvije funkcije f�� f� iz prostora L takve da je

f��x� � f �x� � f��x��

sup
x��0�1�

j f �x� � f��x� j � ε� �1.10�

Tada je f takoder u prostoru L.
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jednodimenzionalnih polugrupa. Ovim svojstvom polugrupe služimo se pri dokazivanju,
jer su dokazi načinjeni za slučaj područja D � �0� 1�d.

Iz stavka 7.12 slijedi da se rezolventa može prikazati pomoću konturnog integrala:

Tn�t� �

1
2π i

Z

C
R

�

λ � An�D�
�

exp�λ t� dλ �

gdje je C pozitivna imaginarna os. Iz ove reprezentacije se dobije izraz:

An�D�α Tn�t� �

1
2π i

Z

C
λ αR

�

λ � An�D�
�

exp�λ t� dλ �

tako da je

An�D�α Tn�t� � � 1
2π

Z

C

jλ α j R

�

λ � An�D�
�
� exp� t�λ � jdλ j � t�α �

a konstanta proporcionalnosti općenito ovisi o n. Na temelju toga svojstva se zaključuje o
ponašanju WiTn�t� � � t�1�2 za male t. Nama je potrebno utvrditi ponašanje jednoliko
obzirom na n, te se ovdje koristi sljedeći rezultat.

Posljedica 7.18. Postoji broj ρ takav da bude:

Wi Tn�t� � � Tn�t� Wi � � t�α ρ� α �

3
4

�

jednoliko obzirom na n � N .

DOKAZ. Na temelju primjedbe o odnosu polugrupa za d � 1 i d � 1, dovoljno je
provesti dokaz za slučaj d � 1. U tom slučaju se koristi nejednakost CSB:

W Tn�t� f � � max
i

X

k

����pλk

��1

�Wek��i�
p

λk exp�� tλk� h ek j f i
��� �

κ f �

�

nX

k�1

λk exp�� 2tλk �
�1�2

�

�7.33�

gdje je

κ � sup
n

p

n sup

� j�Wek��i�jp

λk
: i� k � Jn

�

pozitivni broj. U izrazu �7.33� treba ocijeniti zbroj u uglatoj zagradi. Za svaki β � �0� 1� je
x� exp�x� � �1�β ��1 exp��βx�. Pomoću te nejednakosti se izraz u uglatoj zagradi ocijeni
beskonačnim redom članova t�1 exp��2γ tk2� za neki γ . Zatim se red ocijeni integralom
koji se ponaša poput t�3�2 za male pozitivne t. �

Neka je t 
� un�t� vektorska funkcija s elementima uni���� i � Jn�D�. Pretpostavlja se
da su uni��� neprekidne i ograničene funkcije na �0���. Funkcija

t 
� u�n� t� �� �

X

xi�Mn�D�

uni�t�Φ�h� xi� �� �7.34�
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vezanih uz prvi izlazak kroz dio granice ne smiju temeljiti na računanjuparcijalnih derivacija
na rubu. Postoje jednostavni teorijski izrazi za P

�HΓ

�

i E�θΓ� koji sadržavaju integrale po
D rješenja Dirichletovih zadaća. Potrebno je definirati zadaću za rješenje s nultom desnom
stranom i nehomogenim rubnim uvjetom:

A�x�w�x� � 0� za x � D�

w

�� �D � 1Γ�

Pomoću funkcije w željeni se izrazi mogu napisati ovako:

P

�HΓ

�
� hw j ν i� E�θΓ� �

hw j u i

hw j ν i�

i pri tome je u rješenje zadaće �7.26�. Na ovim izrazima treba temeljiti numeričke deter-
minističke postupke za procjenu veličina P

�HΓ

�

i E�θΓ�.

7.4. Parabolička zadaća

U ovom odjeljku promatra se detaljno operator AD zadan diferencijalnim operatorom

��σ2�2�∆ uz Dirichletove rubne uvjete na granici. Stoga se AD� AyD formalno ne razlikuju,
tj. imaju jednake vrijednosti na funkcijama klase Ċ�D� � C�2��D�. Slučaj netrivijalne
advekcije je obraden u primjerima.

7.4.1. Polugrupa u C-prostoru

Polugrupa generirana operatorom AD u prostoru funkcija Ċ�D� zadana je rješenjima
Dirichletove zadaće: �

�
�t

� AD

�

u�t� � 0�

u�0� � u0�

�7.32�

gdje je u0 � Ċ�D�. Polugrupa T�t� � exp��tAD� preslikava Ċ�D� u sebe, kT�t�k� � 1, te
je funkcija t 
� kAαT�t�k�� α � 0, neprekidna na �0��� s neograničenim rastom u nuli.

Operatoru AD pridružene su aproksimacije An�D� na već poznati način, i njima su
definirane obične linearne diferencijalne jednadžbe koje aproksimiraju zadaću �7.32�.

U slučaju jedinične dimenzije i područja D � �0� 1� matrična polugrupa t 
� Tn�t� �

exp

� � tAn�D�
�

može se prikazati pomoću svojstvemih vektora i svojstvenih vrijednosti

matrice An�D� na sljedeći način: Tn�t� �
Pd

k�1 exp�� λkt�Pk, a Pk su projektori definirani
izrazom �7.13�. Za područje D � �0� 1�d svojstveni vektori matrice An�D� su vanj-
ski produkti jednodimenzionalnih svojstvenih vektora, a svojstvene vrijednosti su sume
jednodimenzionalnih svojstvenih vrijednosti. Zbog toga je polugrupa jednaka produktu

1.2. JEDNOLIKO RAZDIJELJENI BROJEVI U WEYLOVOM SMISLU 7

DOKAZ. Iz nejednakosti �1.10� o funkcijama f� f� i f� slijedi

1
N

NX

k�1

f��βk� � 1
N

NX

k�1

f �βk� � 1
N

NX
k�1

f��βk��

Definiraju se brojevi

α � lim sup
N

1
N

NX

k�1

f �βk�� α � lim inf
N

1
N

NX
k�1

f �βk��

te se prethodne dvije nejednakosti napišu u sljedećem jednostavnom obliku:

h f� i � α � α � h f� i�

što implicira 0 � α � α � 2ε. Ova je nejednakost valjana za svaki ε. Iz toga slijedi
α � α . �

Neka je fβk : k � Ng bilo kakav niz brojeva u intervalu �0� 1�. Promatraju se po
dijelovima neprekidne funkcije na �0� 1� za koje vrijedi

h f i � lim
N

1
N

NX

k�1

f �βk� �

Z 1

0
f �x� dx� �1.11�

Sve takve funkcije čine linearni prostorK.
Prostor L definiran je nekim odredenim nizom paslučajnih brojeva, a prostorK nekim

odredenim beskonačnim nizom brojeva u �0� 1� koji nije nužno paslučajan. Poistovjetiti
linearne prostore L i K znači kazati da su L i K jedan te isti linearni prostor za svaki niz
paslučajnih brojeva. U idućem se stavku iznose uvjeti kojima spomenuta jednakost biva
ostvarena.

Stavak 1.4. Neka je fβk : k � Ng niz brojeva u intervalu �0� 1� i neka je K linearni
prostor svih po dijelovima neprekidnih funkcija f na �0� 1� za koje je ispunjena jednakost
(1.11). Ako za svaki indikator 1 I , gdje je I interval u �0� 1�, i svaki ε � 0 postoji par f�� f�

iz skupa K takav da to bude

f��x� � 1 I�x� � f��x��

h f� i � h f� i � ε�

onda je fβk : k � Ng niz paslučajnih brojeva.

DOKAZ. Iz pretpostavljenih nejednakosti slijedi ocjena:�����
Z 1

0
f��x� dx � �b� a�

����� � ε

za I � �a� b�. Nadalje, iz prve pretpostavljene nejednakosti dobije se niz novih nejednakosti:

1
N

PN
k�1 f��βk� � 1

N

PN
k�1 1 I�βk� � 1

N

PN
k�1 f��βk��

b� a� ε � lim infN
1
N

PN
k�1 1 I�βk�

� lim supN
1
N

PN
k�1 1 I�βk� � b� a � ε�

Zbog proizvoljnosti broja ε mora vrijediti uvjet paslučajnosti �1.8�. �
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Teorem 1.5. (O NUŽNOM I DOVOLJNOM UVJETU PASLUČAJNOSTI) Neka je zadan niz fβk :
k � Ng � �0� 1�. Nužan i dovoljan uvjet da on bude niz paslučajnih brojeva je jednakost

lim
N

1
N

NX

k�1

f �βk� �

Z 1

0
f �x� dx �1.12�

za svaku neprekidnu funkciju f na �0� 1�.
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Neprekidna funkcija f je aproksimirana
funkcijama skokova odozdo i odozgo.
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Slika 1.3.

DOKAZ. Nužnost. Neka je fβk : k � Ng niz paslučajnih brojeva i f neprekidna funkcija
na �0� 1�. Podijeli se interval �0� 1� u 2n podintervala jednake duljine:

J�k� �

�

k� 1
2n

�

k
2n

�
� k � 1� 2� � � � � 2n � 1� J�2n� �

�

1 � 1
2n

� 1

�
�

Na svakom podintervalu postoji supremum i infimum funkcije f , i označeni su simbolima
fk i fk. Zato se mogu definirati dvije aproksimacije funkcije f pomoću funkcija skokova,

f̂n�x� �

2nX

k�1

fk 1 J�k��x�� f̌n�x� �

2nX

k�1

fk 1 J�k��x��

kao što je ilustrirano na slici 1.3. Po pretpostavci u dokazu, one su u linearnom prostoru

L. Za konstruirane funkcije valjane su sljedeće nejednakosti:

f̂n�x� � f �x� � f̌n�x��

supx��0�1�
n
j f �x�� f̌n�x�j� j f �x�� f̂n�x�j

o
� ε�n��

i
lim

n
ε�n� � 0�
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Teorem 7.16. Neka je u jako rješenje zadaće (7.26). Tada funkcije (7.29) zadane pomoću

rješenja un �
�

An�D�T

��1

�n čine ograničeni niz u Ẇ1
1 �D�, koji jako konvergira u L1�D�,

u � limn u�n�. Njegove prve derivacije slabo konvergiraju u sljedećem smislu:

σ2

2

hrv j ru i � lim
n

σ2

2

hrv�n� j ru�n�i � lim
n

hrv�n� j b u�n� i � h v j ν i�

za svaki v � Ċ�1��D�.

DOKAZ. Nejednakosti �7.31� imaju ovu posljedicu:

un 1 �
P

i Uiun 1 �
�

c1 � c2

�
�n 1�

Zaključujemo da je niz funkcija u�n� ograničen u normi prostora Ẇ1
1 �D�, tj. on je uvjetno

kompaktanu prostoru L1�D�. Sada treba dokazati da svaki konvergentnipodniz ima tvrdena
svojstva, pa stoga ista svojstva ima čitav niz. Zbog jednostavnosti zapisa koristi se oznaka
u�n�� n � N , za konvergentni podniz s graničnom vrijednosti ũ � L1�D�. Dovoljno je
promatrati slučaj b � 0 i σ 2�2 � 1. Za jako rješenje vrijedi jednakost:

h f j u i � hrv j ru i � h v j ν i�

gdje je f � C�D�� v � A�1
D f . Za funkciju ũ vrijede slični izrazi. Zbog �iii� stavka 7.15 je

h f j ũi � lim
n

h f j u�n� i � lim
n

hd
n h fn j un i�

Medutim je hfnjuni � hvnj�ni, te stoga

h f j ũi � lim
n

hd
n h vn j�n i � h v j ν i�

Iz proizvoljnosti neprekidne funkcije f slijedi u � ũ.
Prethodni niz jednakosti sadrži i preostali dio tvrdnje. Ako je v � Ċ�2��D�, onda

hrvjru�n�i � hvjνi prema dosadašnjem dijelu dokaza. Ako v �� Ċ�2��D�, treba provesti
postupak izgladivanja pomoću δ -niza funkcija i uvažiti činjenicu da izgladeni niz konvergira
funkciji v u prostoru Ċ�1��D�. �

Prethodne rezultate je lako primijeniti za račun momenata prvog vremena izlaska iz D
Brownovog gibanja s generatorom A�x�.

Posljedica 7.17. Zadano je ograničeno područje D tipa PDG, vjerojatnostna mjera ν
s nosačem u D i niz f�n : n � Ng koji aproksimiraju mjeru ν. Promatraju se nizovi
un � �An�D�T��1 �n i vn � �An�D�T��1 un. Tada su očekivanje i varijanca prvog vremena
izlaska θ iz skupa D dani izrazima:

E�θ � � limn�� hd
n un 1�

Var�θ � � limn��

�

2 hd
n vn 1 � h2d

n un
2
1

�
�

Numerički postupci za računanje parcijalnih derivacija rješenja na rubu �D nose veliku
grešku. Stoga se deterministički numerički postupci za računanje statističkih momenata
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Pretpostavka 7.14. Područje D ima sljedeće svojstvo

S�h� xi� � D� xi � Mn�D��

Stoga je istovremeno En�D� � Ẇ1
1 �D� i En�D� � Ẇ1

��D�. Prostor �n En�D� je gust u
Banachovom prostoru Ẇ1

1 �D�.
Svakom stupcu un s indeksnim skupom Jn�D� pridruži se funkcija:

u�n� �

X

i�Jn�D�

uiΦ�hn� xi�� �7.29�

Na sličan način svakoj funkciji f � C�Rd� s kompaktnim nosačem pridružuje se stupac
fn s elementima

�

fn

�

i

� f �xi�� xi � Mn, kao i funkcije f �n�. Funkcije f �n� teže funkciji

f u normi prostora C�Rd�. Istaknimo da vrijednost hv�n�ju�n�i nije jednaka vrijednosti
hd

n hvnjuni. Razlika teži nuli uz odredeni uvjet na stupce vn� un.

Stavak 7.15. Zadani su nizovi stupaca vn i un i pripadni nizovi funkcija u�n� i v�n�

izrazom (7.29).

(i) Ako su u�n�� v�n� konvergentni u C�D� onda je

lim
n

h v�n� j u�n� i � lim
n

hd
n h vn j un i� �7.30�

(ii) Ako v�n� konvergira u C�D�, u�n� je ograničen niz u L1�D�, te hv�n�ju�n�i konvergira,
onda je valjana jednakost (7.30).

(iii) Ako je u�n� ograničen u Ẇ1
1 �D� i konvergentan u L1�D�, a v�n� ograničen u Ẇ1

��D�

i konvergentan u L��D�, onda je takoder valjana jednakost (7.30).

DOKAZ. U slučaju �i� postoji broj ρ�d� i funkcija h 
� δ �h� koja ovisi o v� u i teži nuli
kada h teži nuli, te vrijedi nejednakost��� h v�n� j u�n� i � hd

n h vn j un i
��� � δ �hn� ρ�d��

Analogna nejednakost vrijedi za slučaj �ii�. U slučaju �iii� je��� h v�n� j u�n� i � hd
n h vn j un i

��� � hn ρ�d�
	

hd
n

X

i

�jhvnjUiunij � jhUivnjunij
�

�

te tvrdnja slijedi iz ove nejednakosti. �

Za stupac wn s indeksnim skupom Jn�D� vrijedi sljedeći rezultat:

wn 1 � max

n
h vn jwn i : vn � � 1

o
�

Iz ove činjenice i teorema 7.10 slijedi postojanje brojeva c1� c2 takvih da su ispunjene
nejednakosti

An�D��1
1 � c1�

dX

i�1

An�D��1 Wi 1 � c2� �7.31�

jednoliko obzirom na n � N . Brojevi c1� c2 ovise o σ� D i b. Ove nejednakosti su temelj
dokaza konvergencije u ovom odjeljku.

1.2. JEDNOLIKO RAZDIJELJENI BROJEVI U WEYLOVOM SMISLU 9

Iz stavka 1.3, o prostoru L, slijedi f � L. Pored toga je po svojstvu Riemannova integrala
za neprekidnu funkciju ustanovljena jednakost �1.12�.

Dovoljnost. Neka je fβk : k � Ng niz brojeva, takav da vrijedi �1.12� za svaku
neprekidnu funkciju f . Treba dokazati da vrijedi �1.8�. Dovoljno je načiniti dokaz za
I � �a� b� � �0� 1�. Prostor K iz stavka 1.4 sastoji se od neprekidnih funkcija na �0� 1�. Za
izabrani 1 �a�b� i svaki ε � 0 postoje dvije “trapezaste” funkcije f�ε� f�ε kao na slici 1.4.,
takve da bude h f�εi � �b� a� � h f�εi, a isto tako h f�εi � h f�εi � ε. One su nepre-
kidne i za njih vrijedi �1.12� po pretpostavci u dokazu. Tada iz stavka 1.4 slijedi tvrdnja
teorema. �

Neprekidne funkcije na �0� 1� možemo razviti u Fourierov red koji konvergira funkciji
skoro svuda na �0,1�. Zato je sljedeći rezultat prirodna posljedica prethodnog rezultata.

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Aproksimacija indikatora pomoću neprekidnih
trapezastih funkcija
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a b a� ε b � ε

Slika 1.4.

Teorem 1.6. (WEYLOV KRITERIJ) Neka je zadan niz fβk : k � Ng � �0� 1�. Nužno i
dovoljno da on bude niz paslučajnih brojeva su jednakosti

lim
N��

1
N

NX

k�1

exp

	

2π imβk



� 0� �1.13�

za svaki m � N .

DOKAZ. Nužnost. Neka je fβk : k � Ng niz paslučajnih brojeva. Eksponencijalne su
funkcije neprekidne pa nužnost slijedi iz prethodnog teorema.

Dovoljnost. Pretpostavlja se da za niz fβk : k � Ng vrijede uvjeti �1.13�. Funkcija
šator sa slike 1.5., s centrom u r i otvorom 2h, definirana je izrazom

šh�r� x� �

�

1� jx � rj

h
za jx � rj � h�

0 inače�

Promatraju se šatori za koje je otvor 2h � 1. Označimo s p�h� r� �� periodičku funkciju s
periodom 1 koja nastaje produženjem po periodičnosti šatora šh�r� ��. Funkcija p�h� 0� ��
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ima sljedeći razvoj u Fourierov red:

p�h� 0� x� � h �

�X

k�1

ak cos�2πkx�� ak �

2
h�πk�2

sin2�πkh��

Red je očito apsolutno konvergentan i predstavlja x � p�h� 0� x� u svakoj točki intervala

�0� 1�. Zbog jednakosti p�h� r� x� � p�h� 0� x � r� funkcija x � p�h� r� x� može se razviti u
red po kosinusima i sinusima:

p�h� r� x� � h �

�X

k�1

ak

n

cos�2πkr� cos�2πkx� � sin�2πkr� sin�2πkx�
o

�

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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Funkcija šator
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Slika 1.5.

Za svaki član ovog reda, izuzev nultog,

�k � 0�, vrijedi pretpostavka u teoremu,
pa tako i za njegovu parcijalnu sumu x �

pn�h� r� x�. To znači da je ispunjena jednakost:

lim
N

1
N

NX

k�1

pn�h� r� βk� � h�

za sve n. Prethodna jednakost je valjana i u
limesu, n ��, zbog apsolutne konvergencije
pn�h� r�� p�h� r� na intervalu �0� 1�,

lim
N

1
N

NX

k�1

p�h� r� βk� � h�

Iz ove diskusije slijedi da linearna kombinacija
šatora pripada linearnom prostoru K. Kako se

svaka neprekidna funkcija na �0� 1�može po volji dobro aproksimirati linearno po dijelovima
slijedi da K sadrži sve neprekidne funkcije. Iz prethodnog teorema slijedi tvrdnja. �

Definiramo brojeve

BN exp�m� �

1
N

NX

k�1

exp

	

2π imβk




�1.14�

u skladu s tvrdnjom prethodnog teorema. Tada se beskonačni niz jednakosti

lim
N��

BN exp�m� � 0� za m � 1� 2� � � � �

zove Weylov kriterij za testiranje niza paslučajnih brojeva.
Ponekad se neposredno mogu dokazati jednakosti limN BN exp�m� � 0, samo za neki

podniz brojeva izN . Pitamo se koliko nam to može pomoći da zaključimo da je fβ k : k � Ng

niz paslučajnih brojeva. U tu svrhu se definira podniz I�α� � N na sljedeći način:

I�α� � fN�1�� N�2�� � � � � N�k�� � � �g� N�k� � �kα � kα � 1�� �1.15�

Iz definicije je jasno da je nužno α � 1.
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prostor Ċ�1��D�. Ako taj linearni prostor zatvorimo u normi Banachova prostora W 1
1 �D�

dobije se Banachov prostor funkcija Ẇ1
1 �D� u kojemu treba tražiti rješenja zadaće �7.26�.

Rješenje pripada klasi Ẇ1
p�D� za sve p � �1� 1 � 1��d� 1��.

Neka je v � Ẇ1

��D�. Tada iz �7.26� slijedi jednakost

σ2

2

hrv j ru i � hrv j b u i � h v j ν i� v � Ẇ1

��D�� �7.27�

Rješenje zadaće �7.26� zove se jako rješenje i ono je element prostora Ẇ1
1 �D� � fAyDu �

L1�D�g. Rješenje zadaće �7.27� zove se slabo rješenje i element je prostora Ẇ1
1 �D�. Jako

rješenje je očito slabo rješenje. Ako postoji jedinstveno slabo rješenje, onda se ono razlikuje
od jakog rješenja na nekom podskupu u D mjere nula. To nam daje mogućnost da se bavimo
numeričkim postupcima za slabo rješenje.

Sistem jednadžbi �7.27� poznat je pod imenom varijacijska formulacija zadaće �7.26�.
U slučaju A � ��σ2�2�∆ numerička aproksimacija An zadana je izrazom �6.32�. Ako

se ovom operatoru doda dio koji inducira advekcija, onda su pripadne aproksimacije zadane
izrazima �6.56� i �6.57�. Stoga numerička aproksimacija zadaće �7.26� ima oblik:

An�D�T un � �n� �7.28�

gdje je �n numerička aproksimacija mjere ν.
Temeljni je problem povezati jaka i slaba rješenja zadaća �tj. rješenja zadaća �7.26�,

odnosno �7.27��, s nizom stupaca un zadaća �7.28�. U tu svrhu treba stupcima un pridružiti
funkcije u�n� na D, te dokazati da razlika u � u�n� teži nuli u nekom smislu. Zato nam
trebaju neki novi pojmovi. Svakom čvoru mreže, x � Mn, pridruži se mrežna kocka
K�h� x� �

Qd
1 �xi� xi � h�, gdje su xi� i � 1� 2� � � � � d, koordinate čvora x. Očito su mrežne

kocke disjunktne, a njihova unija čini sav R

d. Osim mrežnih kocaka promatraju se i
zatvorene kocke

S�h� x� �

dY

i�1

��h � xi� xi � h��

koje su nosači temeljnih funkcija za konstrukciju numeričkih aproksimacija. Neka je
z 
� φi�xi� z� funkcija šator sa slike 1.5, s centrom u xi i otvorom 2h. Tada funkcija

z 
� Φ�h� x� z� �

dY

i�1

φi�xi� zi��

definira d-dimenzionalni šator s nosačem S�h� x�. Sve takve funkcije, x � Mn�D�, razapinju
konačnodimenzionalni prostor En�D�. Funkcije toga prostora su neprekidne i imaju po
dijelovima neprekidne prve parcijalne derivacije.

Sada se mogu jednostavno definirati numeričke aproksimacije �n u izrazu �7.28�. Ako
je x čvor s indeksom i � Jn�R

d�, onda je pripadni element stupca �n zadan sljedećim
izrazom: �

�n

�

i

�

1
hd

Z

K�h�x�

ν�x� dx�
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3. primjer. U redu �7.20� koeficijenti uz matrice Qn�D�k mogu se prikazati u obliku�

ρ
λ � ρ

�k

� ρ �

σ2d
h2

� �7.25�

te zaključiti da su analitičke funkcije u varijabli λ u kompleksnoj ravnini s izdvojenom
točkom ��ρ� 0� � C . Red konvergira kad god je jλ � ρj � ρ, tj. izvan zatvorenog kruga
Kρ��ρ� s centrom u �ρ i radijusom ρ. Stoga za sve takve λ red predstavlja analitičku

matričnu funkciju λ 
� R

�

λ � Hn�D�
�

. Isti zaključak vrijedi za korijene R

�

λ � Hn�D�
�1�m

.
Može se dokazati:

Stavak 7.12. Postoji κ � 0, neovisan o n � N , takav da bude

sup

� λ�0

jλ j R

�

λ � Hn�D�
�
� � κ Hn�D��1

��

Posljedica 7.13. Postoji κ � 0, neovisan o n � N , takav da bude

sup

� λ�0

jλ j1�m R

�

λ � Hn�D�
�1�m

� � κ �m� Hn�D��1�m

��

7.3. Konvergencija u L1

Za Kolmogorovljevu jednadžbu nastupanja potrebne su numeričke metode Dirichletove
zadaće kojoj je advekcija ograničena funkcija, a nehomogeni član definira vjerojatnosnu
mjeru na D. Budući da se služimo numeričkim postupcima za adjungirani sistem prilikom
numeričke procjene raznih linearnih funkcionala rješenja �kao što su očekivanje i varijanca�,
dovoljno je dokazati slabu konvergenciju numeričkih metoda za aproksimacije rješenja i
njegovih prvih parcijalnih derivacija. S relativno jednostavnim postupcima se može utvrditi
konvergencija metode u jakom smislu za rješenje u L1�D� i u slabom smislu za derivacije.
Pri tome općenito izostaje konvergencija pozitivnog reda.

Zadan je eliptički diferencijalni operator A�x� � ��σ 2�2�∆ � b � r kao u prošlom
odjeljku i njegov adjungirani u�x� 
� �Ayu��x� � ��σ 2�2�∆u�x� �r�bu��x�. Označimo
s AD operator A�x� s homogenim Dirichletovim rubnim uvjetom na �D. Neka je AyD njegov
adjungirani. Promatra se zadaća:

AyD u � ν� �7.26�
Konvergencija numeričkih aproksimacija rješenja zadaće �7.26� razmatra se pomoću
aproksimacija zadaće �7.11�, tako da je glavnina detalja potrebnih za dokaz načinjena
u prošlom odjeljku.

Linearni prostor Ẇ1

��D� može se poistovjetiti s linearnim prostorom funkcija Ċ�D�

koje imaju prve parcijalne derivacije klase L��D�. U njemu se traži rješenje zadaće �7.11�.
Neprekidno diferencijabilne funkcije na D koje se poništavaju na rubu �D čine Banachov
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Posljedica 1.7. Neka je α � 1� fβk : k � Ng � �0� 1� i neka je ispunjen beskonačni niz
uvjeta

lim
N�I�α�

BN exp�m� � 0� m � N �

Tada je fβk : k � Ng niz paslučajnih brojeva i za njega je ispunjen Weylov kriterij.

DOKAZ. Promatraju se brojevi N � �N�k�� N�k � 1��. Za njih vrijedi sljedeća nejednakost:����� BN exp�m� � N�k�

N
BN�k� exp�m�

����� � 1
N

	
N�k � 1� � N�k�




�
�

1 �

1
k

�α

�

1
k

� 1 � 1 � α exp� α�k �

k

�

za sve k � 1. Zbog N�k��N � 1 slijedi

lim sup
N��

����� BN exp�m�
����� � 0�

tj. Weylov kriterij. �
Posljedica 1.8. Neka je t iracionalni broj i neka je zadan niz

βk � tk �mod 1�� k � 1� 2� � � � � �1.16�

Tada brojevi βk tvore niz paslučajnih brojeva.

DOKAZ. Definiraju se brojevi xk � tk. Očito je exp�2π imxk� � exp�2π imβk� za svaki
prirodni broj m. Prema prethodnom teoremu treba promatrati red:

NX

k�1

exp�2π imtk� �

exp�2π imt�

1� exp�2π imt�
h

1� exp

	

2π iNmt


i
�

kojemu suma po apsolutnoj vrijednosti nije veća od j sin�πmt�j�1, jednoliko obzirom na
N. Stoga je

lim
N��

1
N

NX

k�1

exp�2π imβk� � 0� �

Stavak 1.9. Neka su zadani nizovi brojeva xk i yk � xk � α , gdje je α � R. Ako brojevi
βk � xk �mod 1� tvore niz paslučajnih brojeva, onda i brojevi σk � yk �mod 1� takoder
tvore niz paslučajnih brojeva.

Dokaz slijedi neposredno iz Weylova kriterija kada u njega uvrstimo nizove brojeva x k i yk.
Neposrednom konstrukcijom niza �1.16� ustanovljeno je da paslučajni brojevi postoje.

Taj niz brojeva ima izvjesna neželjena svojstva pa se simulacije procesa u primjenama
temelje na nizu paslučajnih brojeva �1.3�. Njih ćemo promatrati u preostalom dijelu ovog
odjeljka.
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Za svaki t � �0� 1� i M � N � M � 1, promatra se beskonačni niz brojeva xk � Mkt� k �

1� 2� � � �. Tada su βk � xk �mod 1� iz intervala �0� 1�, te se može koristiti Weylov kriterij
da se provjeri pripada li niz fβk : k � Ng familiji paslučajnih brojeva. Koristimo sljedeći
rezultat

Teorem 1.10. (O MULTIPLIKATIVNOM GENERATORU) Za M � N � M � 1� δ � R i skoro
svaki t � �0� 1�, brojevi

βk � Mβk�1 � δ �mod 1�� β0 � t� k � N � �1.17�

generiraju niz paslučajnih brojeva.

DOKAZ. Za dokaz se treba poslužiti Weylovim kriterijem. Neka je m nepromjenjiv prirodni
broj tokom dokaza. Promatraju se funkcije

t � fN�t� � BN exp�m� �
1
N

NX

k�1

exp�2π imMkt�� �1.18�

Dovoljno je promatrati slučaj δ � 0 kao što će biti pokazano na kraju dokaza. Zbog
jednostavnosti pisanja eksponencijalne funkcije se označavaju s t � φk�t�. Treba dokazati
da postoji limes funkcija fN kada N teži u beskonačnost i da je granična funkcija skoro
svuda nula na �0� 1�.

Funkcije φk su medusobno ortonormirane u L2�0� 1�, pa je:

k fN k2 �

1p

N

�

gdje k � k označava L2�0� 1� normu. Slijedi da niz fN konvergira nuli u L2�0� 1�. To ne
znači da limes funkcija t � fN�t� teži nuli skoro svuda u intervalu �0� 1� �vidi primjer s
neželjenim ishodom u referenci �Sa��. Medutim, postoji podniz funkcija fN za koji je to
ispunjeno. Dovoljno je odabrati podniz �1.15� s bilo kojim izborom broja α � 1. Pomoću
Čebiševljeve nejednakosti dobivamo ocjenu

µk�ε� � mjera

� j fN�k�j � ε

� � 1
ε2

k fN�k�k2
2 �

1
kα ε2

�

tako da je

�X

k�1

µk�ε� � �

za svaki ε � 0. Iz Borel-Cantellijeve leme slijedi da niz fN�k� konvergira nuli skoro
svuda na �0� 1�. Dakle, za skoro svaki t � �0� 1� ispunjeno je limN�k� BN�k��m� � 0. Za
m � 1� 2� � � �, dobiju se skupovi S�m� � �0� 1�, jedinične Lebesgueove mjere, za koje
vrijede ove jednakosti:

lim
N���N�I�α�

BN exp�m� � 0� t � S�m��
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Treba dokazati da postoji λ �b� � 0 takav da ova nejednakost vrijedi jednoliko obzirom
na n � N i λ � λ �b�. Metodama kojima se ovdje služimo jednostavno se može dokazati
da se ρ�λ � ponaša kao λ�1�4 za velike λ . Ova ocjena nije najbolja, ali će poslužiti za
naše potrebe. Stvarno je ponašanje kao λ �1�2. Postupak je analogan dokazu stavka 7.6 i
teorema 7.7. Zato je dovoljno promatrati D � �0� 1�d. Definira se broj

g�λ � i�2 �

X

k

�

U1ek�i�
�2

�λ � λk�2

�

i pokaže da postoji pozitivni broj κ sa svojstvom n1�2λ�1�4g�λ � i� � κ jednoliko obzirom
na n. Time je uspostavljena analogija s dokazom stavka 7.6, te se dokaz ove tvrdnje svodi
na pomenuti dokaz ograničenosti norme Ui R

�

λ � Hn�D�
�
�. Ujedno slijedi da je norma

tim manja čim je λ veći. �

Teorem 7.10. Neka je D � R

d ograničeno područje i na njemu zadana Dirichletova
zadaća (7.11) za diferencijalni operator A�x� � ��σ 2�2�∆ � b � r. Tada postoji broj
c��σ� D� b� � 0 takav da bude

An�D��1

� � Wi An�D��1

� � An�D��1 Wi � � c�σ� D� b��

za sve i � 1� 2� � � � � d, jednoliko obzirom na n � N .

DOKAZ. Primijeni se najprije diskretni analog za standardni postupak za Dirichletovu
zadaću na ograničenom području da se ustanovi postojanje broja c�σ� D� b� za koji vrijedi
nejednakost An�D��1

� � c�σ� D� b�, jednoliko obzirom na n � N . Za dokaz ostalih
nejednakosti koristi se rezolventna jednadžba:

An�D��1 � R

�

λ � An�D�
� �

I � λ An�D��1



�

te izvedene jednakosti:

Wi An�D��1 � Wi R

�

λ � An�D�
� �

I � λ An�D��1



�

An�D��1 Wi �

�

I � λ An�D��1




R

�

λ � An�D�
�

Wi�

i prethodni stavak. �

2. primjer. Rezolventa diferencijskog operatora Hn � Hn�R

d� može se takoder izraziti
konvergentnim redovima poput �7.20�, �7.21�. Na mjesto matrica Qn�D�� Rn�D� moraju se
uvrstiti matrice Qn � Qn�R

d�� Rn � Rn�R

d�. Ove matrice imaju opći oblik matrica u vježbi
5.3. Pri tome su Qn� Rn nenegativne s normama Qn � � 1� Rn � � µ . Novonastali
redovimatrica su konvergentniza svakiλ � 0. Ti redovi predstavljaju rezolventuR�λ � Hn�.
Ovaj postupak supstitucije takoder se može provesti s matricom �7.22� i dobiti m-ti korijen
rezolvente, R�λ � Hn�

1�m. Iz stavka 7.8 slijedi ovaj rezultatat:

Posljedica 7.11. Postoji svega jedan realni i pozitivno definitni m-ti korijen R�λ � Hn�

1�m

s normom:
R�λ � Hn�

1�m

� � λ�1�m�
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DOKAZ. Ako je m neparan, onda simetrična striktno pozitivno definitna matrica ima
svega jedan realni m-ti korijen. Ako je m paran, postoji 2M� M � card�Jn�, realnih korijena,
a svega je jedna pozitivno definitna matrica.

Budući je �7.22� red nenegativnih matrica, slijedi da je l�-norma lijeve strane jednaka
redu l�-normi članova na desnoj strani. Sada se iskoristi ocjena Rn�D�r

� � µ r, da se
dobije sljedeća nejednakost:

R

�

λ � Hn�D�
�
� � λ�1�m� �

Korijen matrice R

�

λ � Hn�D�
�

može se takoder prikazati pomoću svojstvenih vrijednosti
i vektora: 	

R

�

λ � Hn�D�
�1�m




i1i2���id j1j2���jd

�

X

k1�k2�����kd

1�

λ � λk1k2���kd

�1�m
ek1k2���kd�i1i2 � � � id� ek1k2���kd�j1j2 � � � jd��

�7.23�

Ovim je redom definirana realna i pozitivno definitna matrica. Prema prethodnom stavku
je ona pozitivna.

Neka matrica Wi označava bilo matricu Ui bilo Vi.

Stavak 7.9. Za i � 1� 2� � � � � d i dovoljno veliki λ � 0 postoji pozitivni broj c1�σ� D� b�

takav da vrijede nejednakosti

Wi R

�

λ � An�D�
�
� � R

�

λ � An�D�
�

Wi � � 1
λ 1�4

c1�σ� D� b��

Wi R

�

λ � An�D�
�T

� � R

�

λ � An�D�
�T

Wi � � 1
λ 1�4

c1�σ� D� b��

jednoliko obzirom na n � N .

DOKAZ. Dovoljno je provesti dokaz za prvi član prve nejednakosti. Neka su F� G dvije
matrice za koje postoje inverzne matrice, te stoga vrijedi jednakost:

F�1 � G�1 � G�1 �G� F�F�1� �7.24�

Poistovjeti se matrica G s λ I � Hn�D�, a matrica F s λ I � An�D�. Matrica G� F jednaka
je Bn�D�, tako da se dobije jednakost

R

�

λ � An�D�
�
� R

�

λ � Hn�D�
� �

I � Bn�D�R

�

λ � An�D�
� 

�

Iteriranjem dolazimo do sljedećeg formalnog reda:

R

�

λ � An�D�
�
� R

�

λ � Hn�D�
� �X

k�0

h

Bn�D�R

�

λ � Hn�D�
�ik

�
Ovaj red konvergira u l�-normi, ako je ispunjena nejednakost:

ρ�λ � � Bn�D�R

�

λ � Hn�D�
�
� � 1�
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Skup S � �mS�m� takoder ima jediničnu Lebesgueovu mjeru. Povrh toga je

lim
N���N�I�α�

BN exp�m� � 0� m � N �
za svaki t � S. Primjenom posljedice Weylova teorema 1.7 slijedi da je fβk : k � Ng niz
paslučajnih brojeva za skoro svaki t iz �0� 1�. Zapravo je do sada dokazan nešto općenitiji
rezultat. Definiraju se dva niza brojeva xk � Mkt i zk � xk � α , gdje je α � R. Prema
stavku o translaciji, 1.9, slijedi da zk �mod 1� tvore niz paslučajnih brojeva za skoro svaki t.

Broj δ u definiciji �1.17� je realan. Može se prikazati kao δ � Mρ � ρ i promatrati
dva niza brojeva xk � Mxk�1 � δ i yk � xk � ρ. Za drugi niz slijede jednakosti:

yk � Mxk�1 � δ � ρ � M�xk�1 � ρ� � Myk�1 � � � � � Mky0 � Mk�t � ρ��

Dakle, brojevi yk �mod 1� čine niz paslučajnih brojeva prema dosadašnjem dijelu dokaza.
Zbog toga i translatirani brojevi �xk � yk � ρ� �mod 1� čine niz paslučajnih brojeva. �

Algoritam �1.17� definira preslikavanje intervala �0� 1� u sebe. To svojstvo omogućuje
upotrebu preslikavanja za generiranje paslučajnih brojeva �vidi primjedbe�.

Uz dokaz prethodnog teorema treba istaknuti da funkcija t � f �t�, f � limN fN , nije
nula za svaki t � �0� 1�. Neka je R skup racionalnih točaka oblika

r
N

� r � 1� 2� � � � � Mp � 1� p � N �

One čine gusti skup u �0� 1�. Pokažimo da je f �t� �� 0 za t � R. Promatra se samo slučaj
m � 1. Neka je t � r�Mp. Tada je φk�t� � 1 za k � Mp� Mp � 1� � � �, tako da fN�t� � 1
kada N ��. Postoje iracionalni brojevi za koje je f �t� �� 0 �vidi Franklin �Fr2��.

Skupovi TM � �0� 1� za koje su brojevi �1.17� paslučajni imaju maksimalnu mjeru, tj.
jednaku 1. Zato i njihov presjek T � �MTM , po svim M � 2� 3� � � �, ima mjeru 1. Broj
t � TM zovemo sjeme. Dokazali smo sljedeći rezultat:

Teorem 1.11. (O SJEMENU MULTIPLIKATIVNOG ALGORITMA) Neka je TM skup sjemena al-
goritma (1.17) za čvrsti M. Tada T � �MTM ima Lebesgueovu mjeru jednaku 1.
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