Uvod

1.1. Problem matematickog programiranja

Mnogi problemi koji se javljaju kako u praksi tako i u znanosti, prevedeni na matema-
ticki oblik sastoje se u odredivanju ekstrema (maksimuma ili minimuma) neke funkcije
znatenje, kao §to su npr. profit, troskovi i drugo, dok ogranicenja, nagj¢este u obliku nejed-
nadzhi ili jednadzhi, predstavljaju tehnoloske, trziSne i druge uvjete za zadani problem. To
znaCi da se izmedu mnogih varijanata koje mogu biti rjeSenja odredenog problema nastoji
pronati najbolja, optimalnapo nekom kriteriju. ZarjeSavanjetakvih problemaklasi¢ni ma-
tematicki aparat diferencijalnog i integralnog racuna nije pogodan. Zato je bilo potrebno
razviti teoriju i konstruirati posebne metode pomotu kojih je mogucerjeSavati loZzene pro-
bleme ekstrema, Cesto svelikim brojem varijabli i ogranicenja, u obliku nejednadzbi. Tako
je u podljednjih Sezdesetak godina nastala disciplina matematicko programiranje, koja se
danas sve vise razvija uz pomot suvremenih racunskih strojevai nalazi sve vetu primjenu
u ekonomici, inZzenjerstvu i drugdje.

Problem matemati¢kog programiranja sastoji se u odredivanju ekstremne vrijed-
nosti (maksimumaili minimuma) funkcije nanekom skupu. Nekaje f : S—— R funkcija
od n varijabli X, Xo, ..., X, definirana na skupu Siz euklidskog prostoraR". Tada se prob-
lem matematickog programiranjasastoji u sljedecem:

minimizirati f(x) (2.2)

uz ogranicenja
XeS, (12)

gdiejex=[x1 % ... xn]T vektor, dok T kao eksponent oznaCava transpoziciju. Dakle,
trebanati tocku (vektor) x* € S (ako takvatocka postoji!) sa svojstvom daje

f(x*) < f(x), ¥xe S 1.3

1



2 1. UvoD

U tom ducaju kazemo da je x* tocka globalnog (ili apsolutnog) minimuma funkcije
f naskupu S, dok je f* = f(x*) vrijednost globalnog (ili apsolutnog) minimumuma
funkcije f naskupu S. Ako postoji realni broj € > 0 takav davrijedi

f(x*) < £(x), ¥x € SAIN(X"), (1.4)

gdieje N(x*) = {x|x € R",d(x,x*) < ¢} neka & — okolinatotke x*, dok je d(x,x*) uda
ljenost izmedu x i x*, tada se radi o toCki lokalnog (ili relativnog) minimuma x*, te
vrijednosti lokalnog (ili relativnog) minimuma f* = f(x*). Ako u (1.3) vrijedi znak <
zax € S x # x* kazemo daje x* totka strogog (ili izoliranog) globalnog (ili apsolutnog)
minimuma. Slicno tome, ako u (1.4) vrijedi znak < zaVx € SNN(x*),x # x* kazemo da
jex* tocka strogog (ili izoliranog) lokalnog (ili relativnog) minimuma.

Ako se pak radi o problemu u kojem treba maksimizirati funkciju f na skupu S, to
znaCi da u relaciji (1.3) znak < treba zamijeniti znakom >, pa kazemo da se tada radi o
toCki x* globalnog (ili apsolutnog) maksimuma. Sli¢no tome, ako u (1.4) umjesto znaka
< vrijedi znak >, rijeC€ je o tocki x* lokalnog (ili relativnog) maksimuma. Ako u (1.3)
vrijedi znak > zaVx € S, x # x*, kazemo daje x* tocka strogog (ili izoliranog) globalnog
(ili apsolutnog) maksimuma. Ako pak u (1.4) vrijedi znak > zaVx € SN N(x*), X # X*,
radi se o tocki x* strogog (ili izoliranog) lokalnog (ili relativnog) maksimuma.

U slu€aju maksimizacije funkcije f naskupu S, zbog svojstva

max f(x) = —min[—f(x)] (1.5)
XES XeS
taj se problem moze svesti na problem minimizacije (1.1) — (1.2), patemo se zato ograni-
Citi uglavnom na razmatranje tog problema. Istaknimo joS da se funkcija f koju treba
minimizirati nazivafunkcijom cilja (ili kriterija), dok je Sskup mogucih (ili dopustivih)
rjeSenja. Tockax* € Sje mogucerjeSenje zakoje se doseze minimalnavrijednost funkcije
cilja f i zove se optimalno rjeSenje problema (1.1) — (1.2).
Najceste se problem matematickog progr amir anja promatra u obliku

min f (x) (1.6)
uz ogranicenja
g(x)=0,i=12....,m a7
hj(x) <0, j=12,....p (18)
x € G. (2.9)

Pritomsugi : R"— R,i=1,2,....mh; :R"— R, j =1,2,..., p realne funkcije, dok
je G CR". Ogranicenja(1.7) su u obliku jednadzbi, ograni¢enja (1.8) su nejednadzbe, dok
(1.9) mogu biti npr. ograni¢enjanenegativnosti navarijable, paje skup G = {x|x € R",x >
0}. Tadaje svakatotkaiz skupa

S={x|g(x) =0,h(x) < 0,x € G}, (1.10)

gdiesug:R"— R™i h:R"— RP vektorske funkcije, moguce rjesenje problemama-
tematiCkog programiranja (1.6) — (1.9). MoZe se reci da je matematiCko programiranje
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disciplinakoja se bavi izu¢avanjem problema oblika (1.6) — (1.9) i metodama za njihovo
rjeSavanje, uz razlicite uvjete koji se postavljaju nafunkcije f,gs,...0m,h1,...,hp i skup
G.

Problemi matematickog programiranjamogu se klasificirati npr. naneprekidneili disk-
retne, deterministickeili stohasticke, linearneili nelinearne, jednokriterijskeili visekriterijske,
itd. Npr., ako je funkcija cilja linearna, uz ograniCenja gdje su funkcije g;, h; linearne, te
je skup G nenegativni ortant, radi se o problemu linearnog programiranja (LP). Ako
je pak funkcija cilja nelinearna ili su u ograni¢enjima (1.7), (1.8) neke ili sve funkcije
0i, hj nelinearne ili oboje, to je problem nelinearnog programiranja (NLP). U neline-
arnom programiranju vaZan je slu¢aj konveksnog programiranja (KP), u kojem treba
minimizirati konveksnu funkciju (odnosno maksimizirati konkavnu funkciju) na konvek-
snom skupu. Istaknimo joSi problem cjelobrojnog linearnog programiranja (CLP), u
kojem se navarijable postavljai ogranicenje cjelobrojnosti.

Napomenimo takoder vazan slu€gj u kojem nema ogranicenja (1.7) — (1.8), dok je
G = R", gdje treba nati minimum funkcije f na cijelom prostoru R". Naime, postoje
metode kojima se problem s ogranienjimanastoji svesti naniz problemabez ogranicenja.
Osim toga, moZe se promatrati problem samo s ogranicenjima(1.7) u obliku jednazbi, dok
je G =R". Tadva problemas diferencijabilnim funkcijama f,g;j,i = 1,2,...,m spadaju u
tzv. klasi€nu optimizacijul.

1.2. llustrativni primjeri

Za ilustraciju navedimo nekoliko primjera do Cijih rjeSenja mozemo doci jednostavnim,
uglavnom geometrijskim razmatranjima.

Primjer 1.1. Promatrajmo sljedeCi problem matematickog programiranja s dvije varija-
blei tri ograniCenjauz uvjete nenegativnosti navarijable:

minf(xy,x2) = (xg — 5)2 4 (%o — 1)?

uz ogranicenja

O1(X1, %) =X + X —2=0
hi(x1,%2) = X2 — X <0
ha(X1,X2) = X2 + X2 — 2 <0

X1 >0, X > 0.

To je problem nelinearnog programiranja, sa skupom G = {x|x € R?,x > 0}, dok je skup
mogutih rjeSenja S duzina AB na dlici 1.1., gdje je A(0,2), B(1,1). Kako funkcija cilja
predstavlja kvadrat udaljenosti od tocke C(5,1) do proizvoljne tocke T (x1,X2) na duZini
AB, otigledno se minimum doseze u tocki B(1,1). To znali daje x} = 1, x5 = 1, dok je
f* = f(x}, ;) = 16. Primijetimo daje skup Smoguctih rjeSenjakonveksan skup, arjeSenje
se doseze u vrhu B tog skupai radi se o tocki strogog globalnog minimuma.
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X2

X

Sika 1.1. RjeSenje primjeral.l

Primjer 1.2. Razmotrimo zatim ovaj primjer maksimizacije linearne funkcije:
max f (x1,X2) = X1+ 4%2

uz ogranicenja

hi(X1, %) = —(x1—5)> + X2 + 1<0
ha(X1,%2) = X1 + X —10<0
Xy > 07 Xg > 0.

Skup mogucih rjeSenja sastoji se od dvadijelanadlici 1.2. Prvi dio je lik OABC, gdje je
0(0,0), A(4,0), B(2,8), C(0,10), dok je drugi dio lik DEF, svrhovimaD(6,0), E(10,0),
F(7,3). Tocke u kojima funkcija cilja doseZe jednaku konstantnu vrijednost f(xi,xp) =
X1 + 4% = ¢,¢ € R, nalaze se na pravcu koji ima jednaZbu x; + 4x, = ¢. Takav je, na
primjer, pravac AG s jednadzbom x; + 4x; = 4 prikazan iscrtkanom linijom na dlici 1.2.,
koji prolazi totkamaA(4,0) i G(0,1). U totkamatog pravcafunkcijacilja doseze vrijed-
nost 4. Zarazlicite vrijednosti c,c € R dobivamo skup paralelnih pravaca s koeficijentom
smjerak = —1/4. Ti pravci su tzv. razinske (ili nivo) linije, sa svojstvom da oni koji su
udaljeniji od ishodi&ta daju vetu vrijednost funkcije cilja. To znaCi da medu njima treba
nacti onaj zakoji je udaljenost od ishodista najveta, aima zajednickih tocaka sa skupom S,
Takav je pravac paralelan s pravcem AG kroz tocku C(0, 10), Sto znati daje x; = 0,x5 = 10
tocka (strogog) lokalnog maksimuma (koji je ujedno i globalni), s vrijedoStu funkcije ci-
lja f* = 40. Medutim, vidi sedajei totka F (7, 3) tocka (strogog) |okalnog maksimuma
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X; = 7,X, = 3, s vrijedno&tu funkcije cilja f* = 19. Napomenimo da skup S mogucih
rjeSenjanije konveksan.

x2=-%x1+]

)C2=—x|+]0

Sika 1.2. Lokalni i globalni maksimum u primjeru 1.2

Primjer 1.3. Razmotrimo problem nelinearnog programiranja u kojem su ogranicenja
samo u obliku nejednadzbi:

min f (xg,X2) = (X1 — 5)2 + (xp — 4)2

uz ogranicenja

hi(x1, %) = X2 — X

ha(xg, %) = 2x¢ + X2 — 8
X1 >0, x> 0.

Skup mogucih rjeSenja je lik OAB na dici 1.3., gdje je O(0,0), A(2,4), B(0,8). Ako
promatramolinijeu ravnini u kojimase doseZe jednakavrijednost funkcijecilja f (X1, x2) =
r?,r>0,r € R, lako se vidi dasu to kruZnice sa sredigtem u tocki C(5,4) polumjerar. Te
kruznice su tzv. razinske (ili nivo) linije, izmedu kojih treba nati onu kojaima zajednickih
toCaka sa skupom S za koje je udaljenost od tocke C ngimanja. OCigledno je takva tocka
A(2,4), pajex; =2, x; =4, f* =9. Kaoi u primjeru 1.1, skup mogucih rjeSenja je
konveksan, a optimalno rjeSenje je totka globalnog minimumakoji se doseze u vrhu A.
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R T 4\5 3
x2=-2x1+8

Sika 1.3. RjeSenje primjera 1.3

xz=-2x1 +8

Sika 1.4. RjeSenje primjeral.4
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Primjer 1.4. Promatrajmo slucaj u kojem je skup Smogucih rieSenjaisti kao u primjeru
1.3 (vidi 4. 1.3.), ai nekaje funkcijaciljakoju trebaminimizirati oblika

f(x1, %) = (X1 — 1)+ (xo— 3)2.

Tada su razinske linije kruznice sa sredistem u tocki D(1,3) i rjeSenje je o€igledno tocka
D(1,3), u kojoj je vrijednost funkcije ciljajednakanuli, dok je u svim drugim tockamaiz
skupa S pozitivna. Dakle, opet se radi o strogom globalnom minimumu, koji je unutarnja
toCka skupa S mogucih rjeSenja.

Primjer 1.5. Razmotrimo problem
min f(xq,%2) = (xg — 3)2+ (x2 — 7)?

na skupu S odredenom ogranicenjimaiz primjera 1.3 (vidi d. 1.5.). Buduci da su razinske
linije ovaj put kruznice sa srediStem u tocki E(3,7), rjeSenje e oCigledno biti tocka F na
duzini AB u kojoj kruznicasa sredidtem u tocki E dodirujetu duzinu, jer jeto tockazakoju
je udaljenost od tocke E do skupa mogucih rjeSenja S najmanja. Kako odrediti koordinate
te tocke? Najprije treba pronati jednadzbu pravca kroz tocku E, koji je okomit na pravac
odreden tockama A i B, a zatim odrediti njihovo geciste. Jednadzba pravcakroz tocke A i
Bjex, = —2x; + 8, ajednadzbapravcakroz tocku E okomitog nanjegaje xo = 0.5x+5.5.
Siecistetih dvaju pravacajetotkaF (1, 6), sto znaCi dajex; =1, x5 =6, f* = 5. Istaknimo
da serjeSenje nalazi nagranici skupa S mogucih rjeSenja.

2

|
|
] y |
\
| |
| ‘ 1 ‘
0 1 2 3 4\ 5 x|
X2:-2](1 +8

Sika 1.5. RjeSenje primjeral.5
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Primjer 1.6. Promatrajmo problem
max f (Xl,Xz) = 2X1 + 5%p

uz ograniCenja

h]_(X]_,Xz) = -2+ X% —4<0
ho(X1,%2) = 2% + % — 8<0
ha(x1,%2) = X1 —-3<0

X12>0, x>0

Kako je funkcijaciljalinearna, ai u ogranicenjimasu funkcije h; linearne, radi se o prob-
lemu linearnog programiranja. Skup S mogucih rjeSenja je peterokut OABCD nasdlici 1.4.,
pri ¢emu je O(0,0), A(3,0), B(3,2), C(1,6), D(0,4). Razinske linije su pravci s koefici-
jentom smjerak = —2/5, aoptimalno rjeSenjeje u tocki C. Njene koordinate dobiju se kao
geciste pravaca —2x1+x —4=0i 21+ % —8=0, pajezatox; = 1, x5 = 6, f* = 32.
Primijetimo da je skup S mogucih rjeSenja omeden (sadrzan je u krugu radijusar = 10 sa
sredistem u ishodi&tu), konveksan i zatvoren (tj. sadrzi sve svoje grani€ne tocke), te da se
rjeSenje doseze u njegovom vrhu, §to, kako €e se kasnije pokazati, nije slucajno.

x1=3 x2=-2x1+8

Sika 1.6. RjeSenjaprimjeral.6i 1.8
Primjer 1.7. Promatrajmo problem linearnog programiranja

max f (X1, X2) = X1 + X2
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uz ogranicenja
hi(x1,%) = X1 — % — 1
ho(x1,%) = =X + %2 — 1

X1207 XZZO-

Skup S mogucih rjeSenja prikazan je na dlici 1.7. Kao &o se vidi na dlici, taj skup nije
omeden, tj. ne postoji krug dovoljno velikog radiusar sa sredistem u ishodistu, koji bi
sadrZzavao skup S. Ako promatramo razinske linije, a to su paralelni pravci oblika x; +
X2 = C,C € R skoeficijentom smjerak = —1, vidimo da se mozemo udaljiti koliko Zelimo
daleko od ishodista, ada temo se nalaziti u skupu Si time doseti po volji veliku vrijednost
funkcije cilja. To znati da funkcija cilja nije omedena odozgo na skupu S, pa problem
nema optimalno rjeSenje. Ako umjesto maksimizacije funkcije cilja promatramo njenu
minimizaciju naistom skupu S, tada problemimaoptimalnorjeSenjex; =0, x5 =0, f*=0.

X2
<>
PLy,

N 2

3\ 4V, N

N N
N //*
AN <V
N
N 2 p
N N
N N

N N

N N

) N

N N
N N
N N
N ) N
“1 (0] D N 2 K N x|
N N
\ N f=3
- N _ N
! J=1 N
N N

Sika 1.7. Problem u primjeru 1.7 nema optimalnog rjeSenja
Primjer 1.8. Promatrajmo problem linearnog programiranja
max f (Xl, Xz) = 10x; + 5%

uz ograniCenjaista kao u primjeru 1.6, &o znac€i da je skup S mogucih rjeSenja ponovno
peterokut OABCD u koordinatnoj ravnini x;0x, na dlici 1.6. Lako se vidi da se u tom
sluCaju optimalno rjeSenje doseze u vrhovima B i C, ato zna€i i u svim totkama duzine
BC. Dakle, skup optimalnih rjeSenja je konveksan skup.

| staknimo da prema Wei erstrassovom teoremu (vidi npr. de la Fuente [23], str. 99; Ba-
zaraa et a. [4], str. 41) neprekidna funkcija definirana na kompaktnom (tj. zatvorenom i
omedenom) skupu iz R" doseze svoj (globalni) minimum i maksimum, &to se vidi u nave-
denim primjerima. U primjeru 1.7 to nije slucaj, jer skup mogucih rjeSenja nije omeden.



10 1. Uvobp

Osim toga, za problem konveksnog programiranja, u kojem treba minimizirati (maksimi-
zirati) konveksnu (konkavnu) funkciju na konveksnom skupu, vrijedi Cinjenicadaje svaki
lokalni minimum (maksimum) ujednoi globalni, te daje skup optimalnih rjeSenjakonvek-
san. Tojeilustrirano u primjerima 1.1, 1.3,1.4,1.5,1.6i 1.8.

1.3. Formulacija nekih problema matematickog
programiranja

Navedimo nekoliko primjera formulacije problema, koji se svode na problem matematic-
kog programiranja.

1.3.1. Problem lokacije

Problem lokacije centara proizvodnje Cesto se susrece u praksi. To moze biti problem
lokacije strojevaili pogonau tvornici, zatim problem lokacije tvornicaili skladistaiz ko-
jih se proizvodi mogu distribuirati trgovackim centrimaili potroSacima, problem lokacije
vatrogasnih brigadaiili policijskih stanica, itd. Ovdje temo prikazati jednostavan primjer
formulacije jednog problemalokacije. (Vidi npr. Avriel [2], str. 2-3.)

Pretpostavimo da su nam poznati n centara potroSnje nekog proizvodai koli€ina pot-
raznje svakog od njih. Potraznja moZze hiti zadovoljenaiz m skladista zadanog kapaciteta,
Ciju lokaciju trebaodrediti prema nekom kriteriju. Kako bismo mogli formulirati navedeni
problem, uvedimo ove oznake:

(%,Yi) —nepoznate koordinate skladistai (i=1,2,...,m);
a —kapacitet skladistai (i = 1,2,...,m);
(pj,q;) — poznate koordinate potroSata j (j = 1,2,...,n);
— poznata potraznjapotrosa€a j (j = 1,2,...,n);
dij —udaljenost od skladistai do potrodaCa j (i=1,2,...,m,j=1,2,...,n);

ujj — nepoznata kolicina proizvoda koju treba prevesti iz skladista i potrosacu j (i =
1,2,....mj=12...,n).

Tada se postavljeni problem moze formulirati u obliku

minf(x,y,u _ZZU.Jd.J (1.12)

i=1 j=1
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uz ogranicenja

n
Zuijga,izl,z,...,m, (1.12)
j=1
m
> uj=bj,j=12..n, (113
i=1

Wj>0,i=212...,m j=12..n (1.14)

Pritom su varijable uj; i dij pomnoZene, tako daje funkcijaciljanelinearna. Za udaljenost
se moze uzeti pravolinijska(ili 13 —norma)

dij =X —pj[+[yi—ajl, (1.15)

odnosno euklidska(ili I, —norma)

dij = \/(Xi —pj)2+(yi—qj)% (1.16)

Tada su varijable u problemu (1.11) — (1.14) X1,X2,...,Xm, Y1,Y2,---,¥Ym» U11,--.,Um-
Funkcijacilja (1.11) predstavlja ukupnu ponderiranu udaljenost, pri ¢emu se kao ponderi
koriste nepoznate kolicine proizvoda ujj koje treba prevesti od skladista do potroSata. U
slu€aju poznatih udaljenosti d;j, koje mozemo shvatiti i kao troskove transporta po jedinici
proizvoda, problem postaje linearan, poznat kao problem transporta.

1.3.2. RjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi

Zasustav nelinearnih jednadzbi
hi(x)=0,i=1,2,...,m, (1.17)

moze se formulirati ekvivalentan problem oblika

m

minf(x) =Y [h(x)]*. (1.18)

i=1

Naime, oCiglednoje f(x) > 0, teje f(x) = 0 akoi samo ako je x rjeSenje sustavajednadzbi
(1.17). Prematome, rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi (1.17) svodi se narjeSavanje
problema nelinearnog programiranja (1.18) bez ogranicenja. (Vidi npr. Zangwill [61], str.
6.)
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1.3.3. Problem aproksimacije

Pretpostavimo da imamo podatke o vrijednosti funkcije g u tockama xg, %, ..., Xm, 1j.
9(x1),9(X2),...,9(Xm). Cilj nam je aproksimirati funkciju g polinomom

h(x) = anx" +an_1X" 1+ +ax+ao

stupnjan, gdje je n < m. Zasvaki polinom h(x) imamo odgovarajuce gre3ke (ili odstupa-
nja) aproksimacije
&=9(x)—h(x),i=12....,m

Ngjbolja aproksimacija je ona za koju je suma kvadrata odstupanja minimalna, tj. za koju
se doseze

minf(ag,ay,...,an) = Z [9(x) —h(x)]?,

=1
odnosno

m

minf(ag,ar, ....an) = Y [0(x) — (8" +an-1x" T+ -+ anx; +a0)] .
i=1

Ovdje se, dakle, radi o problemu kvadratnog programiranja bez ogranienja. (Vidi npr.
Luenberger [39], str. 171).

1.3.4. Alokacijaresursa

Pretpostavimo da poduzete ima odredenu kolicinu svakog od m resursa, koje treba alo-
cirati na n aktivnosti (ili procesa). (Vidi npr. Hillier, Lieberman [29], str. 33-34; Marti¢
[43], str. 94-96) Svaka aktivnost karakterizirana je utroSkom resursa pri jedini¢noj razini
aktivnosti. Npr., aktivnost moZe predstavljati kolicinu proizvodnje nekog proizvodaiz ras-
polozivih resursaili transport proizvoda iz nekog ishodista u odredisteitd. Pretpostavimo
joS daimamo odredenu vrijednost kojamjeri ukupne postignute rezultate (npr. ukupni pro-
fit), uz poznato povetanje te vrijednosti, koje je rezultat jedinicnog povetanja svake od
aktivnosti (npr. profit po jedinici proizvoda). Problem se sastoji u aociranju resursa na
aktivnosti, uvaZzavajuci Cinjenicu o raspol ozivim koli¢inamaresursa uz ostvarivanje maksi-
malne vrijednosti ukupnih postignutih rezultata. Uz uobicajene pretpostavke u linearnom
programiranju (proporcionalnost, aditivnost i djeljivost) i oznake

ajj —utroSak resursai po jedinici aktivnosti j (i=1,2,...,m,j =1,2,...,n);
b; —raspolozivakoli€inaresursai (i=1,2,...,m);

cj — povecanjevrijednosti ukupnih rezultatakoje nastaje jedinicnim povetanjem aktivnosti
i(=212....n);
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Xj —nhepoznatarazinaaktivnosti j (j =1,2,...,n),

postavljeni problem moZe se formulirati kao problem linearnog programiranjaoblika
max f(X1,Xz,...,Xn) = C1X1 + C2Xz + -+ -+ CnXn

uz ogranicenja
a1Xg + aXp + o0 + am¥n < by
anXy + apXe + -0 + am¥n < by

amX1 + ampXe + -+ + amXn < bm
X1207X220a 7Xn20

Ako je npr. x; — nepoznata kolicina proizvoda j koju treba proizvesti, a cj — profit po je-
dinici proizvoda j, tada je cjxj — profit ostvaren pri proizvodnji x; jedinica proizvoda |
(pretpostavka proporcionalnosti), dok funkcijacilja f, koju treba maksimizirati, predstav-
ljaukupni profit. Slicno tome, &;;X; je utroSak resursai u proizvodnji X; jedinica proizvoda
j, apremaogranicenjima ukupan utroSak pojedinog resursai (pretpostavka aditivnosti) ne
moZze premasiti raspolozivu koli¢inu b;. Na kraju su ograni€enja nenegativnosti na varija-
ble xj koje mogu poprimiti realne vrijednosti (pretpostavkadjeljivosti).

1.4. Zadaci za vjezbu

Graficki prikazite skup mogucih rjeSenja, razinske linije funkcije cilja i rijeSite djedete
probleme matematickog programiranja:

Zadatak 1.1.
max f(x1,X2) = X1+ X2

uz ogranicenja
X4+x5—-1<0
X1 >0, X > 0.

Zadatak 1.2.
min f (xg,X2) = X2 + X5 — 10x1 + 25

uz ogranicenja
XX —-x+1<0
—X1+X—-2<0

X1207 XZZO-
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Zadatak 1.3.

min f (xg,X2) = X1 — X3
uz ogranicenja
2 2
X7 +X5—25
X1 +Xo—2

INIA
© o

Zadatak 1.4.
min f (xg,X2) = X2 + X5 — 2Xg — 2Xa + 2

uz ogranicenja
—X1—X+1<0
21 +X%—4 <0
X1+X%X—-6<0

X1 >0, X > 0.

Zadatak 1.5. Nadite maksimum funkcije cilja problemau zadatku 1.4.

Zadatak 1.6.
min f (xq, %) = 2 + 2X3 — X1

uz ogranicenja
2X1+X—3<0
X1—2%+1<0

X1207 XZZO-

Zadatak 1.7. Nadite maksimum funkcije cilja problemau zadatku 1.6.

Zadatak 1.8.
min f (x1,X2) = X2 + 4x;
uz ogranicenja
4x2 +9x2—36<0
X1 > 07 Xg > 0.
Zadatak 1.9.

2 2

minf(x1,%) = (X — 6)°+ (xo — 4)
uz ogranicenja

X¥+x5-9< 0

XX +1 < 0.
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Zadatak 1.10.

uz ogranicenja

Zadatak 1.11.

uz ogranicenja

Zadatak 1.12.

uz ogranicenja

Zadatak 1.13.

uz ogranicenja

Zadatak 1.14.

uz ogranicenja

Zadatak 1.15.

uz ogranicenja

min f (Xl, Xz) = 3X1 + 2%

X2+ X5 — 6X, — 4xp+9=0.

min f (X1, X2) = X1 + X2

X3+ X5 — 4xy — BXp+ 11 = 0.

min f (X1,X2) =4xy

X2 +9x3 — 10%; — 72X+ 160 = 0.

min f (X1, X2) = X2 + X5 — 101 — 8xp + 41

Bx1 + 8% —40< 0
4x; — 6o — 24 <0
31+ 2% — 60

X1 >0, xo > 0.

max f (X1,X2) = 4X1 + 6X2

2% + 4% — 60=0
—2X1 — 3 — 80<0
4 + 3 — 320< 0

X1207 XZZO-

max f(x1,X2) = 3x1 + 2X2

2X1 + %X —100< 0
X1+ 2% — 80<0
X — 30<0

X1 >0, X > 0.





