Deformacija i gibanje

U ovoj glavi uvodimo deformaciju i gibanje kao funkcije na referentnoj konfiguraciji.
Proizvoljna deformacija aproksimira se lokalno tzv. infinitezimalnom deformacijom, koju
generiraju infinitezimalna kruta deformacija i tenzor deformacije (lokalna mjera otklona
od krute deformacije). Pomoctu brzinei ubrzanja kao funkcija na referentnoj konfiguraciji
(Lagrangeovadeskripcija) definiraju se brzinai ubrzanjekao funkcije na aktualnoj (trenut-
noj) konfiguraciji (Eulerova deskripcija); ovdje se kao vazan pojam pojavljuje materijalna
derivacija Eulerovog polja. Brzina proizvoljnog gibanja aproksimira se lokalno brzinom
koju generiraju kruto gibanjei tenzor brzne deformacije (Ilokalna mjera otklona od krutog
gibanja). Kinematicki uvjet, odn. uvjet optjecanja karakterizra lokalno materijalnu plohu,
odn. krutu stijenku.

1.1. Deformacija

Materijalno tijelo (kontinuum) u geometrijskom smislu identificiramo s njegovom kon-
figuracijom u prostoru E. Buduéi da je tijelo deformabilno, njegova konfiguracija nije
jedinstvena. Jednu istaknutu konfiguraciju € proglaSavamo referentnom, a svaku drugu
smatramo njenom deformacijom; pretpostavljamo da je Q podrucje. Skupoveiz Q nazi-
vamo materijalnim, pa govorimo o materijalnim toCkama, krivuljama, plohamaitd.

Deformacija kontinuuma Q je injektivna transformacija ¢ : Q — E, takvadaje za
X € Q tenzor Vo(X) regularan; pretpostavljat cemo daje

det Vo (X) > 0. (1)

Zahvaljujuéi pretpostavci o glatkoti, deformacija Cuva topolo3ka svojstva materijanih
skupova, npr. podrucje prevodi u podrucje, njegovu granicu odn. unutradnjost u granicu
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2 1. DEFORMACIJA | GIBANJE

odn. unutrasnjost njegovesdlike, krivulju odn. plohu u krivulju odn. plohu, itd. Deformacija
¢ jeizohoriCkaako za svako podrucje P C Q vrijedi

/ dV:/d\/. (2)
P

o(P)
Zamjenom varijabli nalijevoj strani dobivamo ekvivalentan uvjet
/(detV(p —1)dv=0 (3)
P
ili, premal. osnovnoj lemi (v. Dodatak 2.),
detVo =1 u Q. (4)

Prematome, deformacija ¢ je izohoricka ako i samo ako vrijedi (4). Jednostavan primjer
jeidentiCnadeformacijag = id (id(X) = X); tadaje Vo = |. Deformacijag je homogena
akoje
Vo = F = const. ()
ZaX, Y € Qimamo
oX) -0 = [ Vo@dz ®)
C(Y,X)
gdje seintegrirapo proizvoljnoj krivulji C(YY, X) u Q kojaspajatocku Y stockom X. 1z (6)
i (5) dijedi
o(X) —o(Y) = F/ dZ =F(X-Y). (7)
C(Y.X)
Zaproizvoljnu deformaciju ¢ vrijedi
p(X) = o(Y) =Vo(Y)(X=Y) +0o(X-Y), (8)

tj. u okolini proizvoljne totke Y € Q deformacija ¢ se dobro aproksimira homogenom
deformacijom s gradijentom F = Vo(Y). Deformacijag jekrutagkozaX Y € Q vrijedi

lp(X) — (V)| = X =Y. 9)
Teorem 1. Deformacija ¢ je kruta ako i samo ako je
V¢ =F =const., F e Orth". (10)
Dokaz. 1z (9), kvadriranjem i deriviranjem po Y, a zatim po X, dobivamo
Vo(Y)'Vo(X) =1, (11)
pazaY = X imamo
Vo(X)" = Vo(X)~. (12)
1z (11) i (12) slijedi (10). Obratno, iz (10) dlijedi
@(X) = o(Y) =F(X-Y), (13)
lp(X) = @(Y)| = [F(X=Y)| = [X=Y]. (14)
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1.2. Infinitezimalna deformacija

Ako je ¢ deformacija, polje
uX)=p(X) =X, XeQ (15)
zove se pomak kontinuuma; ako je u = const., ¢ jetranslacija 1z (15) dlijedi
o(X) = X+ u(X), (16)

Vo(X) = | + Vu(X). (17)

Ako je deformacija ¢ kruta, premaTeoremu 1 vrijedi

V¢ = congt,, (18)
Vo'V =1, (19)
paiz (17) dobivamo
Vu = const., (20)
Vu+Vu' +vVu'vVu = 0. (21)

Obratno, ako vrijedi (20) i (21), deformacija (16) je kruta. Mozemo reti datenzor

1
d=3(Vu+ vu' + vu'vu) (22)

mjeri odstupanje od krute deformacije; zove se konatni tenzor deformacije (eng. finite
strain tensor ). Deformacija (16) jeinfinitezimalnaako je |Vu| malo. Svojstva (20) i (21)
sugerirgiuovu definiciju: poljeu : Q — V jeinfinitezimalni kruti pomak (atransformacija
(16) infinitezimalnakruta deformacija) ako je

Vu = congt., (23)

Vu+vu' =0. (24)

Lemal. Poljeu : Q — V jeinfinitezimalni kruti pomak ako i samo akoza X, Y € Q
vrijedi

(X =) (u(X) = u(Y)) = 0. (25)

Dokaz. 1z (23) dijedi
u(X) —u(Y) = Vu(X-Y). (26)

Iz togai (24) dobivamo

(X =Y) - (U(x) = u(Y)) = (X = Y) - Vu(X - Y) = 0. (27)
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Obratno, iz (25), deriviranjem po X, a zatim po Y, dobivamo
u(X) — u(Y) + vu(X)"(X = Y) = 0,

vu(Y) + vu(X)" = 0.
ZaX = Y iz (29) dobivamo (24); iz (24) i (29) dlijedi

vu(Y) = Vu(X),

tj. svojstvo (23).

Teorem 2. Ako vrijedi (24), onda je polje u infinitezimalni kruti pomak.

Dokaz. 1z (6) i (24) dlijed

(X =Y) - (u(X) = u(Y)) = / (X—Y)-vVu(z)dz = 0.

C(YX)

Ako jeu infinitezimalni kruti pomak, ondaje

1
w = —rotu = const.

2
i vrijedi
uX) —u(lY) =vVuX-Y)=[w,X-Y], XYeQ.
Nekaje
(A)=Y+Aw, A€ER
Tadaje

[w,1(A) = Y] = 0.

(31)

(35)

Iz (33) zakljuCujemo da je infinitezimalni kruti pomak u jednak sumi trandacije u(Y) i
pomakaX — [w, X — Y], X € Q, koji se poniStavanaos (34) i predstavljainfinitezimalnu

rotacijul.
Zaproizvoljni pomak u : Q — V vrijedi

u(X) —u(Y) = Vu(Y)(X=Y) + o(X =Y).

Operatori

E=symVu=Z(Vu+Vvu'),

NI =

W =skwVu = =(Vu—Vvu')

NI =
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zovu serespektivnoinfinitezimal ni tenzor deformacije (eng. infinitesimal strain) i infinitez-
imalni tenzor rotacije. 1z (36) dobivamo

u(X) = u(Y) + W(Y)(X = Y) + E(Y)(X = Y) + o(X = ) (39)

ili, uvodeti funkciju w formulom
1
w(Y) = > rotu(Y), (40)

u(X) = u(Y) + [w(Y), X =Y+ E(Y)(X=Y) +0o(X =Y). (41)

Prema tome u nekoj okolini tocke Y € Q proizvoljni pomak u dobro se aproksimira
sumom trandacije u(Y), infinitezimalne rotacije X — [w(Y), X — Y], X € Q oko os
A=Y+ Aw(Y), A € Ripomaka

X = EMY)(X-Y), XeQ (42)

generiranog tenzorom E(Y).

1.3. Gibanje. Lagrangeova i Eulerova deskripcija

Gibanje kontinuumaQ je 1-parametarskafamilija deformacija
t—o(,t)=¢, teR. (43)

Parametar t je vrijeme. Ako se promatra jedno fiksirano gibanje ¢, onda za X € Q,
odn. P C Q pi%emo ¢(X t) = X;, odn. ¢(P,t) = P;. Trajektorija materijalne tocke X,
odn. skupa P je preslikavanjet — X;, odn.t — ;. Lagrangeova brzina, odn. ubrzanje
kontinuumaje

=2 o rovy (44)
ot
odn. )
~ OV _ 0%,
== =21t:0xR 45
a It Btz X —V ( )

FunkcijenaQ x R nazivamo Lagrangeovimpoljima. 1z (44) slijedi

P(X 1) = Xo + / UX, £) dE. (46)
0

Trajektorijagibanja ¢ je skup

To=T ={(x,t) e ExR:xeQ,teR} (47)
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Primijetimo daje 7 otvoren skup u lE x R. Korisno je trajektoriju materijalnog skupa P
uloziti u trajektoriju gibanja 7, identifikacijom ¢((P) = (¢:(P), t). Funkcije na7, su
Eulerova polja. Zat € R definirano je (zadano gibanje ¢) referentno preslikavanje

ot —Q (48)

koje emo Gesto oznatavati s ¢ —1. Eulerova brzina kontinuumaje polje
o1 0, 4

V(X7 t) - V((pt (X)7 t) - E((pt (X)a t)a (X7 t) S (49)

Nekad ¢emo formulu tipa (49) pisati u obliku
. oo  _
_ 1_99 1
v=Uog =00 (50)

podrazumijevajuti da se kompozicija(kao i inverzija) odnosi nafunkciju prvevarijable, tj.
zafiksranot € R. 1z (50) dobivamo

d

a‘l’t(x) = V(ei(X), 1). (51)

Ako je zadano poljev i neki poCetni polozaj kontinuuma,
Po(X) = ¢(X 0) = Xo, (52)

prema Teoremu egzistencije i jedinstvenosti za obicne diferencijalne jednadzbe (v. [F3])
Cauchyjeva zadata (51), (52) imajedinstveno rieSenjet — ¢(X). Ako se promatrajedno
odredeno gibanje, zgodno je za referentnu konfiguraciju odabrati poCetni polozZgj; tada je
o = id, pauvjet (52) glas

Po(X) = X. (53)

Strujnicau trenutku t € R je krivuljau Q; kojoj je pozitivna tangenta u proizvoljnoj
toCki x paraelna vektoru v(x,t). Akojei — x(4), A €]0, 1] povoljna parametrizacija
strujnice, njenadiferencijalnajednadzba glas

CX(2) = VX(0), ). (54)

Eulerovo ubrzanje kontinuumaje polje
a(x, t) = &(p; H(x), 1) (55)

ili
a=3og L (56)
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i obratno, Eulerovom polju f odgovaraLagrangeovo polje
f=fogq. (58)
Kazemodaf i f opisujuisto poljenakontinuumu, respektivno u Lagrangeovoj i Eulerovoj
deskripciji. _
Materijalna derivacija Eulerovog polja f je Eulerovo polje koje oznatavamo s f ili
df /dt, definirano formulom

dfi _of ., 0 .

=g = ’? Talfeeee (59)
1z toga dijedi
- dp Of 1910) 1 of
f-((Vfo(p)ﬁ-i-ﬁo(p)o (Vf)(at 0] +§, (60)
gdieje VI = Vf. Uzimauti u obzir (50), dobivamo
of
f=(Viv+ e (61)
Eulerovo polje (x, t) — X, (X, t) € 7 krate oznaCavamo sx. Prema(61) vrijedi
=(Vx)v=wv. (62)
ZaEulerovo ubrzanje, prema (56) i (59), imamo
&% 10 (9 4, 0 .
ili prema(61),
= (Vv)v+ v (64)
B at’

Prvi, odn. drugi Clan na desnoj strani zove se konvektivno (transportno) ubrzanje, odn.
lokalno ubrzanje.
Lako se dokazuje ovaCinjenica: Eulerovo polje f zadovoljava uvjet

f=0u 7T (65)

ako i samo ako je f konstanta natrajektoriji svake materijalne tocke.

1.4. Brzina deformacije

Gibanje ¢ kontinuuma je kruto (u trenutku t) ako vrijedi

d
a|<pt(X) —a(V)*=0 XYeQ. (66)
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To je ekvivalentno uvjetu

(0X) = V) - (o) = L(¥)) = 0 (67
ili (stavljamo ¢ (X) = X, (Y) = y)
(X - y) ' (V(X7 t) - V(y7 t)) = 07 X,y e Qt' (68)

Usporedujuti (68) s (25) vidimo daje brzinakrutog gibanja (u trenutku t) “infinitezimal ni
kruti pomak” na Q;; zato vrijedi

Vv(-,t) =const. na Q, (69)
V(- 1) + Vv(-, )T = 0naQy. (70)
|z Teorema 2 dlijedi
Teorem 3. Ako vrijedi (70), gibanje je kruto (u trenutku t).

Ako jev brzinakrutog gibanja, ondaje

w(t) = % rotv(t) = const. na € (71)

i vrijedi
VX, t) = vy, t) = [w(t),x—Yy], XYyE€EQ. (72)

Nekaje
[(A)=y+Aw(t), A€eR (73)

1z (72) zakljuCujemo da je brzina krutog gibanja v(-, t) jednaka sumi brzine uniformnog
gibanjav(y, t) i brzinex — [w(t),x—Y], X € &, kojase poniStavanaosi (73) i predstavlja
brzinu rotacije. Za proizvoljno gibanje u trenutku t vrijedi

V(X t) = v(y, t) = VV(y, t)(x —y) + o(x — ). (74)

Operatori
D=symVv= %(Vv+ wh), (75)
W = skw Vv = %(VV— wWh) (76)

zovu se respektivno tenzor brzine deformacije (eng. stretching) i tenzor brzinerotacije. 1z
(74) dobivamo

V(X 1) = V(y, t) + W(y, t)(x —y) + D(y, ) (x = y) + o(x —y) (77)

ili, uvodeti funkciju w formulom

Wy, 1) = 3 rotu(y, ), (78
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V%, 1) = V(y, ) + [w(y; t), x =y + D(y, ) (x = y) + o(x — ). (79)

Prema tome, u nekoj okolini tocke y € Q; brzina proizvoljnog gibanja v(-, t) dobro se
aproksimirasumom brzine uniformnog gibanjav(y, t), brzinerotacijex — [w(y, t), X — Y],
X € Qrokoosi A —y+Aw(y, t),A € Ribrzine

x =Dy, )(x-y), xe, (80)
generirane tenzorom D(y, t).
|z jednakosti
[:—2L rotv, v] = Wv = :—ZL(VV — Wy (81)
dalje dobivamo korisnu formulu za konvektivno ubrzanje:
(VV)V = (VV)TV + [rotv, V] (82)
ili 1
(Vv)v=V <§v2> + [rotv, v]. (83)

1.5. Trajektorija materijalne plohe

Nekaje ¢ gibanje kontinuumaQ, y Eulerovo poljei Vy # 0u 7,,; tadaje skup
Ii={xeQ:y(xt)=0} (84)

ploha (bez ruba) u Q;. Akoje
5 :
E(u/oq;):o naplohi wo¢@ =0, (85)

ondaje skup
{(x,t):xeTy,teR}CT (86)

trajektorija materijalne plohe T : w o ¢ = 0. Obratno, ako je (86) trajektorija neke
materijalne plohe, ondavrijedi uvjet (85); on je ekvivaentan uvjetu

¥ =0 naplohi =0 (87)
ili prema (61),
Vu/~v+%—ut/:0 naplohi w = 0. (88)

Polje n = Vy/|Vy]| je jedinicna normala na plohi T, pa uvjet (88) moZemo pisati u
obliku

|Vw|v-n+%—ut/:0 naplohi y = 0. (89)
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To je kinematicki uvjet na trajektoriji materijalne plohe (nuzan i dovoljan uvjet da skup
v = 0 bude trgjektorija neke materijalne plohe). Ako plohal : y o ¢ = 0l€eZi nagranici
kontinuuma Q i ako gibanje zadovoljava uvjet

=Ty teR, (90)
ondaje dy /ot = 0, paiz (89) dlijedi
v-n=0 na IpxR. (91)
Specijano, tg uvjet je zadovoljen na krutoj stijenci koja miruje; (91) je tada uvjet optje-
canja.
Ako gibanje ¢ zadovoljavauvjet
Q=Qp teR, (92)

kazemo daje Qo podrucje gibanja; tadanal'yp = 9 vrijedi (91). Gibanje je stacionarno
ako zadovoljavauvjet (92) i akoje

ov
E:OugoxR. (93)
Za stacionarno gibanje jednadzbe (51) i (54) se podudaraju, pa je svaka strujnicaistovre-
meno trajektorija neke materijalne tocke i obratno, trajektorija svake materijalne tocke je
strujnica.
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