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2 1. VEKTORI

1.1. Operacije s vektorima
I

U fizikalnom svijetu lako ¢emo prepoznati mnoge veliCine Cija se vrijednost iz-
razava brojem. To su na primjer duljina, povrSina, obujam, temperatura, tlak, masa,
kineti¢ka energija, specificna gustoca. .. Nazivamo ih skalarnim veli¢inama. Medu-
tim, neke se veli¢ine ne mogu opisati samo brojem. Tako vjetar opisujemo njegovom
jacinom, ali i smjerom. Brzina je fizikalna veliina koja uz svoj iznos mora imati
definiran i smjer. Isto ¢e vrijediti i za ubrzanje, silu, moment sile, iznos elektricnog ili
magnetskog polja itd.

Definicija vektora [N ST 2\

—
Usmjerena duzina AB je duZzina za koju se zna pocetna tocka A i zavrSna toc-

— —
ka B. Dvije usmjerene duzine AB 1 CD su ekvivalentne ako postoji translacija
koja prevodi jednu u drugu, tj--ako je Cetverokut ABDC paralelogram. Tada piSemo

— —
AB = CD . Sve medusobno-ekvivalentne duZine nazivamo vektorom'. Pojedinu
duzinu iz te klase nazivamo reprezentantom (predstavnikom) vektora.

D
a
C a

Zapis vektora. Vektor se najceSée oznacava slovom iznad kojeg je postavljena
strelica: @. U novije doba je, pogotovo u knjigama, uobicajeno-vektore pisati masnim
slovima, ovako: a, b, x i sli¢no, pa ¢emo se takvim zapisom i mi-koristiti.

SI. 1.1. Vektor je klasa usmjere-
nih duZina. Dvije usmjerene du-
Zine koje se translacijom dovode
Jjedna na drugu definiraju isti‘vek-
tor.

N

Po dogovoru, pisat ¢emo i a = AB, poistoyjecujuci vektor”s nekim njegovim
reprezentantom. Vektor ne ovisi o izboru reprezentanta. Dvije ekvivalentne usmjerene
duZzine predstavljaju isti vektor.

Opis vektora
Vektor u ravnini ili prostoru opisanje ako se znaju sljedeca tri podatka:
e nosac: pravac,na kojemu se vektor nalazi

orijentacija na tompravcu

duljina vektora |14—B> |, koja se definira kao udaljenost d(A, B) tocaka A i
B.

! engl. vector, njem. Vektor, fran. vecteur, rus. Bexrop od lat. vector — nositelj.
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Prema tome, usmjerene duzine koje leZe na paralelnim (moguce istovjetnim) prav-
cima, imaju istu orijentaciju i jednaku duljinu definiraju isti vektor.

Ponekad je pogodnije govoriti o smjeru vektora. Smjer objedinjuje pojmove
nosaca i orijentacije. Tako kaZemo da je vektor odreden smjerom i iznosom.

Nul-vektor. Nul-vektor se definira kao vektor duljine 0. Oznacavamo ga sa 0.

N
Tako je 0 = AA , za bilo koju tocku A. Jedino kod nul-vektora nema smisla goveriti
niti o nosacu, niti o smjeru.

Radijus-vektor. Skup svih vektora oznaCavat ¢emo slovom V.. Bude li potrebno
pojasniti, V> ée predstavljati sve vektore ravnine, a V3 vektore,i prostoru.

Istaknimo jednu tocku u prostoru i oznacimo je sloyom"O ., Moguce je za svaki
vektor izabrati njegova reprezentanta tako da mu pocetna tocka bude bas ta tocka O.

—
Vektor OT nazvat ¢emo tada radijus-vektor tocke T u prostoru.

B zbrajanje vektora NNEEENEEENNNNNERE2 N~

Neka su a, b bilo kakvi vektori, E bilo koji predstavnik vektora a te EZ‘ pred-
stavnik vektora b s poCetkom u'tocki B. Zbroj vektora a+b odreden je predstavnikom

N
AC . Dakle,

— — —
AB + BC = AC. (hH
c
< b
3
oo . . B
Sl. 1.2. Zbrajanje dvaju vektora. Vektore zbraja-
mo tako da pocetak drugog izaberemo u zavrsnoj a

tocki prvoga vektora. A

Ova operacija ima svojstva

VP, (a+b)+c=a+(b+c)

VP, at+0=0+a=a

VPs (VaeV)(3a’eV)ata=a +a=0
VP4 a+b=>b+a

Svojstvo VP kaze da je zbrajanje asocijativno: nebitno je kojim se redom zbrajaju tri vektora.
Dakako da identi¢an zakljucak.(koriste¢i se principom indukcije) vrijedi i za zbroj vise od triju vekto-
ra (sl. 1.3). Svojstvo V Py ukazuje da je nul-vektor 0 neutralni element za zbrajanje vektora. VP3

kaZe da za svaki yektor iz V. moZemo pronaéi njemu suprotan vektor a’, koji u zbroju sa a daje
—
nul-vektor. Zaista, ako je a prikazan usmjerenom duzinom AB , tada je njemu suprotan definiran

/ X . . . e e . . - ey d - «
sa a =, BA, jer je po definiciji zbrajanja AB + BA = AA = 0. Suprotan vektor oznac¢avamo
jo$inanatin a’ =: —a. Svojstvo VP, pokazuje da je zbrajanje vektora komutativno: svejedno je
zbrajamo i prvi vektar s drugim ili drugi s prvim. Na tom se svojstvu zasniva definicija zbrajanja s
pomocu pravila paralelograma. Vidi sl. 1.3.
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Sl. 1.3. Zbrajanje vektora je komutativno (lijevo). Stoga se dva vektora mogu zbrajati (ako im je
hvatiste zajednicko) s pomocu pravila paralelograma. Nacin zbrajanja vise od dvaju vektora,
nadovezivanjem (u sredini): vektore naniZemo tako da je pocetak narednoga u zavrsetku
prethodnoga. Zbroju odgovara vektor koji ima pocetak u pocetku prvoga, a zavrSetak u zavrSetku
posljednjega. Zbrajanje vektora je asocijativno ( desnof.7 Qvo svojstvo opravdava prethodno
pravilo zbrajanja

Oduzimanje vektora. Oduzimanje vektora definira se kao operacija zbrajanja sa
suprotnim vektorom:
a—b=a4(-b).

Graficki vektore najlakse oduzimamo tako da im izaberemo reprezentante sa zajednic-
kim hvatiStem. Tad vrijedi

— — —
AB — AC = CB.

/ c
b
Sl. 1.4. Dva se vektora oduzimaju tako da

a-b se dovedu u zajednicko hvatiste. "Razlici
A odgovara vektor Cije je hvatiste u zavrset-
a ku drugog, a zavrsetak u zavrsetku prvog

B vektora.

B Mnozenje vektora skalarom I N\ N

To je operacija - : R x V — V definirana na naCin:~za realni broj A vektor Aa
ima
e nosac identi¢an nosacu od a
e orijentaciju istu, ako je A > 0, suprotnuza A < 0
e duljinu |[Aa| = |A|]a].
A>0
A< 0 Aa
a
Aa
Sl 1.5. MnoZenje vektora skalarom

U zapisu mnozenja vektora skalarom obi¢no izostavljamo znak -, te piSemo kratko
—
Aa, 2AB i sli¢no.
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To mnoZenje ima sljedeca svojstva

VPs A(a+b) =Aa+ Ab,
VP A+ u)a=Aa+ ua,
VP, Au)a = A(ua).

SI. 1.6. Ova slika opravdava svojstvo
VPs. Nacrta(/odgovamjuc’e skice za svoj-
stva VPg i VP7.

Istaknimo (zbog potpunosti ovog popisa) i sljedece ocito svojstvo:
VPg 1-a=a.
Primijetimo daje (—1)-a’= —a (suprotan vektor). Posebno definiramo mnoZenje
s nul-vektorom: 4 -0:=0.

Jedini¢ni_vektor: Neka je a # 0 zadani vektor. Sa a oznatavamo jedini¢ni
vektor vektora a. To je vektor koji ima isti smjer kao i a, a duljina mu je 1. Dobijemo
ga tako da yvektor podijelimo s njegovom duljinom:

. a
a=—.
a

B v je vektorski prostor NN\

Svaki skup na kojemu su definirane dvije operacije: zbrajanje vektora i‘mnozenje
vektora skalarom, tako da su zadovoljena svojstva VP, — VPg, naziva se vektorski
prostor. Ovim smo provijerili da V3 smijemo nazivati vektorski prostor. Jednako tako
su vektorski prostori i skupovi V! vektora na pravcui V? vektorawu ravnini,

—_— —

Prisjetimo se definicije linearne nezavisnosti.

Linearna nezavisnost vektora

Vektori aj, ay, ..., a, sulinearno-nezavisni ako iz jednakosti
Ma; + ha, +...+1,a, =0
nuzno slijedi Ay = A, =... =1, =0.

Najvazniju informaciju o nekom vektorskom prostoru daje nam pojam dimenzije
tog prostora.
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Dimenzija i baza prostora

Najvedi broj linearno nezavisnih vektora u nekom vektorskom prostoru zove-
mo dimenzijom tog prostora.

Ako je n dimenzija prostora V, tad svaki skup aj,...,a, od n linearno
nezavisnih vektora nazivamo bazom vektorskog prostora.

Ova su dva pojma isprepletena: ako znamo dimenziju, znamo koliko linearno ne-
zavisnih vektora sadrZi baza i obrnuto. Taj je broj jednoznac¢no odreden; tj. ne\ovisi o
mogucem izboru razli¢itih baza, Sto ovdje neCemo dokazivati.

Primjer 1. Prostor V' vektora na pravcu dobiven je/tako da se za vektor a # 0

promotre svi vektori oblika
{Aa: 1 € R}.

Vidimo da je V! = L(a). Svaka dva-vektora iz V' su linearno zavisna: jedan je
visekratnik drugoga. Zato je najveci broj nezavisnih vektora u prostoru V' jednak 1; i
to je upravo dimenzija prostora~V . Svaki nenul-vektor ¢ini bazu tog prostora.

Primjer 2. Sa V2 oznacavamo dvodimenzionalni vektorski prostor: to je prostor
u kojemu su najvi§e dva vektora linearno nezavisna.

Neka su aj i abilo koja dva nekolinearna vektora. Tad su oni linearno nezavisni
i svaki'tre¢i vektor prostora V2 moZe se izraziti u obliku linearne kombinacije vektora
ay i ay. Zato je

V2 = L(a],az) = {a = Aa; +la: )\,1,)\,2 S R}.
Vektori a; i a, Cine bazu.

Primijeti da bazu ovoga prostora €ine i bilo koja druga dva linearno nezayisna
vektora.

Ako vektor a napiSemo preko linearne kombinacije vektora a; 4" ay, tad kazemo
da smo vektor a rastavili u komponente po vektorima a; i a; .

Iskazimo sad u obliku teorema jednu jednostavnu ali vaznu tvrdnju koju zadovo-
ljavaju vektori prostora V2. Student ée primijetiti da ¢ analogne tvrdnje vrijediti i za
bilo koji vektorski prostor.

Teorem 1. Neka su a; i a, linearno nezavisniy, Prikaz vektora a € V2 u obliku
a= Ma] =+ )\,232 (2)
Jje jednoznacan, tj. skalari Ay i Ay sit jednoznacno odredeni.

Dokaz. Pretpostavimo'da se @ moze napisati u obliku (2) na dva nacina:
a=Aa; + ha, = Hia; + Upas.
Odavde bi slijedilo
(11 — Lll)a1 + ()uz — [,lz)az =0.

Bududi da su a;,a, linearno nezavisni, zakljuéujemo da mora vrijediti A; = y; i

A=
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SI. 1.7. Rastavljanje vektora a € % po kompo-
nentama ay,ay geometrijski se realizira projici-
ranjem vektora a na vektore ay i ay. Takav je
rastav jedinstven. Sto ako vektor a € V2 Zelimo
rastaviti po komponentama ap,ap,a3 ? Kako se
tad moZe realizirati taj rastav? Mora li on biti
Jedinstven?

Primjer 3. Prostor V3 trodimenzionalni je prostor. Njegovu bazu ¢ine bilo koja tri
nekomplanarna vektora. Svaki drugi vektor moze se prikazati u obliku njihove linearne
kombinacije. Zato je

V3= L(al,az,a3) = {a = Ma; +Ahay - Laz A, b, A3 € R}

KaZemo jos da se svaki vektor a moZe rastaviti u komponente u smjerovima vektora
aj, ap, as. Taj je rastav jedinstven!

Primjer 4. Tocka C dijeli'duZinu AB u omjeru A : 1,
d(A,C):d(C,B)=A:1.

. . .| . . .. e . -
Prikazimo vektor OC' kao linearnu kombinaciju vektora OA i OB .

Sl 1.8. Radijus-vektor tocke koja
dijeli duZinu u zadanom omjeru. o

— — — —
RjeSenje. Vrijedi |AC| = A|CB|\i zato"AC = A CB jer ovi vektori imaju isti
nosac i orijentaciju. Zato je
— — — - — — — —
OC = OA + AC ='0A +ACB = OA + A(0B — OC)
i odavde
0¢ — ——0i + 05
A+l A+1 777
Ozna¢imo ¢ =.1/(A 4+ 1). Vidimo da se radijus-vektor svake to¢ke T koja leZi na
duZini AB moZe prikazati u obliku

— — —
OT =t0A + (1 —1)OB
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gdje je ¢ skalar, 0 <r < 1.
Specijalno, ako je tocka C poloviste duzine AB, tada vrijedi

— 1 — —
OC = 3(0A + OB).

Primjer 5. Neka je T po volji odabrana tocka unutar trokuta ABC. Pokazimo da
postoje tri skalara Ay, Ay, A3, 0 < A; < 1,takvadaje Ay + A, + A3 =11

— — — —
OT =4 0A +1,0B +1;0C.

RjeSenje. Neka je D presjecna tocka pravca kroz

C
A i T sa stranicom BC. Prema Primjeru 4, radijus-
—
vektor OT tocke T moZemo napisati u obliku
— — —
OT =tOA + (1 —1)OD D
— — — A
=1t0A+ (1 —1)(sOB+ (1 = 5)0C)
— — —
=1t0A+ (1 —£)sOB+ (1.~ 1)(1 —s)OC. B
Stavimo 1o)
A=t SI. 1.9. Radijus-vektor tocke
’ T unutar trokuta je konveksna
p = —1)s ombinacija radijus-vektora
A= (1 —1)s, kombinacija radijus-vek
2 ( | t) ( | s) njegovih vrhova.
3= (1 - — ).

Tada vrijedi 0 < A; < 1 i
M+th+4h=t+1—-0)s+(1—-0)(1—-35)=1
Sto dokazuje tvrdnju.

1.2. Koordinatni sustavi i kanonska baza
Y <. . * <o S |

Koordinatni sustav u ravnini. Neka su a; ia; dva nekolinearna vektora u ravni-
ni sa zajednickim hvati$tem u tocki O .\Tocku O-nazvat cemo ishodiStem koordinatnog
sustava. Trojku (O, a;,a;) nazivamo koordinatni sustav u ravnini. Vektori a; i a,
odreduju dvije koordinatne osi: pravee koji prolaze ishodiStem i nosaci su vektora a;
iap (sl 1.10.)

—
Svakoj tocki T u tej ravnini jednoznacno odgovara radijus-vektor OT . Njega
pak moZemo rastavitispo bazi a; , ‘a, i vrijedi

—
OT = xja; + xa;.
Timejje polozajtocke T opisan parom skalara (x,x;). Nazivamo ih koordinate tocke
T.u sustavu (O, a;,ay).
Geometrijski, koordinate tocke 7 odreduju se njezinim projiciranjem na koordi-
natne osi. Projekcija se vrsi u smjeru druge koordinatne osi.
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Sl. 1.10. Koordinatni sustav ne
mora nuzZno biti pravokutan: sva-
ka dva nekolinearna (Citaj: line-
arno nezavisna!) vektora odreduju
svoj koordinatni sustav. Koordina-
te tocke jednake su komponentama

—
radijus-vektora OT .

Koordinatni sustav u prostoru. Neka je O istaknuta toc¢ka u prostoru. Analogno
gornjem, svaka tri nekomplanarna ( = linearno nezavisna!):vektora a;, a,, a3 odreduju
koordinatni sustav (O;a;,ay,a3).

Za zadanu tocku T nije jednostavno-odrediti\njezine koordinate: potrebno je

—
rastaviti vektor OT u linearan spoj vektora a;, a; i as.

—_— —

Izbor baze omogucava nam da operacije s vektorima prevedemo na operacije s njihovim koor-
dinatama u toj.odabranoj bazi. Prisjetimo se ve¢ dokazanih svojstava:

e svaki je vektor linearna kombinacija vektora neke baze
e taj je prikaz jednoznacan.

Neka je (O;aj,ay,a3) zadani koordinatni sustav. Trojka aj,ap, a3 ¢ini bazu prostora V3.
Prikaz bilo kojeg vektora a u toj bazi je jednoznacan. To znaci da postoje jednoznacno odredeni
skalari x1,xp,x3 takvi da vrijedi

a = xja; + xpap + x3a3.
Tako vektoru a moZemo pridruZiti uredenu trojku (x1,x,,x3), odnosno, moZemo pisati

X1
ar— | xp
X3

Time je vektoru a € 1% pridruZen vektor-stupac prostora R>.

Ovo pridruZivanje ¢uva vektorske operacije. Zbroju vektora iz V3 odgovarat ¢e zbroj vektor-
-stupaca u R3. Isto vrijedi i za umnoZak skalaraii vektora.

Matematickim rje¢nikom kazano, prostori V3 i R® su izomorfni. Izomorfni prostori nisu
identi¢ni — oni sadrZe razli¢ite objekte. ‘Medutim, njihova su svojstva i ponaSanje identi¢ni pa ih
moZemo u mnogim sluéajevima. poistovjetiti.

Primijetimo_jo§ da ovo pridruZivanje ovisi o izabranoj bazi. Jedan te isti vektor u razli¢itim
bazama ima-razlic¢ite komponente, zato ¢e mu odgovarati razli¢iti vektor-stupci prostora R3.

U svakomrkonkretnom fizikalnom problemu korisno je odabrati bazu u kojoj ¢emo prikazivati
vektore jer se time racun s vektorima svodi na racun s njemu pridruZenim koordinatama u prostoru
R Koja'je baza pri tom najprikladnija? Izbor baze najce$ée ovisi o karakteru problema koji
pokusSavamo predociti. Medutim, u najveem je broju slucajeva najprikladnija tzv. kanonska baza i
odgovarajuéi Kartezijev koordinatni sustav koji ¢emo sad opisati.
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B Kanonska baza NN

Medu svim moguéim bazama prostora V* izdvojit éemo jednu naroito podesnu
za prikazivanje vektora.

Kartezijev pravokutni koordinatni sustav ¢ine tri medusobno okomite osi:
e (Ox —os apscisa
e (y —os ordinata
e (z - os aplikata.

SI. 1.1. Tockama E;, E,, E3 na koordinat-
nimyosima odgovaraju jedini¢ni vektori i, j, k.
Koordinate (x,y,z) tocke T jednake su kompo-

—
nentama vektora OT u rastavu po bazi i, j, k.

Taj se rastav odreduje okomitim projiciranjem na
koordinatne osi.

Zajednikatocka O ovih osi je ishodiSte koordinatnog sustava. Izdvojimo to¢ku na
jedini¢nojwudaljenosti od ishodiSta na svakoj od ove tri osi i pridruZimo joj odgovarajuci
radijus-vektor.

——
e Tocki E; = (1,0,0) odgovara radijus-vektor i = OE] .
e Tocki E, = (0,1,0) odgovara radijus-vektor j = 55 .
e Tocki E3 = (0,0, 1) odgovara radijus-vektor k = 5]?3 .

Po ovoj konstrukeiji, Kartezijev sustav je zapravo sustav/(O;1, j;k) odreden to¢-
kom O i trima vektorima 1i,j,k. Trojku vektora (i,j,k). nazivamo kanonska baza
prostora V3.

—_— —

Kako izgleda rastav nekog vektora uitoj-bazi? Krenimo s radijus-vektorom bilo
koje tocke T'(x,y,z). Za njega oceyidno vrijedi

—>
OT =xi+yj+ zk.

—
Prema tome, koordinate tocke 7 odreduju komponente vektora OT u rastavu po
kanonskoj bazi.

Neka je sad'a zadani vektor. Njega takoder mozemo napisati kao linearnu kombi-
naciju vektora kanonske baze. Pritom obic¢no koristimo zapis:

a=a,d+a,j+ak.
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Kako se racunaju koeficijenti ay, ay,a;? Neka su A(xi,y1,z1) i B(x2,y2,22) ko-
ordinate njegove pocetne i zavrsne tocke. Taj se vektor moZe napisati preko radijus-
-vektora tih to¢aka na nacin

— —
a=0B—-0A
= (%2 + y2J + 22K) — (x1i + y1j + 21K)
= (2 —x)i+ (2 —y)j+ (2—2)k
Prema tome, vrijedi

ay = X2 — X1, ay =Y2 — V1, a, = 22 — 21+

Primjer 6. U pravokutniku OABC s vrhovima.O0(0,0)+°A(3,0), C(0,4) povuce-

ne su spojnice OM, ON vrha O s polovistima™M i N stranica AB, BC. Rastavimo

vektor OB po komponentama u smjerovima vektora OM i ON .

Rjesenje. Zbog komplanarnosti ‘vektora c N B
. - - . . . . .
OM , OB, ON ,postoje skalari ¢ is takvi da je

— — —
OB =tOM + sON .

Odredimo ih: Vrijedi M
—
OB = 3i + 4j,
—
OM = 3i +2j,
o A
—_— 3
ON = Ei + 4j SL 1.12.

i mora vrijediti
3
3i+4j =131+ 2j) + <§i+4j> .

Dakle, 3 = 3¢ + %s i4=2t+4s. Odavde je t =.s5.= % . Prema tome traZeni rastav
. = ey ) =2
je OB =50M + 50N .

Primjer 7. Zadani su vrhovi/A(1;—-2,3)+-B(3,2,1), C(6,4,4) paralelograma
ABCD . Odredimo koordinate vrha.D.

Rjesenje. Da bismo nasli koordinate vrha D, trebamo naci radijus-vektor 0—>D .
Vrijedi
— —> —> — — — — —
OD =0C+CD=0C+BA=0C—-0B+ 0A
= (61 +4j + 4k) — (3i +2j + k) + (i — 2j + 3k) = 4i + 6k.
Dakle, D(4,0,6).
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B Orijentacija ravnine i prostora |

Opisana konstrukcija Kartezijeva sustava nije potpuno precizna. Krenuvsi od tri medusobno
okomite o0si, u moguénosti smo odabrati poredak jedini¢nih vektora na njima na dva bitno razlicita
nacina.

Sli¢no se dogada i u jednostavnijoj situaciji u ravnini. OpiSimo stoga najprije moguce orijen-
tacije ravnine.

Neka su zadane dvije medusobno okomite koordinatne osi. Prvi vektor i odabetimo.na bilo
kojoj od koordinatnih osiju i s po volji odabranom orijentacijom. Izbor vektora j na'drugoj osi
odreduje tad orijentaciju ¢itavoga sustava.

e Ako vektor j odaberemo tako da se rotacijom vektora i za 90° u pozitivaom smjeru on prevodi
u vektor j, tad kazemo da je sustav (O;1,j) pozitivno orijentiranli desni sustav.

e Ako vektor i moramo rotirati za 90° u negativnom smjeru da’bi se,poklopio s vektorom j, tad
kaZzemo da je sustav (O;1i,j) negativno orijentiran ili lijevi sustav.
Pritom po dogovoru smatramo pozitivnom rotacijom/onu kod koje je’smjer okretanja suprotan
onome kod kazaljki sata.

SI. 1.13. Od dva sustava na slici jedan je
pozitivno, drugi negativno orijentiran.

Kako ¢eizgledati orijentacija u prostoru? Prvi vektor i odaberimo na bilo kojoj od koordinatnih
osijuy. drugi vektor j takoder. Sustav (O;1,j) tako dobiven u prostoru nema nikakve orijentacije, nju
¢e odrediti tek izbor treceg vektora.

Za izbor treceg vektora k na trecoj osi ostaju dvije bitno razli¢ite moguénosti. MoZemo oda-
brati jedan od dvaju medusobno suprotnih smjerova. Dvije razli¢ite mogucnosti izbora vode nas.do
dva medusobno razli¢ito orijentirana sustava (sl. 1.14).

Sl. 1.14. Dvijessu~mogucnosti za
izbor pravokutnih koordinatnih sus-
tava. Sustavi na slici\suprotno su
orijentirani.. Sustav nacrtan des-
no-nas _je standardni koordinatni
sustay koji nazivamo desni sustav.
Sustav. lijevo je njegova zrcalna
slika, on predstavilja lijevi sustav.

Da bismo ih razlikovali, nazivamo ih‘imenima desnii lijevi koordinatni sustav. Desnim naziva-
mo onaj kod kojeg vektor i gleda u smjeru srednjaka, vektor j u smjeru palca, a vektor k u smjeru
kaziprsta desne ruke. Alternativng, desnisustav,je onaj kod kojeg je ravnina (O;1,j) gledana iz vrha
treceg vektora K pozitivno orijentirana.

Ta su dva sustaya, (matematicki)cpotpuno ravnopravna. Medutim, uobicajeno je da se sve
formule i razmatranja vrse'samo ujednom sustavu. Pritom se dogovorno odabire desni sustav.
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1.3. Skalarni umnozak

Kut medu vektorima. Smatrat ¢emo da je pojam
kuta medu vektorima jasan: to je manji (po apsolutnom
iznosu) od dvaju kutova koji zatvaraju zadana dva vekto- b
ra (translatirana u zajednicki pocetak). Oznacavat ¢emo
gasa @ = J(a,b). Prema tomu, kut moZe poprimiti

vrijednost 0 < ¢ < 7. )

a

Sl 1.15. Kut medu dvama
vektorima

Skalarni umnozak

Neka su a, b zadani vektorii @ = J(ayb). Skalarni umnozak (produkt)
vektora a i b definira se na nacin

a-b := |a| |b| cos¢. (3)

Time je definirano preslikavanje - s produkta V x V u polje realnih brojeva
(skalara) —=skalarni umnozak vektora je realni broj. Odatle i ime ovom umnosku.

Ako je jedan od vektora a ili b jednak 0, tad je njihov skalarni umnoZak po
definiciji jednak nuli. Ta ¢injenica, strogo govoredi, ne slijedi iz (3), jer u tom slucaju
kut @ medu vektorima nije definiran.

Definicija (3) ima za posljedicu i formulu

la? =a-a. C))

Takoder, za okomite ¢e vektore biti a-b = 0, jer je cos /2 = 0. Obratno, ako
je a-b =0, tad moZemo zakljuciti da je barem jedan od vektora aiili b jednak nuli, ili
pak kut medu njima iznosi ¢ = /2, tj. vektori su okomiti:

— —
Projekcija vektora na vektor. Neka su zadani vektori a = OA i b = OB.
Projicirajmo ortogonalno to¢ku B na pravac OA i ozna¢imo projekciju sa B’ . Vektor

.
OB’ naziva se (vektorska) projekcija vektora-b na vektor a i oznaCava sa b, (sl
1.16). Ocevidno je

b,= |b| cos pa.
Bududi da je aya = |a|yskalarni umnoZak moZemo napisati na nacin
a-b=>b,-a
isli¢no,zamijenimo li uloge vektora a i b,

a-b=ay-b.
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2

b, a
SI. 1.16. Projekcija vektora na vektor

Skalarnu veli¢inu |b| cos ¢ nazivamo skalarna projekcija vektora b na'vektor
a i oznaGavamo sa 7,(b). Prema tome, skalarni produkt moZemo napisati i na nacin

a-b = |a| my(b) = m,(a) |b].

Navedimo sad ponaSanje nove operacije - prema ve¢prije definiranim: zbrajanju
vektora i mnoZenju vektora skalarom.

Svojstva skalarnog umnoska

Skalarni umnozak ima sljedeca svojstva:

S1 a-a>0,/ ara=0<%= a=0 (pozitivhost)

Sy A(aib) =(1a),b=a- (Ab) (homogenost)
S3 a-b=b-a (komutativnost)
Sy a-(b+cy=a-b+a-c (distributivnost)

Ova svojstva omogucavaju nam da izraze sa skalarnim produktom ‘sredujemo’ na
‘prirodan’ nacin:
(2a+b)-(3a—2b) = (2a)- (3a) + b - (3a) — (2a) - (2b) + b - (—2b)
=6a-a+3b-a—4a-b—2b-b
=6a-a—a-b—-2b-b.
(Neki su koraci ubrzani!)
Svojstva (S1)—(S3) slijede po definiciji. Za dokaz svojstva_(5,), pogledajmo sl.
1.17 i iskoristimo svojstva vektorske projekcije:
a-(b+c¢) = |a| m(b+ c) =\|a| (mab + me)
= |a|mb +/]ajmec=a-b+a-c.

T (b) T (c) a

SI. 1.17. Distributivnost skalarnog umnoska
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Primjer 8. Izvedi vektorskim ra¢unom kosinusov poucak.

Rjesenje.  Orijentirajmo vektore stranica u

trokutu kao na sl. 1.18. Tada je ¢ =a — b i zato <
lcP=c-c=(a—b)-(a—Db) !
=la?+b*—2a-b b N
= |a]* + |b|* — 2|a||b| cos .
A ¢ B
SL 118

Primjer 9. Dokazi da su dijagonale romba medusobno.okomite.

Rjesenje. Oznacimo vektore stranica i dija-
gonala romba kao na sl. 1.19. Vrijedi |a] =\|b| i
e=a+b,f=Db—a.Zatoje

e-f=(a+b) - (b—a)
=a-b—-ata+b-b-—-ba
= <la® + b =0

istogae Lf.

B Skalarni‘umnozak u koordinatnom sustavu [ R EGIGIGNGNGNGNGNGEEEEEE

Neka je i,j,k kanonska baza prostora V. Cine je medusobno okomiti vektori
jedini¢ne duljine, pa za njihove skalarne umnoske vrijedi

i-i=1, jii=1 k-k=1,
i-j=0, i k=0, k-i=0.
Zgodno je prikazati ove umnoske u sljedecoj tablici mnoZenja

SI 1.19.

i j k
il 0 0
jl|0o 1 0
k|0 0 1

Svaki se vektor moZe na jednoznacan nacin‘prikazati preko vektora baze. Zato,
ako je

a = a '+t agj + ak,
b = bii +b,j + bk,

tad za njihov skalarni umnozak dobivamo'(koristeci svojstva skalarnoga produkta i gore
napisanu tablicu)

a*b = (a.d+ a,j+ ak) - (byi + byj + b k)
=abd-i+abyi-j+abi-k
+aybyj i+ aybyj-j+aybj-k
+abk-i+abk-j+abk- -k
= acb, + ayb, + a:b..
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Racunanje skalarnog umnoska

Skalarni umnozak dvaju vektora
a = a,d+ a,j + ak, b = b.i+ byj + bk
racuna se formulom

a-b=ab,+ab,+ab,. (3)

Primijetimo da je ovaj izraz uskladen s umnoSkom vektor-retka,ivektor=stupca;

ako je
ax by
S
aZ bZ

tad je skalarni umnozak vektora jednak umnosku

by
lay ay ax) {by].

Z

Ako poistovjetimo vektor prostota V> s njemu pridruZenim vektor-stupcem u R?, tad
skalarni produkt a -th moZemo-pisati i na na¢in a'b. Taj je zapis &est, pogotovo u
tehnickoj literaturi.

Duljina.vektora. Skalarni produkt vektora sa samim sobom daje kvadrat duljine

vektora. Zato je
a| = \/ai + a3 +a2.

Kut izmedu vektora. Ako su vektori zadani svojim komponentama, tad\smo u
mogucnosti izracunati skalarni produkt direktno i s pomodu njega kut izmedu dyaju

vektora:
a-b axb, + ayby + a:b,

b| — '
[af [b] \/a§+a§+ag\/b§+b§+bg

cos @ =

Primjer 10. Zadani su vektori a = i + j + 2k;b = i — j=4k. Odredimo a,
projekciju vektora a u smjeru vektora b.

o 1
Rjesenje. ~ Vrijedi a, = (a-b)b = W(a-b)b. b2 =1+1+16 =18 i

ab=1-1+8=8paje ay = $(i—j+4k) = 5i — 5j + k.

Primjer 11. Odredimo vektor b koji je kolinearan s vektorom a = 2i — j + 2k i
zadovoljava uvjet.a- b = —18.

Rjesenje.  Vektor b moramo potraziti u obliku b = Aa. Mora biti —18 =
Alara=A(4+1+4) =94 paslijedi AL = —2. Dakle, b = —4i + 2j — 4k.
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1.4. Vektorski umnozak

Vektorski umnozak

Vektorski (ili vanjski) umnozak (produkt) vektora a i b je vektor a, x b.
sa sljedecim svojstvima:

(Er)  |axb|=la] |b|[sing|.

(Ez) a x b je okomit na vektor a i na b.

(E3) Trojka (a,b,a x b) &ini desni sustav.

Ako je jedan od vektora nul-vektor, vektorsKi je umnoZzak-po definiciji i sam jednak
nul-vektoru. To je u skladu sa svojstvom..(E; ).

Ako su vektori a i b kolinearni, tad je, po uvjetu E; njihov vektorski produkt
jednak 0 (nul-vektoru). (Preostala dva uvjeta vise nisu bitna.)

Obratno, ako je a x b =0, tad mozemo zakljuciti, ponovno po istome uvjetu, da
vektori a i b moraju biti kolinearni,ili je pak jedan od njih jednak nul-vektoru.

b

Sl 1.20. Trojka a, b, axb ¢ini
desni sustav.

Geometrijska interpretacija. Apsolutna vrijednost vektorskoga produkta a X b
jednaka je povrS§ini paralelograma $to ga zatvaraju ta dva vektora. Ta se.€injenica moZze
iskoristiti u elementarnoj geometriji.

Na osnovu same definicije moguce je dokazati sljedeca temeljna svojstva vektors-
koga umnoska:

Svojstva vektorskog umnoska

Teorem 2. Vektorski umnoZak-ima'svojstva

1) axb=-bxa, (antikomutativnost)
2) (Aa)xb=A(axh), (homogenost)
3) (a+b)xc=axc+b xe (distributivnost)

Syostvo 1).posljedica je zahtjeva da trojka (a, b, a x b) &ini desni sustav. Svojstvo
2).Jagano se provjerava, promatrajuci posebno pozitivne i posebno negativne vrijednosti
za A~ Svojstvo 3) je netrivijalno i bazira se na geometrijskoj interpretaciji vektorskoga
produkta i svojstvu distributivnosti za vektorsku projekciju. Mi se ne¢emo sad upustati
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u detalje dokaza ve¢ ¢emo ih navesti u dodatku ovome poglavlju. Ova su nam pak
svojstva nuzna da odredimo prikaz vektorskoga umnoska u Kartezijevu pravokutnom
sustavu.

Primjer 12. Neka su m i n jedini¢ni vektori koji zatvaraju kut od 45° . Odredimo
povrSinu paralelograma s dijagonalama e = 2m — n, f = 4m — 5n.

Rjesenje. Povrsina paralelograma iznosi
P = |a| |b|sin X(a,b) = |a x b|.
Buduéidaje e=a+b, f=—a+b, vrijedi a = %(e—f), b= %(e—i—f).

1 1
axb:Z(e—f)><(e+f):Z(e><e*f><e+e><f—f><f)

1 1
ziexf:E(Zm—n)me—Sn)

1
:E(Smxm~10m><n—4n><m+5n><n)

1
:§(IOn><m—4n><m):3n><m.

32

Odavde P = 3|n x m| = 3sin45° = 3

B Vektorski umnozak u koordinatnom sustavu | G EGEGIGINGEEEEEN

Na temelju definicije u mogucnosti smo napraviti tablicu mnozenja za vektorski
umnozak. Vrijedi (uvjerite se u to!)
ixi=0, ixji=0, kxk=0,
ixj=k, jxk=i, k xi=j,
jxi=-k, k x j= —i, ixk=—j
ZapiSimo te vrijednosti u tablicu mnoZenja vektorskog umnoska:
X | i j k
i 0 Tk —j
il -k 0 i
k ju =i 0
Izra¢unajmo sad kako se racuna vektorski umnozak dvaju vektora zadanih svojim
komponentama u kanonskej bazi, koristeci svojstva navedena u teoremu.
ax b= (ad+a,j+ ak) x (bd + byj + bk)
= acbd x i+ acbyi x j+abixk
+aybyj x i+ aybyj x j+aybj x k
+abk xi+abkxj+abkxk
= (ayb; — a;by)i+ (a;b, — a.b,)j + (ab, — a,b,)k.
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U ovoj formuli moZemo uociti ciklicko mijenjanje indeksa. No, da bismo je za-
pamtili, primijetit ¢emo da ovaj izraz nalikuje rastavu determinante treega reda. Zaista,
nastavljajuci gornju formulu mozemo je napisati u sljedecem obliku.

Racunanje vektorskog umnoska

Vektorski umnozak dvaju vektora
a = ad+ a,j + ak, b = b,i+ byj + bk
racuna se formulom

i 4k
axb=|D %i_|% %5 %Dk _la N a\ (6)
by b. by b, by by 3R 5

Pritom nas ne smije smetati $to se u prvome retku ove determinante nalaze vektori.
S njima moZemo postupati i determinantutacunati onako kako smo dosad naucili, stoga
$to su definirane sve operacije zbrajanja 1'mnoZenja koje pritom mogu nastupiti.

Primjer 13. Vektorski umnozak vektora a = 2i—3j+k i b = —i+j — 2k iznosi

il ok B
2| =3\ i—‘_zl _12‘j+‘_21 13‘
L2

axb= k =5i+3j— k.

1 -2

:‘—3 1

Primjer 14. Odredimo povrsinu P i visinu vg spuStenu iz vrha B u trokutu ABC
s vrthovima A(1,-2,8), B(0,0,4), C(6,2,0).

Rjesenje. Vrijedi
AB=(0— )i+ (0+2)j+ (4—8)k=—i+2j—dk,
AC = (6 — )i+ (2+2)j + (0 — 8)k = 5i +4j —8k.

Zato je

1 1| 1 kg
P=2|AB x AC| = || —1 2 —4]| £ | > 28j — 14k| = 72j + K| = 7V/5.

2 2] 548 2

. 2P — . 2

Jos trebamo vp = ——. |AC| =&/5% + 42 + 82 = /105 paje vg = 5’/2]'

|AC
—‘—

Formula (6) u nekim se udZbenicima moze pronaci kao definicija vektorskoga
umnog$ka. Razlog tomu je Sto se vektorski umnozak zaista najceSce racuna za vektore
zadane u komponentnom prikazu. Nadalje, krenuvsi od upravo te formule lako je do-
kazati klju¢na svojstva iskazana teoremom 2. LoSa strana ovoga pristupa je u tome $to
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tek treba uspostaviti vezu izmedu ove algebarske definicije i geometrijskih svojstava
vektorskoga produkta s pomocu kojih smo ga mi definirali.

Alternativni dokaz teorema 2. Prvo svojstvo je posljedica toga Sto determinanta
pri zamjeni dvaju redaka mijenja predznak:

i j k ij k
bxa=|b, by b;|=—|a, a, a;|=—axb.
ag ay a; by b, b,

Drugo svojstvo slijedi iz nacina na koji se determinanta mnoZi.s brojem:

i j ok i j ok
(Aa) x b= |Aa, Aay Aa;| = A|a, ay, a;| =A(axb).
b, by, b. by by b.

Na slican se nacin, koristeci rastav determinante na'zbroj dviju, dokazuje i trece
svojstvo ' .

1.5. MjeSoviti umnozak
. S

Mjesoyitim umnoskom triju vektora a, b i ¢ nazivamo umnoZak tipa (axb)-c.
Taj je produkt skalarna veli¢ina.

Qdredimo formulu za mjeSoviti umnozak vektora zadanih u Kartezijevim kompo-
nentama. Neka je

a=adi+a,j+ak,
b = b,i—+b,j+ bk,
¢ =cd+cj+ck
Koristenjem formule za vektorski i skalarni umnozak dobivamo
(ax b)-c=[(ayb; — a:by)i + (a:bx — axb,)j + (axby — ayb K} [ + ¢)j + ¢z
= (ayb; — a;by)cy + (a;by — acb;)cy +A(akby —ayby)ce

a, ay a
by by b, |. (7)
Cx Cy C;

Mjesoviti umnozak jednak je determinanti kojoj su redci komponente pojedinih vektora.

—_— —

Iskoristit ¢emo ovaj prikaz i svojstva determinata da izvedemo neobi¢no svojstvo
mjeSovitog umnoska. Pogledamo 1i dobivenu formulu unatrag, vidimo da je mjeSoviti
umnoZak u poretku (a x b) - ¢ dobiven tako da je determinanta razvijena po treéem

! Citatelj mora vidjeti kako, strogo govoredi, teorem 2 ovim nije dokazan. Naime, algebarski prikaz vektors-
koga produkta je izveden koriStenjem istih svojstava koja se naknadno dokazuju s pomocu tog prikaza.
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retku i potom rezultat interpretiran kao skalarni umnozak. Medutim, za determinante
vrijedi sljedece:

ax ay a; Cx Cy C by b, b,
by by by | =|ax ay a;| = |cx ¢, ¢ |
Cx Cy C by by b, a, ay a;

To znaci da ¢e za mjeSoviti umnoZak vrijediti:
(axb)-c=(cxa)-b=(bxc)-a.
Ove formule iskazujemo rijeima:

o MjeSoviti umnoZak ne mijenja vrijednost ciklickom zamjenom vektora:

Nadalje, ako zamijenimo prva dva vektora, tad zbog antikomutativnosti vektor-
skoga umnoska (ili zamjene dvaju redaka u determinanti!) slijedi

(axb)-c=-=(bxa)-c

i sli¢no za preostale dvije ciklicke permutacije desne strane.

Ova svojstva upuéuju da je-opravdano zamjeSoviti produkt uvesti oznaku [a, b, ¢]
koja sugerira kako je svejedno na koja éemo mjesta staviti operacije skalarnoga i vektor-
skoga mnoZenja:

[a,b,c]=(axb)-c=a-(bxc).
Tako vrijedi
[a;b,¢] = [b,c,a] = [c,a,b] = —[b,a,c] = —[a,¢,b] = —[¢, b, a].
Geometrijska interpretacija. Naka su a, b, ¢ tri zadana nekomplanarna vektora.
Napisimo njihov mjeSoviti umnozak u obliku
[a,b,c] = (axb)-c.
Apsolutna vrijednost tog umnoska je jednaka
[a.bc]| = [a x b| - [¢] - cos y

pri ¢emu je Y kut koji zatvaraju vektori ¢ i a X b (sl. 1.21).

axb

SI. 1.21. MjeSoviti produkt jednak je obujmufa- v
ralelepipeda razapetog vektorima a,b,c.. Zato

Je i vrijednost determinante treega reda jedna- b
ka obujmu paralelepipeda koji razapinjuu vektor-
-redci (ili vektor-stupci!). a

Apsolutna vrijednost vektorskoga produkta |a x b| jednaka je povrSini paralelo-
grama koji razapinju ta dva vektora. UmnoZzak |c| cos v odgovara projekciji vektora
c'na 0s okomitu na taj paralelogram: to je upravo visina paralelepipeda koji razapinju
vektori a, b, ¢. Zato je apsolutna vrijednost toga skalarnoga produkta jednaka obujmu
paralelepipeda.
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MjeSoviti produkt, determinanta i orijentacija baze. Primijetimo da je mje-
Soviti produkt pozitivan ako vektor ¢ zatvara Siljasti kut s vektorom a x b. No, to
upravo znaci da trojka a, b, ¢ ¢ini desni sustav. Ovaj kriterij nam moze posluZiti i za
strogu definiciju orijentacije baze u vektorskom prostoru V3 : baza a, b, ¢ je pozitivno
orijentirana (tj. trojka a, b, ¢ Cini desni sustav) ako je vrijednost

ax ay a,
[a,b,c] = | by by b,
Cy Cy C
pozitivna. Ako je ta determinanta negativna, odgovarajuca baza je negativno orijenti-
rana ili lijeva.

>~ W . >
1.6. Rastav vektora po bazi
. WY AN Y S Y

Neka je a, b, ¢ bilo koja baza u.prostoru V3. Da bismo odredili komponente vektora d u toj
bazi, moZemo postupiti na sljede¢i nacin. NapiSimojednakost

d = aa+ b+ ye.

Da bismo odredili traZene komponente o, 3, v, sve ¢emo vektore prikazati u kanonskoj bazi i, j, k.
Nakon toga ¢emo izjednaciti odgovarajuce koordinate:

dyi % dyj + dzk S a(axi + ayj + azk) + ﬁ(bxi + byj + bzk) + Y(Cxi + Cyj + Czk)
Odavde dobivamo sljedeci sustav

axo + be + Yy = dx
ayot + by + ¢y = dy
a;a + b + c;y = d;

Ovaj sustav uvijek ima jednoznacno rjeSenje jer su redci matrice linearno nezavisni vektori a, b, ¢ te
je ona regularna. Odavde dobivamo, Cramerovim pravilom

dy by cx

_[d,b,(]
" [a,b,c]’

jer se determinanta ne mijenja transponiranjem. Sli¢no dobivamo
B = [a,d,¢] .. [a,b,d]
[a,b, ]’ " la,b,c]’
@b N)a taj nacin moZemo napisati sljedecuformulu za rastav nekog vektora d po vektorima baze
a,b,c):

[a,d, ] [a,b,d]
[a,b, c] [a,b,c]

_\[d,b,¢]
~ [a,b,¢]

Koordinate vektdra u ortogonalnoj bazi NN

Kazemo daje baza a, b, c ortogonalna ako su svaka dva vektora u njoj medusobno okomita.
Tad jevektor b x ¢ proporcionalan vektoru a iza prvu komponentu u gornjem rastavu vrijedi

[d,b,¢c] d-(bxc) d-Aa d-a
[a,b,c] a-(bxe) a-la |a?

a+
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Na taj nacin dobivamo sljedecu vaznu formulu

Prikaz vektora u ortogonalnoj bazi

Ako vektori (a, b, c) ¢ine ortogonalnu bazu u V3, onda se svaki vektor d prostora V3
moZe prikazati u obliku
d-a d-b d-c
d=—7a+ —b+-—7c¢ 8
e R e \

Postoji mnogo prirodniji nacin za izvodenje ove formule. Taj ¢emo naéin moci poopditi s
trodimenzionalnoga i u viSedimenzionalni prostor, gdje mjeSoviti proedukt gubi svoj smisao.
Ako su vektori a, b, ¢ medusobno okomiti, tad iz relacije

d=oaa+ b+ ye
skalarnim mnoZenjem s vektorom a dobivamo
d-a=aaa+fBb.a+ yc-a.
Zbog ortogonalnosti je b-a =01 c¢-a = 0. Zato

d-a

d-a=qa-a — o= —.
|a|?

Sli¢no se odreduju preostale dvije komponente.

Koordinate vektora u ortonormiranoj bazi. Za bazu kaZzemo da je ortonormirana ako je
ortogonalna i‘ako su svi vektori u njoj jedini¢ne duljine. Primjer takve baze je kanonska baza i, j, k.
Rastay vektora po ortonormiranoj bazi iznimno je jednostavan. Pogledajmo kako izgleda taj rastav
u kanonskoj.bazi, u svakoj drugoj izvod je analogan. Vektor a zapisujemo u bazi i, j, k na nacin

a = axi + ayj + azk. 9
Pomnozimo relaciju (9) skalarno sa i:
a-i=axi-i+ayj-i+ak-i

Vrijedii-i=1, j-i=0, k-i = 0, paodavde zakljucujemo da vrijedi ay = a-i. Slicno dobivamo
i za druge komponente.

Prikaz vektora u ortonormiranoj bazi

Koordinate vektora a = axi + ayj + a;k u ortonormiranoj bazi (i,j, k), ratunaju se
formulama
ay=a-i, ay=a-j, az=a-k
Prikaz vektora u takvoj bazi glasi:
a=(a-i)i+ (a-j)j+ (a k) k (10)

Neka su a, 3, y kutovi koje zatvara vektor a s pozitivnim dijelovima koordinatnih osiju.
Tako npr. vrijedi ax = a-i=\a| cos a teje

a= |a|(cos ai + cos B j + cos Y k).
Specijalno, za jedini¢ni vektor @ imamo
a=cosai+cosfj+cosyk.

Kutovi o, B,y nisu nezavisni, znajuéi dva mozemo odrediti tre¢i. Naime, racunajuci kvadrat
norme gornjega vektora, dobivamo

1 :cosza—i-coszﬁ—i-cosz}/. (11)





