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Temeljni pojmovi koje Zelimo opisatiovomgpoglavlju su algebra dogadaja i vjerojatnost.

Najjednostavnije je pojam dogadaja dovesti ujvezit s stohastickim pokusom. Tako nazivamo
svaki pokus ¢iji ishod nije unaprijed odreden. Taj ishod ovisi o nekim nepredvidivim okolnostima
i stoga je slucajan. Nov¢i¢ bacen uvis padanagednu od svoje dvije strane, na koju — unaprijed ne
mozemo znati. Vrijeme ispravnog radainekog uredaja ne moze se unaprijed predvidjeti.

Ishod pokusa zovemo elementarni‘degadaj. Njih u nekom pokusu moze biti konacno, ali i
beskona¢no mnogo. Kocka ¢e pasti na jednu od Sest svojih strana, a biranje na srecu jedne tocke
unutar, recimo, jedini¢nog keliga ima kao mogudi ishod beskonacno mnogo elementarnih dogadaja.

Pri svakom se pokusu moguyostvariti ili ne razliciti dogadaji. Kocka moZe, na primjer, pasti
na paran ili na neparandrojgHoce Ii se dogoditi neki dogadaj moZemo predvidjeti pridruzujuéi mu
odredenu vjerojatnost. ‘Sto je“dogadaj izvjesniji, njegova ¢e vjerojatnost biti bliza jedinici. Malo
vjerojatni dogadaji imat,cesvjerojatnost blisku nuli.

Racun s degadajimaivjerojatnostima mora se pokoravati izvjesnim zakonima koje ¢emo upoz-
nati u ovom poglaviju.

.y .
1.1. Algebra dogadaja

Elementarne ¢emo dogadaje oznacavati s @. Skup svih elementarnih dogadaja
oznacavamo s Q. Skup Q isam je dogadaj, on se ostvaruje pri svakom ishodu pokusa.
Nazivamo ga stoga sigurni dogadaj. Njegova je suprotnost nemogu¢ dogadaj, koji se
pri realizaciji pokusa nikad ne moZe ostvariti. Ozna¢avamo ga simbolom (). Razliite
dogadaje vezane uz neki pokus oznacavat ¢emo velikim slovima latinicne abecede:
A, B, C.... Oni se sastoje od izvjesnog broja elementarnih dogadaja. To su dakle
podskupovi od Q.
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Primjer 1.1. Bacamo jednu kocku kojoj su strane oznacene brojevima od 1 do 6.
Odredimo elementarne dogadaje i skup Q.

> Elementarni su dogadaji brojevi na koje kocka moze pasti:
o=1, wm=2,..., ws=06.
Skup svih elementarnih dogadaja je
Q=A{w,m,...,0} ={1,2,3,4,5,6}.

U pokusu koji ima samo kona¢no mnogo ishoda dogadaj je bilo koji podskup od Q.
Evo nekoliko dogadaja vezanih uz ovaj pokus:

A = {pao je parni broj} = {2,4, 6},
B = {pao je broj veci od 2} = {3,4,5,6},
C = {pao je parni broj manji od 5} = {2,4}

&kupova. Medu
adaja, 15 dogadaja od

i sli¢no. Razli¢itih dogadaja postoji 26 = 64, jer toliko sk
njima su nemogu¢ dogadaja ), 6 jedno¢lanih (element
po dva elemenentarna, 20 dogadaja s tri elementarna i

Primjer 1.2. Nov¢i¢ je bacen tri puta. onmrbacanju biljezimo je li se pojavilo
pismo (P) ili glava (G). Odredimo Q’‘elementarne dogadaje te nekoliko dogadaja

vezanih uz ovaj pokus. @r
> Elementarnih dogadaja ima o o su

o, = GGG, P, w; = GPG, w; = PGG,
s = GPP, PGP, o; = PPG, wg = PPP,
Va@n). Ovdje smo, kratkoce radi, s GGP oznacili uredenu

za ostale elementarne dogadaje. Siguran dogadaj sastoji se
ntarnih. Evo nekoliko dogadaja vezanih uz ovaj pokus (ukupan

(poredak nabrajanja n
trojku (G,G,P) i
od gornjih os
broj dogadaja
ismo se pojavilo jednom} = {@,, w3, 04},
{pismo se pojavilo u drugom bacanju} = {3, ®s, @;, Ws},
C = {pojavilo se barem jedno pismo i barem

jedna glava}l = {@n, ws, ..., 07},
D = {pismo se pojavilo dvaput za redom} = {@s, @7, wg}. <

Usporedivanje dogadaja NN

Kazemo da dogadaj A povlaci dogadaj B ako iz realizacije dogadaja A slijedi
realizacija dogadaja B. To znali da B sadrZi sve elementarne dogadaje koji ulaze u
dogadaj A. PiSemo A C B, u skladu s zapisom iz teorije skupova. Koristimo takoder i
zapis A = B. Govorimo joS: A je specijalni slucaj dogadaja B, B slijediiz A, A
jesadrzanu B, A je dovoljan uvjet za B, B je nuzdan uvjet za A.
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)

Primjer 1.3. Bacamo dvije kocke. Oznacimo dogadaje

SI. 1.1. Dogadaj A povlaci
dogadaj B

A = {oba broja veca su od 4},
B = {zbroj brojeva na kockama vedi je od 8}.

> Vrijedi A = B, jer je zbroj brojeva koji su veci od 4'8igurno veci od 8.
Obrat nije ispunjen, jer zbroj brojeva moZe biti veci od 8 i kad jedna‘kecka‘padne na,
recimo, 3, a druga na 6. Tad se ostvario B, ali se nije ostvario A" 4

Primjer 1.4. Bacamo dvije kocke. Oznacimo dogadaje:
A = {zbroj brojeva na kockama yeéi j€ od 8},
B = {oba broja veca su od 2 }s

> Sad vrijedi A = B. Naime, zbroj brojevatne moze biti veci od 8 ako oba
broja nisu veca od 2, jer inace najveci zbrej®iznosi, 2 + 6 = 8. Vezu ovih dogadaja
moZemo izraziti joS ovako:

e Da bi zbroj brojeva bio veci od8; 0ba breja nuzno moraju biti veca od 2 (B je
nuzdan uvjet za A).

e Zelimo li da oba broja na kockigbudu veca od 2, dovoljno je da njihov zbroj bude
veéi od 8 (A je dovoljan uvjet za BY). <

X ok ok

Ukoliko vrijedi AyC B\ B.C A, ondakazemodasu A i B ekvivalentni ili jednaki
i piSemo A = B. Ekvivalentni dogadaji sastoje se od istih elementarnih dogadaja.

Suprotnost @Vej, situaciji je ona u kojoj A i B nemaju zajednickih elementarnih
dogadaja.

Dogadaji, A"B su disjunktni, ako se istovremeno ne mogu ostvariti i jedan i
drugi'. Kazemo jos da se A i B medusobno isklju¢uju. Tako na primjer, pri bacanju
kocketsu dogadaji A = {pao je paran broj} i B = {pao je broj 3} disjunktni.

Q

Sl. 1.2. Disjunktni dogadaji

! Nije nuZzno da se ostvari neki od ova dva dogadaja, moguce je dakle da se ne ostvari niti jedan od njih
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Primjer 1.5. Novcié¢ bacamo cetiri puta. Istaknimo sljedece dogadaje:
A = {pojavila su se to¢no tri pisma},
B = {pojavile su se najvise dvije glave},
C = {pojavila se to¢no jedna glava},
D = {ostvario se niz PGGP}.

koji od ovih dogadaja povlace neki drugi, koji su ekvivalentni, a koji se medusobno
iskljucuju?

i Operacije s dogadajima
Neka su A, B dogadaji. Pomocu njih mozemo naciniti nove dogadaje

Unija i presjek dogadaja

Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvario barem jed,
naziva se unija ili zbroj (suma) dogadaja i oznacayd's
B

Dogadaj koji se ostvaruje ako su se ostvarila ja A i B naziva se
presjek ili umnozak (produkt) dogadaja i o vas ANB, AB, A1iB.

B ¢ ANB
. 1.3. Unija i presjek dvaju dogadaja

Primj acamo jednu kocku. Istaknimo dogadaje
A = {pao je parni broj},
nda’je

B = {pao je broj veci od 2}.

A U B = {pao je parni broj ili broj ve¢i od 2}
= {pao je broj vediod 1} = {2,3,4,5,6},
A N B = {pao je parni broj veéi od 2} = {4, 6}.
X 3k sk

Operacije unije i presjeka mogu se definirati i za nekoliko dogadaja. Unija n
dogadaja je dogadaj
A=AIUAU...UA,

koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja A;,... A,.



1.1. ALGEBRA DOGADAIJA

AUA,U..UA, ANAN..NA, &

SI. 1.4. Unija (lijevo) i presjek (desno) vise dogadaja

X,
AlNAN...NA,
koji se ostvario ako se ostvario svaki od dogadaja Ay, ... @

Presjek n dogadaja je dogadaj

Razlika dogadaja. Komplement dogadaia

Dogadaj koji se ostvaruje ako se Ostvatidogadaj A, a da se ne ostvari dogadaj
B, nazivamo razlika dogadaja A 1B
Dogadaj Q \ A nazivamo kg

!;e fom ili suprotnim dogadajem doga-
SAINQO 4
L 4

daja A. On se ostvaruje ako o se A nije ostvario. Oznacavamo ga
sAilis A°.

= |

Sl 1.5. Razlika dvaju do-

gadaja (lijevo) i komple-

ment dogadaja (desno) A\B

Uvjerite se da vrijedi A\B=ANB,A=A.

X ok ok
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Primjer 1.7. Sto se moZe zakljuciti o dogadajima A, B, C za koje vrijedi

1. ABC =A; 2. A+B=A; 3. A+ B+ C=A;
4. A+B=A4A; 5. A+ B =AB; 6. AB=A?

kiciraj gornje situacije Euler—Vennovim dijagramima).
BiACC 2. BCA
AiCCA 4. A=0,B=Q

(S
A
B
B 6. A=Q,B=10.

1NN

>
1.
3.
5. A

0 e Morganovi zakoni

Veza izmedu operacija komplementiranja, unije i presjeka iskazanayje u sljede¢im
formulama:
_ 2

B (1.1)

N
ANB=AUB (1.2)
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:6. De Morganovi zakoni

*

Dokazimo (1
B<— 0¢AUB <— w¢Aiwg¢B
< WEAiwEB < wWEANB.
mulu mozemo pokazati na sli¢an nacin. Medutim, korisno je vidjeti da

i iz prve formule. Naime, kako za svaki dogadaj vrijedi A = A, moZemo

akO = = = =
AUB=po(l.l) =ANB=ANB

te je

U

ANB= AUB.

2|
o]
I

Primjer 1.8. De Morganove zakone moZemo ilustrirati koriste¢i se jednostavnim
modelima serijskog i paralelnog spoja.

1. Serijski spoj. Neka u serijskom spoju dviju sklopki dogadaj A oznacava da je
prva sklopka iskljucena, a dogadaj B da je iskljucena druga sklopka.
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1 / / 2

A B

Veza izmedu toCaka 1 i 2 nece postojati ako se ostvari barem jedan od dogadaja A
ili B:
{ne postoji veza} = A UB.
Veza izmedu tih toCaka postojat ¢e ako se nije ostvario niti dogadaj A, niti dogadaj B
(nema prekida niti na jednoj sklopki):

{ postoji veza} = AN B.

Ova su dva dogadaja komplementarna. Zato vrijedi \ .
AUB=ANB. Q
elno

Dobili smo prvu de Morganovu formulu.

2. Paralelni spoj. Neka su dvije sklopke spojene u p poju
T A
R 2
Onda vrijedi:
{ng posto }=ANB,
ostoji veza} =AUB=ANB. «
) % 3k
De Morgano ni poopcavaju se na uniju i presjek n dogadaja:

AlU---UA,=A N ---NA,,
AN NA,=A,U---UA,.

[ustrirajte ove formule pomocu serijskog i paralelnog spoja n sklopki.

|

Dosada$nji pristup dogadajima i operacijama zasnivao se na intuiciji. Tako smo, na primjer,
presutno podrazumjevali da su presjek i unija dvaju dogadaja ponovo dogadaji. U strogo definiranoj
matematickoj teoriji ovi pojmovi moraju biti vrlo precizno definirani. To je nuzno da bi se izbjegli
moguci paradoksi unutar same teorije. Tako na primjer, potpuno je jasno da su dogadaji podskupovi
skupa Q. Medutim, obratna tvrdnja: svaki podskup od Q je dogadaj, nije uvijek istinita! Opéenito,
postojat Ce situacije kad dogadaji nece biti svi podskupovi od Q.

Da izbjegnemo moguce paradokse, dogadaje emo definirati kao elemente algebre dogadaja:

i Algebra dogadaja
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Algebra dogadaja

Algebra dogadaja je svaka familija .# podskupova od Q na kojoj su defi-
nirane binarna operacija zbrajanja + : .# x % — % i unarna operacija
komplementiranja sa svojstvima

) Qe 7, 0eZ,

2) Ae.F — Ac 7,

3) ABe¥% — A+Be 7.
Elemente algebre .% zovemo dogadaji.

Primijetimo da je bilo dovoljno zahtijevati samo Q € %, jerg
svojstvu 2) on takoder pripada algebri ..

Sto je s umnoskom dogadaja? Ako su A i B dogadaji, onda AW, B pripadaju
algebri .7, pa toj algebri pripada i njihov zbroj A + B. KOH% *
A-B=A+Be Z

Dakle, umnozak dogadaja ponovo je dogadaj.
Isto vrijedi i za razliku dvaju dogadaja, jer za rijedi

A\B=A-B

0 Booleova algebra RN e |
U mnogim se primjenama koris ur@sastavljena od familije .% dvije binarne
operacije + 1 -, unarne operacij lementiranja koja zadovoljava sljedecih devet

svojstava:

1) A+4+B= A-B=B-A

2) (A+B)+@=4+(B+C) (A-B)-C=A-(B-C)

3) 0+ —A‘ QA=A

49 A C)=A-B+A-C A+B-C=(A+B)-(A+0C)

(HAe Z)A+A=Q, A-A=10,
istaknuta elementa. Takvu familiju nazivamo Booleova algebra.

- mogu biti definirane na razlicite nacine. Ako su to operacije unije
menti od .% podskupovi, zakljuCujemo da je algebra dogadaja primjer

mjer 1.9. PokaZi da u svakoj Booleovoj algebri vrijede relacije
1. A+AB=A, 2. AB=A+B,
3. (A+B)(A+B)(A+B)(A+B) =0, 4. A+AB+BC+AC=A+C,
5. AB+AB+A B =AB.
>
1. A+ AB=Ajerje ABCA,ili

A+AB=AA+AB=A(A+B)=A,jerje ACA+B,ili
A+AB=(A+A)A+B)=A(A+B)=A.
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2. Komplementiranjem relacije A+ B=A-B.

3. A+B)(A+B)(A+B)(A+B)=(AA+B)(AA+B) =BB = 0.

4. A+AB+BC+AC=A+BC+AC+AC=A+BC+(A+A)C=A+BC+C =
A+C.

5. AB+AB+A B=AB+A B+AB+A B=A(B+B)+(A+A) B=A+B=AB. «

Primjer 1.10. Uredaj je prikazan shemom na slici. Neka dogadaj A; oznacava
prekid na dijelu i, i = 1,2,3. Odredi izraz za dogadaj

A = {uredaj je prestao s radom},

kao i za dogadaj A.

7 \’
AI
! T Q
.~
Sl 1.7.
> Uredaj prestaje s radom ako se ostvari doga | 1 barem jedan od dogadaja

Ay, A;. Dakle,
@
i po de Morganovim formulama \
A=A (A +A3)@

1.2. Vjerojatnost

||
=
D>|
[38]
2
A

Vjerojathost je preslikavanje P : .% — [0, 1] definirano na algebri dogadaja
%, koje ima svojstva

1) P(Q)=1, P(0)=0 (normiranost),

2) akoje A C B, onda vrijedi P(A) < P(B) (monotonost),

3) akosu A i B disjunktni dogadaji, ondaje P(AUB) = P(A)+ P(B)
(aditivnost).
Broj P(A) nazivamo vjerojatnost dogadaja A .
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B Svojstva vierojatnosti NN

Izvedimo neka dodatna svojstva vjerojatnosti.

Neka je A po volji odabran dogadaj, a A njegov komplement. Onda vrijedi
AUA = Q ipritomsu A i A disjunktni. Zato, po svojstvima normiranosti i aditivnosti
vrijedi

1=P(Q)=PAUA)=P(A) + P(A),
te je P(A) =1 — P(A). Time smo pokazali:

Vjerojatnost komplementa

Za svaki dogadaj A vrijedi P(A) =1 — P(A).

* 3k ok

Pokazimo sad kako se racuna vjerojatnost unije u sl
Presjek dvaju dogadaja ovdje ¢emo pisati kao umnoZa

Vjerojatnost unije

Da dokazemo ovo svoj ogadaj A U B prikazat ¢emo kao uniju dvaju disjun-
ktnih dogadaja:
UB =AU (BA)
(vidi sliku 1.8). Sli¢nogtomeg B moZemo rastaviti ovako
B=ABUBA
i ponovo su d esna disjunktni.

Yo A
\ A '
SL 1.8. Skup AUB moZe

se rastaviti na umju dis-
Jjunktnih sku apova (li gevo)
_ — Slicno vrijedi i za s
AUB=AUBA B=ABUBA (desno)

Po svojstvu aditivnosti vjerojatnosti slijedi:
P(AUB) = P(A) + P(BA),
P(B) = P(AB) + P(BA).



1.2. VIJEROJATNOST

Oduzimanjem dobivamo traZenu formulu:
P(AUB) — P(B) = P(A) — P(AB).

Primjer 1.11. Nekasu A i B dogadaji, P(A) = 0.4, P(B) =0.5, P(AB) =0.2.
Izratunaj P(A+B), P(A), P(B), P(AB), P(A+B), P(AB), P(AB).

>
(A) + P(B) — P(AB) = 0.7 &

P(A+B) =P

PA)=1-P(A) =06

P(B)=1-P(B)=05 \’
PAB)=PA+B)=1-P(A+B)=
P(A+B)=P(AB)=1- P(AB) = o.ﬂb
P(AB) = P(A) — P(AB) = 0.2

P(AB) = P(B) — P(AB) = 0.

B Konaéni vjerojatnosni prostor

Vjerojatnosni prostor Q, koji“posjeddje Samo konacno mnogo elementarnih
dogadaja nazivamo konacni vjerojat stor. Oznacimo njegove elemente,
Q={o,wm,...,0n}. Dogada@1 prostoru je svaki podskup od Q. Vjero-

jatnost bilo kojeg dogadaja moci rediti ako znamo vjerojatnosti elementarnih
dogadaja, tj. ako poznajemo broje

» = P({a}),

Py = P({on}).

disjunktni, t0je 1 = P(Q) = P({o}) + ...+ P({an}).
Nekaje A € .Z bilokoji dogadaj. On se sastoji od nekoliko elementarnih dogadaja:
A= {O),'], O),'Z, ey (DiM}.

Vjerojatnost dogadaja A racunamo tako da zbrojimo vjerojatnosti tih elementarnih
dogadaja
P(A) =pi, +pi, + -+ piyy-





