1. Op¢i teoremi i energijske metode

1.1. Rad sile
Rad sile jednak je skalarnom produktu sile i pomakahvatista sile:

W:ﬁ-j:FAcos(ﬁ,Z). (1.1)
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Prema tome, rad.sile jednak je produktu iznosa sile i projekcije pomaka na pravac
djelovanja sile (sl. 2:1):

W = Fde v, :Acos(lf,ﬁ) (1.2)
Ii: rad sile jednak je produktu iznosa pomaka i projekcije sile na pravac pomaka:
W =4F,, F,=Fcos(4,F). (1.3)

Rad sile moZe biti pozitivan, negativan ili jednak nuli. Ako je kut izmedu pravca
djelovanja sile i pomaka ostar, rad je pozitivan; ako je kut tup, rad je negativan, a ako je
kut pravi, rad je jednak nuli.

Sila se moZe mijenjati tijekom vremena, pa se moze prikazati kao funkcija pripadajuceg
pomaka, u vremenu:

FO = f(4). (14)
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U tom je slucaju diferencijal rada (sl. 1.2a)

dwW = F®da® (1.5)
Rad je odreden integralom

W = IO"F FOdAO | (1.6)
tj. plodtinom omedenom krivuljom F®
Ako postoji linearna ovisnost izmedu sile i pomakag(sl. 1:2b),

FO =ka® | k = konst.,
bit ¢e

A A2

W = kjo " ADdAY = k7F,

tj.
1 . 1
WZEFAF, W=§AFA (17)

1.2. Poopéena sila i poopéeni pomak

Imajuéi na umu, definiciju rada kao skalarnog produkta dvaju vektora, moze se uvesti
pojam poopéene siléw poopéenog pomaka.

Neka jewzadano deformabilno tijelo u stanju ravnoteze na koje djeluje sustav sila

R,
I1=12%.,n (sl. 1.3a). Tijelo ¢e se deformirati, tocka A prelazi u A,, tj. dobiva pomak Ai ,
pri ¢emu je A projekcija toga pomaka na pravac djelovanja sile.
Imaju¢i na umu definiciju rada (1.2), pod poopéenom silom Q; razumijeva se iznos sile

—

lfi, Q,=F, a pod poopéenim pomakom ¢g; projekcija pomaka 4 na pravac sile,
0; = A . Poopcéeni pomak @, naziva se pripadnim poopcéenim pomakom poopcene sile
Q. Pozitivan je ako je kao vektor usmjeren u smjeru poopcene sile Q; kao vektora, u
suprotnom je negativan.

Neka je, pak, zadano deformabilno tijelo u stanju ravnoteZze koje vezano s n veza koje
dobivaju pomake 4, i=12,...,n (sl. 1.3b). Pri pomaku i-te veze, tocka A pomice se U
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tocku A, . Pri tome se javlja reakcija veze F,zbog pomaka veze ﬁi , gdje je F,, projekcija
sile (reakcije) na pravac pomaka.

Imajuéi na umu definiciju rada (1.3), pod poopéenim pomakom ¢; razumijeva se iznos
pomaka AI , 0; =4\, . Pod poopéenom silom (reakcijom) Q; razumijeva se projekcija sile

(reakcije) lf, na pravac pomaka, Q;, =F ,. Poopéena sila Q; pripadna je poopcena sila

poopcenog pomaka ¢;. Pozitivna je ako je kao vektor usmjerena u smjeru poopcéenog

pomaka ¢; kao vektora, u suprotnom je negativna.

F,

Sl. 1.3

Poopéena sila moze biti takoder 'sprega sila momenta M . U tom sluc¢aju poopcéeni pomak
jest kutni pomak. Poopc¢ena sila moze biti i raspodijeljena sila te raspodijeljeni moment.

Na primjer, za jednoliko raspodijeljenu silu ¢, duz osi x ravnog Stapa, duljine L, rad glasi

L
W ='[O q,wWdx = gyA,.

Prema tome, pod poopcenom silom u ovom slucaju razumijeva se iznos raspodijeljene
sile G,, Q=0;% a pod pripadnim poopcenim pomakom plostina koja je odredena
progibom Stapa w =w(x) i0siX, q=A,.

1.3. Zakon o o¢uvanju energije

Pri statickom djelovanju vanjskih sila na elasti¢no tijelo pretpostavlja se da se sav rad
vanjskih sila pretvara u potencijalnu energiju deformiranosti U:

W=U. (1.8)
Drugi vidovi energije, kao na primjer toplinska energija, zanemaruju se.

1.4. Rad vanjskih sila

Pomaci nastali pri statickom djelovanju sila mogu biti linearno ovisni o silama. Nuzan
uvjet da je konstrukcija linearno-elasticna jest da je materijal od kojeg je konstrukcija
izradena linearno-elastican, te vrijedi Hookeov zakon. Na primjer, konzola jednolikog
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poprecnog presjeka izradena je od linearno-elastiénog materijala i opterecena silom F na
svom kraju (sl.1.4a). Pomak na mjestu djelovanja sile (za male pomake) iznosi
|3

A= F (4/1 <1/50)

gdje je El krutost u odnosu na savijanje, E modul elasti¢nosti, | drugi moment plostine u
odnosu na glavnu teziSnu os (moment tromosti plostine) a | duljina konzole. Prema tome,
moZe se napisati

F-kA, k=3Bl
|3
Rad iznosi
2
w=tpa-kdl,
2 2
a) b)
|\ I
x o
[ _ [ [
- —~ - — -l-m- — -
F lF
SI.1.4

Ovisnost pomaka o silama moze biti i melinearna. Materijal od kojeg je izradena
konstrukcija u tom slucaju je nelinearno-elastican.

Materijal konstrukcije moZe biti linearno-elasti¢an, a da se konstrukcija pri optere¢enju
ne ponasa linearno-elastiéno.

Na primjer, dva zglobnowvezana Stapa izradena od linearno-elasticnog materijala, vezana
medusobno i za zideve zglobno, opterecena su u zglobu silom F (sl. 1.4b).

Iznosi sila u§tapovima odredeni su izrazom

_F F
2sing  2¢

F=F,

gdje je o mali kut koji nastaje pri zakretu Stapova oko zglobova u zidu, pri djelovanju sile
F.

Budu¢i da se za iznos pomaka na mjestu djelovanja sile moze napisati
A=ltanp =lp,
bit ¢e

I
F~—F. a
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Iznos sile u Stapu odreden je za linearno-elasti¢no tijelo izrazom
Al
F = EAT

gdje je EA krutost Stapa u odnosu na rastezanje, A plostina popre¢nog presjeka, a Al
produljenje Stapa, pri cemu je

2
Al = Asing ~A- go—AI—

paje
AZ
F = EAl_z' (b)
Izjednac¢enjem izraza (a) i (b), dobiva se

F=kaA3, k= ZIEA

Rad iznosi
4
W = j FdA=k2
4

Za linearno-elasti¢nu konstrukciju moze se rad prikazati s pomocu poopcéenih sila i
pomaka:

log: w=1q0
EQiqi’ W_quQl' (19)

Zan sila i pomaka, izraz za rad'moze Se napisati u obliku

1< 1a
== QG5 W==3gQ (1.10)
23 253
gdje je Q, d=ta poopcena sila, a g; pripadni poopceni pomak poopcene sile Q;. lli: q;i-ti

poopcenivpomak, @ Q; pripadna poopcéena sila poopéenog pomaka ¢;; n broj sila koje
djeluju na tijelo odnosno broj pomaka.

1.5, Koeficijenti podatnosti. Matrica podatnosti

Za linearno-elasti¢no tijelo moze se primijeniti metoda superpozicije. Ako na tijelo

djeluje sustav sila F, ,i=12,..,n, moZe se ukupni pomak hvatista sile Fi u smjeru te sile

odrediti tako da se odrede pripadni poopceni pomaci u smjeru te sile zbog djelovanja
svake pojedina¢ne sile. Ukupni pripadni poopceni pomak dobiva se zbrajanjem
komponentnih pomaka.

Prema tome, pripadni poopéeni pomak poopcene sile Q; =F dobiva se kao zbroj
projekcija:

G = O+ Cip +---+ 0 +--+ G, (1=12,..n) (1.11)
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gdje je ; pripadni poopceni pomak poopcene sile Q; zbog poopcene sile Q j- Ako je

|
zbroj projekcija g, pozitivan, poopéeni pomak ¢; kao vektor usmjeren je u smjeru
poopcene sile Q, kao vektora.

Poopceni pomak (; moze se definirati kao

g; = fiQ; (1.12)
gdje je fij pripadni poopceni pomak poopcene sile Q; zbog jedini¢ne poopcene sile Qj ,
Q; =1; pripadni poopéeni pomak f;; naziva se koeficijentom podatnosti.
Po definiciji, koeficijent podatnosti f;; uvijek je pozitivan,

f. >0, (1.13)
dok koeficijent fij moze biti pozitivan, negativan i jednak nuli:

Opc¢enito, vrijedi:

0 = f.Q + f,Q +--+ £,Q +---+ £,,Qp,
Oy = FQp + FQ +++ 4+ £,Q +---+ 1,,Qp,

G = fiQu + £,Qp +- + F;Q + -+, Qf
q, = flel + fn2Q2 teeet fniQi ot 1:ann . (1.14)

Ili, u matri¢nom zapisu:

q="FQ (1.15)
gdje je q vektor poopcenih pomaka:
a=fa, G w0 g ... g (1.16)

f matrica podatnosti:

f11 f12 o fli t f1n
1E21 fzz o f2i t f2n
f _ : ) oo ; (1.17)
fil fi2 fii fin
L fnl fn2 T fni fnn |

Q vektor poopcéenih sila:

Q=[Q Q .. @ ... Q. (1.18)



1. Op¢i teoremi i energijske metode 9

Na primjer, neka su zadana sila lf1 I spreg sila momenta M koji djeluju na linearno-
-elasti¢an ravninski sustav, na primjer jednostavan nosac (sl. 1.5a). Neka najprije djeluje

sila F1 (sl. 1.5b), a zatim moment M, (sl. 1.5c), s pripadnim pomacima Ai i @,

F/ M, a)
i ¥ /D

SI.L15
Imajuc¢i na umu princip superpozicije vrijedi:
Oy =0y + Ghp = F,Q; + 11,Q,,
Uy =Gy + Uy = Q) + £,Q,,
gdieje Q =F, Q;=M,; th =4, U =@, .M =Dy, 0y = Dip, Upp = Py, Uy = Py -

1.6. Koeficijenti krutosti.Matrica krutosti

Pripadna poopcena sila poopéenog pomaka g; moze se definirati kao zbroj projekcija:

Qi =Qi #Qipt o +Q; +--+Q;,  (i1=12,...n) (1.19)

gdje je Qij pripadna poopcena sila poopc¢enog pomaka ¢; zbog poopéenog pomaka (; ; ako
je zbroj projekcija Q; pozitivan, poopcena sila Q; kao vektor usmjerena je u smjeru
poopcenog pomaka ¢; kao vektora.

Poopéena sila Q;; moZe se prikazati u obliku

Qjj =k (1.20)
gdje je kij pripadna poopcena sila poopéenog pomaka @; zbog jedini¢nog poopcenog
pomaka (;, q; =1. Pripadna poopéena sila kij naziva se koeficijentom krutosti.
Po definiciji, koeficijent krutostik;, uvijek je pozitivan:

ki>0; (1.21)

koeficijent kij moze biti pozitivan, negativan ili jednak nuli.
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Opcenito, moze se napisati:

Qp = Kyg 0y +Kyplp +-- -+ Ky G+ + Ky 0

Q, = Kyy O +Koply + -+ + Ky G + -+ + Ky 0y,

Qi =kKinOp +Kiply + -+ KO+ + ki 0y

Qn = kn1q1+kn2q2 +"'+kniqi +"'+knnqn' (1-22)
Ili, u matri¢nom zapisu

Q=kq (1.23)

gdje je k matrica krutosti:

k11 k12 T kli T kln
k21 |(22 o k2i "' k2n
k _ : oo “oe (1.24)
kil kiZ kii kin
_knl kn2 T kni o knn i

pri ¢emu vrijedi:

v (1.25)
i %_‘;(p' 9
-

~e !
v EY

(—7\ T |
M, & ?
(= |4,

SI. 1.6

Na primjer, neka je zadana deformacija, odredena poopéenim pomacima ¢, i Az (sl.
1.6a).
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Neka je najprije zadana deformacija odredena pomakom ¢, (sl. 1.6b), a zatim deformacija
odredena pomakom Az (sl. 1.6c). Tada je:

Qp =Quy +Qup =Ky G + K0,

Q, =Qp1 +Qpp =Kpy Gy + K00

gdieje qy=o, I, =4,, =My, Q; =F,; Qy =My, Q, =My, Qu=F, Qp=F,,.

Za razliku od matrica podatnosti, matrica krutosti moze se primijeniti i na.nelinearne
sustave.

1.7. Potencijalna energija deformiranosti. Rad unutarnjih sila

U popre¢nom presjeku $tapa djeluje Sest komponenata unutarnjih sila: uzduzna sila N,
popreéne sile Qy i Q,, momenti savijanja I\7Iy i M, te moment uvijanja M, (sl. 1.7).

Ve
) y
Y l w
Y

SI.1.7

Ako se komponente unutarnjifrsilas'pripadnim pomacima U, W i V, ,3 i 7,te a,shvate

kao poopcene sile i poopceni pomaci, rad tih sila bit ¢e medusobno neovisan, jer je rad
jednih komponenata 'na pomacima drugih komponenata jednak nuli; na primjer, rad sile

(jy na pomakutwpripadnom sili Qz , bit ¢e jednak nuli, jer su vektori (jy I W medusobno

na pomaku 7, pripadnom momentu M, bit ¢e takoder

okomiti; rad momenta My

—

jednak nuli,jer je vektor M y Okomit na usmjerenu veli¢inu 7, itd.

Za diferencijalni element Stapa, imajucéi na umu izraz (1.8), vrijedi:

dw =duU. (1.26)
Za rad linearno-elasti¢nog tijela vrijedi izraz (1.9).

1.7.1. Rastezanje Stapa.
Za diferencijalni element Stapa optereCen na rastezanje/sabijanje moze se napisati (Sl. 1.8)

du”:iNdu,
2

gdje je N uzduzna sila, a u uzduzni pomak.
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N N
-~ —- X, u
- dr -
dx+du
z
S1.1.8
Buduci da je
du = ldx
EA
poznata ovisnost, bit ¢e
2
du =N gy (1.27)
2EA

gdje je EA krutost u odnosu na rastezanje.

1.7.2. Savijanje Stapa u xz-ravnini.
Potencijalna energija deformiranosti zbog momenta savijanja u xz-ravnini glasi (sl. 1.9a)

1
du™ = SM,dp
gdje je M y Mmoment savijanja u'odnosuna os 'y, a A kutni pomak u odnosu na os y, gdje

su osi y i z glavne teZisne osi.

4B,
u — r a) Q: C/]
S l
T/ 8 S\ 7 - x z* ;
| z
' LL,
z b ) ¥4
0 :'}_
I .
o
dx

SI. 1.9
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Budu¢i da je

M
dp =—2Ldx
El,

poznata ovisnost, bit ¢e
M 2

duMy = Y g (1.28)
2El,

Zbog poprecéne sile moze se napisati (sl. 1.9b):

1
du® = > [ (7.20A) (7,,0%), (1.29)
gdje je
Ty, = QZS;
I,b,

tangencijalno naprezanje u odnosu na os z,
Sy =, zdA’
A

moment odsjecenog dijela plostine popre¢nog, presjeka u odnosu na 0s y, b, Sirina
popre¢nog presjeka na mjestu odsjeCenogsdijela, y,, kutna deformacija uz pripadno
tangencijalno naprezanje, pri cemuyje (sl..1.9¢)

dA* = bZdZ*, dz* = —-dz.

Imajuci na umu Hookeov.zakon,

_ Tx
7/XZ Gl

gdje je.Gumodul smicanja, dobiva se

2
Y s*
Juo ZQZ—dXI/{_y] dA.

2G17 A b,
Ii:
Q KZQZZ
dU z :ﬁdx (130)
gdje je
2
S*
Ky = A[—y] dA (1.31)
Iy b,

faktor smicanja za savijanje u xz-ravnini; GA krutost u odnosu na smicanje.
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Moze se uvesti takozvana reducirana ili smicna plostina poprecnog presjeka

p-B (1.32)

z

pa se moZe napisati:
~ Q2
du® = ﬁdx , (1.33)

gdje je GA, srednja krutost u odnosu na smicanje u Xz-ravnini.

Takoder, moze se uvesti srednje tangencijalno naprezanje 7, te srednjaskutna
deformacija u xz-ravnini 7,;  :

_Q
Xz,sr Az

UvrStenjem u izraz za energiju (1.29) dobiva se

T =GV ypsr- (1.34)

dx Q? Kk, Q2
quo =2 A —LXL X,
ZG Tasrfe = AZZAZ 2GA

1.7.3. Savijanje Stapa u xy-ravnini.

Za savijanje u xy-ravnini moze se napisati (sl. 1.10a)

dUMZ:%MZdy

gdje je M, moment savijanja u odnosu na 0s z, a » kutni pomak u odnosu na z.

d ~
/

4 . a)

_4/
=

<

=
8

}J . b ) }?
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U tom slucaju je

dy = M, dx,
El,
odnosno
2
duM: = 2'\2; dx. (1.35)
z

Zbog poprecne sile moze se napisati (sl. 1.10b)

du® :% [ (70A) (7% (1.36)
gdje je
_QS;
LAY

tangencijalno naprezanje u odnosu na os z,
S, = JA* ydA,

moment odsjecenog dijela ploStine pepre¢nog presjeka u odnosu na os z, by Sirina

poprecnog presjeka na mjestu odsjecenog dijela i 7,, kutna deformacija uz pripadno

tangencijalno naprezanje, pti ¢emu je(Sl. 1.10c)

*

dA*=b dy", _dy"=-dy

Hookov zakonu ovem slucaju glasi

_ %y
7xy G ’
pa je
QZdX S* 2
Qy _ %y ~z
g _ZGIfjA(byJ oA
Ii:
o %,Qy
dU@ =23 gy (1.37)
2GA
gdje je
2
Ky =5 A (1.38)
Y12 7A b, '

faktor smicanja za savijanje u xy-ravnini.
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Za reduciranu ili smicnu plostinu popreénog presjeka u xy-ravnini moze se napisati

P (1.39)

A
Ky
pa je
B, Q2
du® = —Y _dx, (1.40)

2GA,

gdje je GAy srednja krutost u odnosu na smicanje u xy-ravnini.

Za srednje tangencijalno naprezanje 7,y ¢ i srednju kutnu deformaciju 7y, s imezese
napisati:

Q
4 =L = G7/xy,sr ' (1.41)

Xy,sr
Ay
1.7.4. Uvijanje Stapa.

Zbog momenta uvijanja moze se napisati (sl. 1.11):

du ™M =1Mtda
2

gdje je M, moment uvijanja, a « kutni pomak.u odnosu na os x.

M,
3
| ‘T\
Y | iy, M,
T~
| I~ dx 4oV X
SI. 1.11
Budu¢i da je
da = ﬂdX
Gl,
poznata relacija, bit ¢e
M 2
duMe = —L dx, (1.42)

2GI,

gdje je G, krutost u odnosu na uvijanje.
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1.7.5. Op¢i slucaj opterecenja Stapa

Ukupna potencijalna energija deformiranosti diferencijalnog elementa Stapa moze se
prikazati u obliku

dU =dU™ +dU +dUN +dUMz+dU? +du ™
odnosno

M 2 2 N2 2 02 2
1 y+KZQZ+N +MZ+ yQy+'vIt de. (1.43)

_2£E_|y GA EA El, GA Gl

2

M2 2 2 2 2 2
L —y+Q—Z+N—+MZ + R +Mt dx . (1.44)
El, GA, EA El, GA, Gl

Ukupna potencijalna energija deformiranosti Stapa bit ¢e
U=|du (1.45)
AU :

Ukupna potencijalna energija sustava k Stapova bit e
K o1
U :mZJO du . (1.46)

Potencijalna energija deformiranosti,moze se izraziti i s pomo¢u komponenata pomaka:

du :%(K)%Ely +7/fz,erAz +53EA+ KzzElz +7/>%y,SFGAY + HZGIt)dX

gdje je
M 2 2
Kyz_y=d_ﬂ=_d_vzv’ Kzzﬂzdl:d_\zl’ gle’ gzﬂ:_d_a_
El, dx dx El, dx dx EA Gl, dx
Preizlazi:

1. Potencijalna energija deformiranosti uvijek je pozitivna veli¢ina.

2. Pri odredivanju potencijalne energije deformiranosti ne vrijedi princip neovisnosti
djelovanja sila (princip superpozicije).

Na primjer, neka na Stap krutosti EA i duljine | djeluju dvije sile Ifli If2 duz istog pravca
(sl. 1.12). Energija Stapa optere¢enog na rastezanje bit e

N’ _(F+R) LR R RF

U= = .
2EA 2EA 2EA 2EA EA
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Neka na Stap djeluje sila If1 pa sila If2 . Energija pri djelovanju sile lfl bit ¢e

2
Ul = Fl y
2EA
a pri djelovanju sile IE2
:—F22 .
> 2EA
2 F, F F
=" r— —_—
SI. 1.12

Ocito vrijedi:
U=U,+U,.

3. Potencijalna energija deformiranosti pri djelovanju viSe sila=ne ovisi o redoslijedu
djelovanja sila na tijelo.

Komponente unutarnjih sila u izrazima (1.43) — (1.46) linearno su ovisne o poopéenim
silama, pa se potencijalna energija deformiranesti moze izraziti kao kvadratna funkcija
poopcenih sila:

U=U(QQQy). (1.47)

Isto vrijedi i za komponente pomaka u‘izrazu (1.47); potencijalna energija deformiranosti
mozZze se izraziti kao kvadratna“funkcija poopéenih pomaka:

U =U (0,0, ..., G ) (1.48)
1.8. Clapeyronov teorem

Imaju¢i na umu zakon o o€uvanju energije moze se napisati:

%ZQiqi =U; %Zqui =U; (1.49)
i=1 i=1
il
Qe =2U; >qQ=2U. (1.50)
i=1 i=1

Izraz (1.50) predstavlja Clapeyronov teorem, koji glasi

U linearno-elasticnom sustavu rad vanjskih poopcenih sila na pripadnim poopcéenim
pomacima zbog statickog djelovanja tih sila jednak je dvostrukoj potencijalnoj energiji
deformiranosti sustava.

lli: U linearno-elasticnom sustavu rad na poopcéenim pomacima pripadnih vanjskih
poopcenih sila zbog statickog djelovanja tih sila jednak je dvostrukoj potencijalnoj
energiji deformiranosti sustava.





