1. Uvod

Trenutacna znanstvena monografija,koja je prema nasim spoznajama prva
koja je posveéena teoriji dokaza na hrvatskom jeziku, rezultat je viSegodisnjeg
rada na temi dokaza u logici. Na ‘pocetku se od autora ocekuje dati osvrt
o tome koja je centralna tema“knjige, no kako je knjiga znatno prosirivana
i revidirana i\ ponovno. pisana, tako je sve manje i manje jasno koja bi bila
tal srz knjige. S jedne strane, knjiga je nastala kao rezultat dodatnog znan-
stvenogiistrazivanja uz disertaciju, pa postoji manji dio sadrzaja koji dijeli s
disertacijom, ali je taj dio ovdje znatno proSiren i objasnjen. S druge strane,
skociti odmah u napredne znanstvene teme je mozda prikladno za diserta-
ciju, ali svakako nije prikladno za znanstvenu monografiju koja,, usprkos
tome §to je po svojoj samoj prirodi pristupacna tek upucéenima, morala bi
biti pristupa¢na Sto ve¢em auditoriju kako bi odigrala i diseminacijsku ulogu.
Ovo znaci da se stvari ¢esto pojednostavljuju, a zbog zelje za sazetoscu se
i preskacu — kada ne bi bilo preskakanja, monografija koja bi pokrivala isto
Sto i trenutacna i raspisana do zadnjih detalja;-obuhvacala\bi tisuce i tisuce
stranica. Rasprava i prezentacija ¢esto bez posebne najave izlaze iz formalne
logike i ulaze u filozofiju matematike-i logike.

Ova je monografija dozivjela razne modifikacije i znatno se mijenjala
kroz godine u kojima je nastajala, kake su se mijenjale ideje i cilj Sto ona
predstavlja. Trenutaéno je-najveca Zelja autora da ova monografija uspije
prenijeti onu intuiciju koja je'njemu bila relativno tesko iscitljiva iz inace
izvrsnih udzbenika i znanstvenih radova koje je prolazio. Ova Zelja je iznje-
drila jedam.pomalo drukéiji pristup od standardnog, i posebno, pristup koji
zbog toga nije uniforman kroz cijelu knjigu: na pocetku je sve objasnjeno,
a pred kraj su rezultati prezentirani kako bi bili prezentirani u znanstvenim
radovima, no uvijek se trudimo ponuditi objasnjenje i komentare.

!Pokaznu zamjenicu taj, ta, to éemo koristiti u znagenju nalik engleskom odredenom
¢lanu the.
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Jedna kratica kojom ¢éemo se cesto koristiti je b.s.o. ili b.s.o.m.p., u
znaCenju “bez smanjenja opéenitosti (mozemo pretpostaviti)” (engl. without
loss of generality). Ovime se koristimo kada zelimo pojednostavniti dokaz,
ali znamo da je proSirenje na izvornu tvrdnju trivijalno. Na primjer, ako se
zeli dokazati da vrijedi: “Ako su tri zivotinje psi ili macke, tada su, nuzno
barem dvije zivotinje iste vrste”. Dokaz bi glasio “Bez smanjenja.opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je prva zivotinja pas, tada nam.preostaju dvije
zivotinje. Ako je jedna od tih zivotinja pas, gotovi smo. Ake nijedna od
tih dviju zivotinja nije pas, onda su obje preostale zivotinje macke, Sto je
trebalo i pokazati (lat. Quod erat demonstrandum).”

U prvom poglavlju se istrazuje i prikazuje\naivna teorija skupova i do-
datni pojmovi kojima ¢emo se koristiti. Ovo poglavlje sluzi razvijanju osnov-
nih intuicija oko toga Sto bi bila logika'i koje su osnovne notacijske konvencije
koje se koriste. Diskusija mozda nije uvijek savrSseno dosljedna, ali to nije
bez razloga: (i) kao $to smo ranijé napomenuli, kada bismo bili dosljedni, ne
bi bilo dovoljno.25 stranicasni za uvod u uvod i (ii) dosljednost bi zahtije-
vala formalnije izvode, a formalni izvodi nisu korisni za razvijanje intuicije
za razumijevanje formalnih izvoda. Ta ideja je slicna “pedagoskoj” ideji da
se'dijete baci u more pa ¢e veé¢ proplivati, Sto mozda jest stav nekih, no mi
ga definitivno ne dijelimo, jer ga smatramo fundamentalno neprofesional-
nim: mi kao edukatori moramo nekog nauciti neCemu, a ne samo provjeriti
je li ta osoba moze to sama nauciti. Shvac¢ajuéi neizvjesnost danasnjeg vre-
mena, kao i cvjetanje informacijskih tehnologija, dali smo poseban naglasak
na ideju podatkovnih tipova, koja bi (kada bismo je konzistentno usvojili)
odvela cijelu knjigu u bitno drukéijem smjeru — bila~bi to druga knjiga.
Mi smo htjeli ovime potakuti neke citatelje, kojima._je taj aspekt zanim-
ljiv ili koristan, na gledanje cijele logike iz aspekta\programiranja, ili, ljepse
reCeno, iS¢itavanje komputacijskog sadrzaja iz\logike. Autor ima znacajno
programersko iskustvo u privredi i veze koje su ovdje implicirane ¢e biti
jasne svakome tko dijeli ovupoezadinu, pésebno ako se radi o aplikacijama
za neka podrucja umjetne inteligencije. Mnoge ¢e takve aplikacije uskoro biti
dostupne u obliku programskog-koda, zajedno s opseznim uvodima o pro-
gramiranju u Pythonu? na‘www.python.blue, pa zainteresiranog éitatelja
usmjeravamo na ovu web-adresu u izradi.

Drugo. poglavlje nudi uvod u propozicijsku logiku klasi¢nim Skolskim
metodama, ali se trudimo dati informacije o tome kako ¢e se te teme dalje
ragvijati. Ovo Ce posebno biti o¢ito oko istinitosnih tablica, gdje takoder

2Python je glavni istrazivacki progamski jezik danas, posebno za podruéje umjetne
inteligencije.
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nagovjestavamo neke racunalne probleme. Treée poglavlje nudi prosirenje
ovih rezultata na logiku prvog reda kao i standardni dio metateorija. Ovim
poglavljem zavrSava Skolski dio logike i naprednije teme poc¢inju. Vrlo blagi
tretman jedne relativno nepristupacne teme dajemo u poglavljud. Koliko
smo bili uspjesni u tome, ¢itatelj ée sam procijeniti — ako nam uspije dokazati
da smo lose obradili temu, smatrat ¢emo da smo dobro odradili-svoj posao.
Sljedeée poglavlje je posveéeno aritmetici i dokazu nepotpunosti. PoGetna
zelja nam je bila ukljuciti i teme iz ogranicene aritmetike i drugih frag-
menata aritmetike prvog reda, no to bi zauzelo previse prostora i dodatno
debalansiralo knjigu. Sesto poglavlje je relativiio elementarno i prezentira
neke osnovne rezultate klasiéne teorije dokaza. Sedmo poglavlje posveceno
je logici drugog reda. Sva prethodna poglavlja mogu se smatrati opseznim
uvodom za dokaz eliminacije reza za logiku drugog reda koji je ovdje pre-
zentiran na originalan nacin: kao konstruktivan dokaz Sto je znanstvena
novost. Zadnje poglavlje temu logike drugog reda povezuje s onime §to
mnogi nazivaju logikom za racunarstvo, odnosno teorijom konac¢nih mo-
dela. Ovdje| ¢ese citatelj naéi u zaristu jednog od najveé¢ih otvorenih
problema logike (pa time i matematike, ra¢unarstva i filozofije), problema
P =7 NP.

Autor duguje zahvalu mnogima $to je ova knjiga ugledala svjetlo dana.
Najvise bih htio zahvaliti svojim profesorima od kojih sam kroz godine ucio,
i ¢iju sam metodologiju upijao da bih formirao svoj pristup. Zbog ovoga
mi je tesko reé¢i gdje njihov pristup zavrSsava a moj pocinje, pa-premda sam
ih mozda na nekim mjestima citirao, vjerujem da sam se-na, mmnogim mjes-
tima koristio njihovom metodologijom a da nisam spomenuo‘odgovarajuce
reference. Zato im se zelim ovdje zahvaliti na svom prenesenom znanju i is-
pricati za mnoge nenavedene reference na njihov rad. To'su profesori Srec¢ko
Kova¢, Davor Lauc, ZvonimirSiki¢, Goran Svob i Mladen Vukovi¢. Takoder
bih htio zahvaliti profesoru Stipi Kutlesi\i profesoru Zvonimiru Siki¢u §to
su prihvatili recenzirati ovu-monografijusi time znacajno podigli njenu kva-
litetu. Za sve propuste i netocnosti koje su se potkrale, smatram se jedinim
krivcem.






2. Skupovi i funkcije
MO\ N~

2.1. Naivna teorija_skupova

Ovo je poglavlje pasveéeno skupovima i funkcijama. Iz naSe perspektive sku-
povi i funkcije tvore elementarne didakticke blokove, pa smo zato odlucili
zapoceti njima, a i velik dio kasnijeg teksta pretpostavlja odgovarajuce poz-
navanje skupova i funkcija.

Teorija skupova koju é¢emo ovdje prikazati je takozvana naivna teorija
skupova. Mi ¢emo naivnu teoriju skupova predstaviti kao skupinu‘operatora
koji se ponasaju na odredene nacine. Formalno govoredi, teorija skupova,se
predstavlja na bitno druk¢iji na¢in, preko aksioma, ali kako nam-je ovdje cilj
prvenstveno stvoriti preduvjete za razumijevanje daljnjeg teksta, predstavit
¢emo je na jednostavan nacin. Kao elementaran i nedefiniran pojam uzi-
mamo “A je ¢lan B”, odnosno A € B, gdje je B skup, a A\je ili pojedinacan
predmet ili skup. Poseban skup koji isto uzimamo je prazan skup, skup koji
nema ¢lanova, koji oznac¢avamo s ().

Naivnu teoriju skupova NTS, ¢ine‘operatori nad skupovima:

e Podskup: neka su A w'B skupovi. Kazemo da je B podskup od A i
piSemo B C A ako i samo ako je svaki ¢lan B takoder ¢lan A.

e Ekstenzionalnost (ili skupovna jednakost): ako skupovi A i B imaju
iste ¢lanove, onda je to jedan te isti skup, A = B.

e Unija: ako su A i B skupovi, onda je AU B unija A i B, a to je skup
koji sadrzi sve ¢lanove A i sve ¢lanove B.

e Presjek: ako su A i B skupovi, onda je AN B presjek A i B, a to je
skup koji sadrzi samo zajednicke ¢lanove A i B.
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e Skupovna razlika: ako su A i B skupovi, onda je A\ B skupovna
razlika A i B, a taj skup sadrzi samo ¢lanove A koji nisu ¢lanovi B.

e Komplement: za razliku od standardnih tekstova, komplement od A
(u skupu B) smatramo pokratom za B\ A, ali u sluc¢aju kada je B-ocit
ili jasan; komplement od A piSemo A.

e Partitivni skup: ako je A skup, onda je P(A) partitiyniskup skupa A,
a to je skup koji kao clanove sadrzi sve moguée-njegove \podskupove
kao clanove. Tako za svaki B, ako B C A, onda B € P(A). Ako skup
A ima n ¢lanova, tada njegov partitivni skup P(A)/ima 2" ¢lanova.

e Komprehenzija: ako je SVOJS(x) neko svojstvo, tada svi predmeti
koji zadovoljavaju to svojstve” tvore skup, koji zapisujemo kao

(2|SVOJIS ().

Nekoliko napomena. Neka A = {0,1,2,3} i B = {1,2}. Tada vri-
jedi B € A. Neka A = {1,2} i B = {1,2}. Tada vrijedi B C Ai
A C B i prema ekstenzionalnosti slijedi A = B. Prema ekstenzional-
nosti takoder vrijedi {0,1} = {1,0} = {1,1,0} = {0,0,1} = {0,1,0} =
{0,0;0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0}. Zasto? Prema ekstenzionalnosti, ako dva
skupa imaju iste clanove (bez obzira na raspored, ili koliko puta se ponav-
ljaju), tada su to isti skupovi. Prazan skup moze biti ¢lan nekog drugog
skupa, ali je po definiciji prazan skup podskup bilo kojeg skupa.

Neka su A ={0,1,2,3} i B ={1,2}. Tada je AUB ={0,1,2,3} = A.
Drugim rije¢ima, B nije nista novo donio u uniju (temeljem aksioma.eksten-
zionalnosti AU B = {0,1,2,3} U{1,2} = {0,1,2,3,1,20=0,1,2,3} = A),
pa je cijela unija ista kao i A. Neka su A i B dva skupa koji nemaju za-
jednicki element, dakle AN B_= (). Takve skupove nazivamo disjunktnim.
Skup B iz definicije komplementa (A =\B"\ A) naziva se univerzumonm.

Ako B C Ai A# B (ovo pisemoB G A), onda A\ B # (. Uzmimo da
je A={a,b,c}, tada P(A)= {0, {a},{b},{c}, {a,b},{b,c},{a,c}, {a,b,c}}.
Uocite da je broj ¢lanova 2%

Komprehenzija je.onaj aksiom zbog kojeg se naivna teorija skupova ne
moze konzistentno. aksiomatizirati. Da bismo shvatili problem, prvo na-
pomenimo 'da,_bilo koji skup mora imati to¢no i jasno definirane ¢lanove.
Naravno, skup moze biti beskonacan (i puno veéi od toga), ali u nacelu
bi za bilo koji z trebalo biti moguée reéi je li u tom skupu ili nije!. Ako
uzmemo da je SVOJS(z) = = ¢ x, tada dobivamo iz komprehenzije skup

!Funkcija koja to radi zove se karakteristicna funkcija skupa A i piSe se x 4 (z), a dobiva
vrijednost 1 ako = € A, a 0 ako = ¢ A.
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C = {z|x ¢ x}. Ako se pitamo je li ovaj skup svoj ¢lan?, dolazimo do para-
doksa: ako pretpostavimo da nije, onda po definiciji svojstva koje tvori skup
ulazi u taj skup. Ako pretpostavimo da jest, onda ne zadovoljava svojstvo
x ¢ x, pa ne bi trebao biti unutra. U svakom sluc¢aju, ne znamo koji su
to¢no ¢lanovi C, i s obzirom na to, C nije skup, Sto zna¢i da komprehenzija
ne generira samo skupove, nego i paradoksalne kreacije poput.C'.

Ovaj se paradoks tradicionalno zove Russellov paradoks, i'postoje.dva,
dosta slicna rjesenja. Prvo rjeSenje je maknuti komprehenziju,i dodati nove
aksiome koji nam govore §to je skup. Tako aksiomi teorije skupova tocno
definiraju §to je skup i ne hvataju kreacije poput €. Ovaj pristup je pris-
tup standardnih teorija skupova, poput ZFC. Drugi pristup (zapravo je
jako slican prvom, ali ovo nije'na prvi pogled vidljivo), ograniciti je $to sve
SVOJS(x) moze biti. Prednost evog pristupa je zadrzavanje jednostav-
nosti komprehenzije. Time se-dobivaju razne ogranic¢ene komprehenzije, za
odredene vrste svojstava. Logika drugog reda je u mnogotemu povezana s
raznim oblicima komprehenzije.

Ono §to nam“preostaje, prije nego $to krenemo dalje, izloziti je kako
se ponasaju novodefinirani operatori na skupovima. Postoje mnoge kombi-
nacije, i ostavljamo citatelju da istrazi neke od njih. Mi dajemo neke od
najces¢ih pretvorbi:

¢ (AUB)NC =(ANC)U(BNC)
uC =

e (ANB) (AuUC)N(BUC)

(ANC)U(B\C)=(AUB)\C

(A\NC)N (BN C) = (ANB)\C
o P(AU B) D P(A) UP(B), ali drugi smjer ne vrijedi.

e P(AUB) # P(A) UP(B)

2Skupovi mogu biti svoji ¢lanovi. Uzet éemo klasi¢an primjer: skup svih ideja je ideja
pa je time svoj ¢lan.
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Kardinalnost skupa je broj ¢lanova skupa i oznacavamo ga s ||A||. Ope-
racije unije i Kartezijeva produkta (naravno, ni operacije presjeka ni razlike)
ne poveéavaju kardinalnost skupa. Operacija komplementa A moze poveéati
kardinalnost s obzirom na pocetnu kardinalnost skupa A, ali je limitirana
velicinom skupa B, §to je u skladu s definicijom komplementa kao razlike.
Kada komplement ne bismo definirali kao razliku, komplementiranjem bismo
mogli napraviti jako velike skupove, puno veée od onih dobivenih partitiv-
nim skupom, ali bismo tada podvaljivali neke stvari kao legitimne~(poput
skupa svih skupova). Opcenito, ako je x € {U,N;\} bilo koja skupovna
operacija (unija, presjek, razlika), [|A = B|| < max(||4]], ||B]]).

Operacija partitivnog skupa s druge strane uvijek povecava kardinalnost:

Teorem 1. Za svaki skup A, ake ||Alf'= n, onda ||P(A)|| = 2.

Dokaz. Dokaz ¢e se kasnije prezentirati. U

2.2. . Relacije

Prva stvar koju mozemo definirati skupovnim operacijama je proSirivanje
skupa. Primjerice, ako zelimo stvoriti skup {a, b} iz skupova {a} i {b},tada
se koristimo aksiomom unije. Ako zelimo taj skup stvoriti iz a¢ i b, tada
se koristimo komprehenzijom i {a,b} definiramo kao {z|z = a ili x = b}.
Ovo “definiramo kao” pisemo kao :=, odnosno {a,b} := {&|z = a'ili "= b}.
Skup {a, b} zovemo neuredenim parom a i b, jer je redoslijed ¢lanova nebitan.
Uredeni par je par gdje je bitno koji ¢lan jesna,prvom mjestu, a koji na
drugom. Moguce je definirati uredene parove uz pomo¢ skupova, a ideja
potjece od K. Kuratowskija:

Definicija 1. Skup {z,{x,y}} nazivamo uredenim parom x i y; ekstenzi-
onalnost jamci jedinstvenostypa zapisujemo (x,y). Da bismo pokazali da
su time uredeni parovi dobro-definirani, neka su (x,y) i (z,w) uredeni
parovi: tada (x3y). = (z,w) ako i samo ako x = z iy = w. Znadi,
{z,{z,y}} = {z,{z5w}} ako i samo ako v = {z,w} ili ako © = z. Neka
x = {z,w}, tada, prema ekstenzionalnsti, v = z = w, pa onda x =y, od-
nosnox =y = z = w. Neka x = z, onda {x,y} = {z,w}, odnosno, jer
=z, y =w po ekstenzionalnosti.

Uz pomoé¢ uredenog para dalje se definira Kartezijev produkt skupova
koji omogucava stvaranje skupova n-torki.
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Definicija 2 (Kartezijev produkt skupova). Neka su A i B skupovi, tada
C :={(z,y)|lx € ANy € B} nazivamo Kartezijevim produktom skupova A i
B. Iz ekstenzionalnosti slijedi jedinstvenost, pa za skup C uwvodimo oznaku
A x B. Poseban je slu¢aj ako B = A, kada Kartezijev produkt nazivamo jo§
i Kartezijevim kvadratom i pisemo A2.

Prosirenje na produkt vise od dvaju skupova je trivijalno., Posebno se
Gesto koristi A™ da bi se uhvatile uredene n-torke iz A. Uz pomoé_n-torki iz
A™ definiraju se i relacije:

Definicija 3 (Relacije nad skupom). Neka je.R™ pedskup skupa A™ definiran
kao skup R™ C {(z,...,zp)|xy... g2 € A}. Tada R™ zovemo n-mjesnom
relacijom nad skupom A.

Neformalno govoredi, relacija nad skupom je odnos medu ¢lanovima
skupa. Primjerice; < je relacija nad prirodnim brojevima. Napomenimo da
relacije nisu istinite ili'neistinite, ve¢ one postoje izmedu odredenih ¢lanova
skupa, ili'ne postoje. Primjerice, izmedu brojeva 1 i 3 postoji relacija <,
odnosnontaj par brojeva jest u toj relaciji. Za razliku od tog para brojeva
koji je u toj relaciji, par brojeva 5 i 3, ili par brojeva 3 i 1, nije u toj relaciji.
Qvo je razli¢ito od pitanja je li relacijski simbol < koji predstavlja relaciju
< u odredenoj teoriji, zajedno s dvjema konstantama 1 i 3, koje predstav-
ljaju brojeve 1 i 3, tvori recenicu te odredene teorije 1 < 3. Recenica je
onda istinita ili neistinita, Sto ovisi o tome je li par brojeva 1 i 3 iz skupa
prirodnih brojeva u relaciji <.

Mjesnost (ili aritet) relacije je broj predmeta koji jesu u toj relaciji.
Jednomjesne relacije su svojstva. Sjetimo se~SVOJS(x): ova relacija je
dopustala da samo x varira. To nije zna¢ilo da se x pojavljuje samo jednom,
a cak je moguée da se pojavljuju neki fiksni\¢lanovi, dakle da se od npr.
dvomjesne relacije x # y stvori jednomjesna relacija x # 2, Cije je tada
svojstvo x da nije parni prim-broj. Odnosno, ako x # 2 vrijedi, tada znamo
da ako je x prim-broj, onda je neparan, ili alternativno, ako je x paran,
onda sigurno nije,prim-broj.—Postoji mnogo svojstava koja djeluju dosta
razradeno, atkeja se.i dalje mogu vrlo jednostavno opisati aritmetickim
relacijama.

Dvomjesne relacije su (uz svojstva) glavna vrsta relacije, jer se u praksi
tromjesne ili viSemjesne relacije rijetko javljaju, ali svojstva i dvomjesne
relacije su iznimno ceste. Vidjeli smo gore kako se od dvomjesne relacije fik-
siranjem jednog parametra dobiva svojstvo. Dvomjesne relacije same mogu
biti razli¢itih tipova. Neka je R dvomjesna relacija, a a, b, ¢ predmeti, tada
su tipovi relacija:
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e R je refieksivna relacija ako za svaki a vrijedi Raa, odnosno ako Rxx
vrijedi opéenito. Primjer refleksivne relacije je =, jer za bilo koji a
vrijedi a = a.

e R je simetricna relacija ako za sve a i b vrijedi Rab, onda vrijedi&ba.
Primjer simetricne relacije je opet =, jer ako a = b vrijedi, ondaib = a
vrijedi.

e R je asimetri¢na relacija ako za sve a i b vrijedi“Rab, onda ne vrijedi
Rba. Primjer asimetri¢ne relacije je <, jer ako“a <\b vrijedi, onda
b < a ne vrijedi.

o R je antisimetricna relacija ako za sve a i b vrijedi Rab i Rba, onda
vrijedi @ = b. Primjer antisimetri¢ne relacije je <, jer akoa < bib <a
vrijedi, onda a = b vrijedi.

e R je tranzitivna, relacija ako za sve a, b i ¢ vrijedi Rab i Rbc, onda
vrijedi Rac.“Primjer tranzitivne relacije je <, jer ako a < bi b < ¢,
onda a'<\c.

o R je linearna relacija ako za sve a i b vrijedi ili Rab ili Rba ili a = b.
Primjer linearne relacije je < na prirodnim brojevima: za bile koje m;
n, ili vrijedi m < n ili vrijedi n < m ili su m i n isti broj.

Naravno, ovdje smo ilustrirali svojstva relacija s elementarnim aritmeti-
¢kim operacijama <, < i =, ali bilo koja relacija koja se tako ponasanaziva se
simetri¢na: to moze biti relacija “z je paralelan sa g”, ili primjerice relacija
“r ide u razred sa y”. Lako je vidjeti da su ove dvije relacije simetricne.

Svaka dvomjesna relacija Rgy koja je (1) refleksivna, (2) tranzitivnai (3)
simetri¢na naziva se relacijom ekvivalencije. Bilo koja relacija ekvivalencije
(ovo ne znaci da su ti predmeti'doslovne ekvivalentni) ureduje skup nad
kojim zivi na poseban nacin: relacija ekvivalencija dijeli skup na takozvane
klase ekvivalencije, od kojih svaka sadrzi predmete koji su ekvivalenti po toj
relaciji. Ako je primjerice tavrelacija ekvivalencije “z je paralelan sa y”, tada
¢e ta relacija pocetni skup podijeliti na klase ekvivalencije od kojih ¢ée svaka
klasa sadrzavati medusobno paralelne elemente. Skup koji je tako ureden
relacijom ekvivalencije R naziva se kvocijentni skup prema R.

Radi zornosti, relacije se ¢esto prikazuju simbolom < umjesto R. Gore
smo ve¢ napomenuli kako relacija ekvivalencije ureduje skup i stvara kvoci-
jentni skup. Opéenito, razni tipovi relacija ureduju skupove, a u sljedecoj
definiciji preciziramo §to to znadi.
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Definicija 4 (Uredaji). Skup A je dobro ureden s obzirom na relaciju <
(pisemo kratko (A, <)dus) ako i samo ako (a) A je skup, < je tranzitivna
i ne-refleksivna (Sto naziva se irefleksivna) relacija nad A, (b) po kojoj su
svi elementi A usporedivi i (¢) svaki neprazni podskup od A sadrzi najmangi
element s obzirom na < (VB C A)(Jx)(x = min<(B)). Ako vrijedi-samo
(a) i (b), uredaj nazivamo totalnim ili linearnim, pisemo (A, <)lus, a ako
vrijedi samo (a) uredaj nazivamo parcijalnim pa pisemo (A, <)pus.

Ideja iza ove definicije je da se parcijalno uredeni-skup ponasa kao prim-
jerice skupina predmeta i relacija “x stane u y”. Na-primjer, kuglica stane
u ¢asu koja stane u kantu, koja pak stane-u kadu. U.svakom slucaju casa
stane direktno u kadu (tranzitivnost), ali ¢asa ne stane u ¢asu (sebe samu),
pa refleksivnost ne vrijedi. Takoder, bitna odrednica parcijalnih uredaja je
da se mogu granati po relaciji i ponovno spojiti: ¢aSa stane u kantu, ali
stane i u kutiju (a kutija ne stane u kantu, ni kanta u kutiju), a bilo kanta
bilo kutija stanu u kadu. Razlog zasto parcijalne uredaje ne objasnjavamo
matematickimrstrukturama je zato Sto je parcijalni uredaj “najneuredeniji”
uredaj, a veéina matematickih entiteta koji su prikladni za uvodno poglavlje
ponasaju se uredenije od toga — najcesée su dobri uredaji.

Ako dedamo uvjet da svaki neprazni podskup mora imati najmanji ele-
ment, dobivamo dobro uredeni skup. Dobro ureden skup je primjerice skup
prirodnih brojeva. Vedina skupova elementarne aritmetike su dobro uredeni
skupovi, a temeljem aksioma izbora, sve je skupove moguée.dobro urediti.

Definicija 5 (Supremum i infinum). Neka je S C (A, <)pus. Tada ako
postoji jedinstveni x € A takav da (Vy € S)(y < xV x =ly), taj x_ndzivamo
najmanjom gornjom medom od S ili supremumomn od S .\ Jedinstvenost sli-
jedi iz ekstenzionalnosti pa ga oznacavamo sa sup(S). Razlika izmedu sup-
remuma skupa i najveéeg elementa (maksimuma)\je ta da supremum nekog
skupa S ne mora biti ¢lan skupa S. Analogno definiramo i infinum, odnosno
najveéu donju medu nekog skupa S. Za skup S kaZemo da je omeden odozgo
ako ima supremum, a da jé omeden~odozdo ako ima infinum.

Supremum i infinum su‘najmanja gornja i najvec¢a donja granica. Pri-
mjerice, ako imamo niz {1, %, i, %, . } i gledamo sumu svih ¢lanova niza,
tada je supremum-te operacije 2, jer je on najmanji broj koji je sigurno veci

od stme svih.¢lanova tog niza.

Definicija 6 (Maksimum i minimum). Neka je A skup omeden odozgo i neka
je < neka relacija na njemu; ako su prema njoj clanovi skupa usporedivi®,

3Clanovi nekog skupa zajedno s nekom relacijom < su usporedivi ako (Vz,y € A)(xz =
yVe<yVy=<z).
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onda (3x € A)(Vy € A)(z # y — y < xz). Jedinstvenost je ocita: neka
postoji neki z # x, takav da (Vy € A)(z #y — y < z), ali tada © < z §to
proturjeci pretpostavci. Takav x nazivamo najveéim elementom skupa A ili,
preciznije, maksimumom u A prema relacifi < te ga oznacavamo 8§ pomocu,
max~(A). Potpuno analogno definiramo i minimum.

Maksimum i minimum su najveéi i najmanji element prema <. Oni su
jedinstveni, jer ako nisu tada nisu maksimum i minimum/nego maksimalni
i minimalni elementi. Maksimum je najveéi element;ya maksimalan element
je element od kojeg nema veéeg po relaciji <. Definicija slijedi:

Definicija 7 (Maksimalan i minimalan element). Neka je A skup omeden
odozgo i neka je < neka relacija\na njemu; \ako su prema njoj élanovi skupa
usporedivi, vrijedi (3z € A)(Vy€ A)(x Ay — —x < y). Takav element nije
(nuzno) jedinstven, a nazivamo ga maksimalnim elementom skupa A prema
relaciji < te ga, zloupotrebom.notacije (zbog nejedinstvenosti), oznaéavamo
ME_(A). Potpuno analogno definiramo i minimalni element.

2.3. | Funkcije

Kako smo uz pomo¢ skupova definirali relacije, tako ¢emo uz pomo¢ relacija
definirati funkcije:

Definicija 8 (Funkcija). Neka je R? dvomjesna relacija.i neka su A i B
skupovi. Ako za sve x € A postoji jedinstveni y-€ B _takav da (R%xy), tada
R? nazivamo funkcijom od x, pri éemu jojje x argument, a y vrijednost,
a oznacavamo je s pomocu f(x) = y; funkcije éemo jos oznacavati f(x),
g(x), h(x), ali i na druge nacine kada bude potrebno. Dvomgjesne funk-
cije oznacavamo f(x,y) = 2z, tromjesne/f(x,y,z) = w, itd. Takoder, ako
f(x) =y, tada f~'(y) = z,7koju mazivamo praslikom od y s obzirom na
f(x). Skup A naziwamo domemom funkcije, a skup B kodomenom. Skup
svih f(x) nazivamo slikom skupa A w B i oznacavamo sa f[A].

Uacimo jedan iznimno vazan detalj: funkcija f(x) = y ima uvijek to¢no
odredenu vrijednost y s obzirom na dobiveni z, dakle funkcija dobiva jedan
jedinibroj. Relacija Rxy s druge strane (ako nije funkcija, a to mozemo pret-
postaviti) nema toéno odredenu vrijednost, odnosno ako se odabere odredeni
x, ne znamo §to moze dodi za y, ili, u najboljem slucaju, imamo skup vri-
jednosti koje bi mogle biti ili, preciznije receno, koje jesu y. To znaci da
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je vrijednost funkcije kada se odabere x konkretan broj, a za relaciju kada
odaberemo x trebamo jos§ odabrati neki y i tada provjeravamo je li stvarno
vrijedi Rxy, odnosno je li Rxy tada istinito ili nije.

Zanimljivo je vidjeti kako se ponasaju slika i praslika s obzirom na pre-
sjek:

e f[AUB] = flA]U f[B]
o fIANB]C fIA]N f[B]

fHAUB] = fHAJU fH(B]
fTHANB] = fHAIN [ (B

Razlog zasto drugi smjer.s presjekom ne vrijedi moze se vidjeti ako se
wme A = {a}, B = {b},;a f(a) = ci f(b) = ¢. Tada f[AN B] = 0,
jer je AN B,= 0 (slika praznog skupa f[f] je uvijek prazan skup?), ali
JTA1 O F1B] = o).

Kada zelimo stvoriti niz, to se radi tako da se niz definira kao funkcija
iz prirodnih brojeva u neki skup A, odnosno f : N — A. Razlog zasto se
skup prirodnih brojeva uzima za domenu, a ne za kodomenu je zato sto se
ovako moze dogoditi da isti a iz kodomene dobije broj m i n, pa postane a,,
iay, itada a; = ay,, ali da je obrnuto bi se moglo dogodititda su a,b € ‘4,
za koje a # b, dobiju isti broj n, odnosno isto mjesto u nizuy Sto unistava
cijelu ideju niza odnosno nizanja, jer tada viSe nece biti linearno uredeno
temeljem brojeva s pomo¢u kojih se nize.

Opcenito, moguce je ideju niza poopditi s prirodnih brojeva kao indeksa
na bilo koji skup. Dodatna moguénost je-da zelimo.tako pobrojiti srodne
skupove, koji imaju sli¢ne ¢lanove. .To se najbolje moze napraviti tako da
se definira (indeksirana) familija skupova. Neka su A i I skupovi, tada
A; : I — P(A) nazivamo familijom_skupova. Po tipu, funkcija moze biti
injekcija, surjekcija ili, bijekcija:

Definicija 9 (Injekcija, surjekcija, bijekcija). Neka je f funkcija s domenom
A. Tadayako Ve e A)(Vy € A)(x # y — f(x) # f(y)), kaZemo da je f
injekcija. | Neka je f funkcija s domenom A i kodomenom B. Tada, ako
fl4] = B kazemo da je f surjekcija. Neka je f(z) funkcija koja je injekcija
1 surjekcija. Tokvu funkciju nazivamo bijekcijom.

40vo je razlicito od slucaja gdje je prazan skup ¢lan nekog skupa pa se gleda slika
praznog skupa u smislu f(0).
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Bit ¢e nam potreban jos i pojam restrikcije funkcije:

Definicija 10 (Restrikcija). Neka je f(x) =y funkcija s domenom A, ko-
domenom B i neka je C C A. Tada funkciju g(x) =y, takvu da g: C — B
nazivamo restrikcijom funkcije f(x) i zapisujemo kao flc(x). Sliku f{C]
takve restringirane funkcije oznacavamo f"(A).

Ponekad je tesko dokazati surjektivnost funkcije f : A =B, jer je za to
potrebno prouciti cijelu kodomenu i vidjeti da ne ostaje-nijedan ¢lan-koji nije
slika necega. Puno je lakse dokazati injektivnost: sve-8§to treba je pazljivo
definirati funkciju da se dva ¢lana domene-ne “zalijepe” i dobiju isti ¢lan
kodomene. Zato je vrlo koristan sljedeéi rezultat koji nam omogucava da
ako imamo injekciju iz A u B i injekciju' iz'\B u ‘A.

Teorem 2 (Cantor-Schroder-Bernsteinov teorem). Ako je f : A — B injek-
cija i g : B — A injekcija;, tada postoji h : A — B koja je surjekcija i
injekcija (bijekeija).

Dokaz. Neka Ag :="A i By := B. Neka A, 11 :=¢"(Bp) i Bpt1 := f"(An).
Neka A := Upen An, @ Boo = UpenyBrn-  Tada definiramo funkciju
h:A -~ B:

g~ 1, inace

hz) = {f<m>,x € Aoo UUpen(A20\A2n41)
Ocito je da je h surjekcija, a injektivnost je naslijedena iz /f i &injenicerda je
g funkcija. O

Definicija 11. Funkciju f nazivamo monotonom akeo zadovoljava jedan od
sljedeca dva uvjeta:

o Ako x <y onda f(x) < f(y).
o Ako x >y onda f(x) >7f(y).

Sljedeé¢i pojam koji nanr je potreban je pojam operacije. n-mjesna ope-
racija je naziv za svaku funkciju f : A™ — A. Poznate su aritmeticke
operacije zbrajanja, mnozenja i eksponenciranja. Zanimljiva su svojstva in-
verznih operacija. Primjerice, zbrajanje na prirodnim brojevima je dobro
definirano pa je zbroj svaka dva prirodna broja opet prirodan broj. Kazemo
da je skup prirodnih brojeva N zatvoren pod zbrajanjem (i mnozenjem i
eksponenciranjem). Skup prirodnih brojeva nije zatvoren pod operacijom
oduzimanja, koja je inverzna operacija zbrajanju, ali uo¢imo da oduzimanje
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nije inverzna funkcija zbrajanju. Inverzna funkcija zbrajanju ne postoji jer
zbrajanje nije injekcija: ako uzmemo 8, je li to doslo od 5+ 3 ili 7+ 17 Da
bismo dobili zatvorenost na oduzimanje, potrebno je uvesti cijele brojeve Z.
Oni su zatvoreni na zbrajanje i oduzimanje, ali i mnozenje. Da bismo dobili
zatvorenost na dijeljenje, potrebno je uvesti racionalne brojeve Q. Oni\su
zatvoreni pod zbrajanjem, oduzimanjem, mnozenjem, dijeljenjem i'ekspo-
nenciranjem, ali nisu pod korjenovanjem — za to je potreban skup realnih
brojeva R.

Jednadzbe poput 222 — 72 + 3 = 0 nazivaju se_polinomi, i mogu se
shvatiti kao funkcije od z, pa je npr. p(z) pokrataiza 222 —7x +3 =0, a
to je funkcija ¢ija je vrijednost 3, odnesno p(x) = 3. x naziva se korijen
polinoma. U skupu R, polinem #2? 4 1= 0\ (ali i mnogi drugi) nemaju
korijen. Da bi svi polinomi imali kerijene (ili, ekvivalentno, sve jednadzbe
rjeSenja) potrebno je uvesti skup kompleksnih brojeva, koji je zatvoren pod
korjenovanjem polinoma.

Zadnji pojam vezan uzdfunkcije koji nam zasad treba je pojam homomor-
fizma. Opéenito, uredeni par nekog skupa A i relacije < naziva se struktura
(ponekad sénaglasi kao “relacijska struktura”)®. Ako je ta relacija zap-
rayo operacija o (operacije su posebne vrste funkcija koje su posebne vrste
relacija), tada se struktura ( A, o) naziva algebarskom strukturom.

Definicija 12 (Homomorfizam, monomorfizam, epimorfizam i izomorfi-
zam). Neka su (A,o) i (B,x*) algebarske strukture i f : A" —.B funkcija.
Ako za sve a,b € A vrijedi f(aob) = f(a)* f(b), tada funkciju f nazivamo
homomorfizmom. Sasvim analogno se definira za relacijske strukture (struk-
ture opcenito): A= (A,<) iB=(B,<) sustrukture i f« A — B funkcija.
Ako za sve a,b € A vrijedi f(a < b) = f(a) </f(b), enda je f homomorfizam
struktura A i B, i pisemo A= B. Ako je funkcija\f homomorfizam i injek-
cija, tada naziva se monomorfizam. Ako je f. homomorfizam i surjekcija,
tada naziva se epimorfizam, a ako je bijekeija onda naziva se izomorfizam.

5Pojmovi “struktura” i “uredeni skup”, odnosno “uredaj” su donekle sinonimni, ali u
sluc¢aju kada su sinonimi razlikuju se u naglasku: kada se govori o strukturama naglasak je
na tome kako se ¢lanovi skupa ponasaju (uz prisustvo relacije), a kada govorimo o uredaju,
naglasak je kako se relacija ponasa (na tom skupu).





