1 UVODb

Uporabu elektronickih digitalnih raunala nemoguce je zamidliti bez primjene jezi¢nih procesora i
programskih jezika kao &to su C, C++, Java, FORTRAN, itd. RjeSavanje problema ratunalom zahtijeva
izgradnju algoritma primjenom programskog jezika. Danas postoji mnoStvo programskih jezika i jezi¢nih
procesora razli¢itih moguénosti i podrucja primjene. Sastavnice visih programskih jezika, kao §to su
varijable, iterativni i rekurzivni algoritmi, polja, datoteke i apstraktni tipovi podataka omoguéuju koristenje
ratunala, a da korisnik pri tome ne poznaje sklopovsku gradu ratunala koja je zasnovana na registrima,
binarnim zapisima, numeri¢kim adresama, memorijskoj hijerarhiji, itd. Zadatak jezicnog procesora je da
svojim suéeljem priblizi uporabu ragunalarazli¢itim podrucjima primjene.

Slika 1.1 opisuje rad jezi¢nog procesora. ZarjeSavanje problema X Zeli se koristiti ratunalo R. Neka
je programski jezik L. ugraden u ratunalo R i neka je programe zapisane tim programskim jezikom moguce
izravno izvoditi na racunalu R. A je algoritamski zapis rjeSenja problema X. Pretpostavimo da postoji vise
razloga zbog kojih programski jezik L. nije prikladan za zapis agoritma A: neprilagodenost podrugju
primjene, sloZena pravila koja ¢esto pretpostavljaju poznavanje sklopovske grade racunala, zapis algoritma A
primjenom jezika L. jest velik i nepregledan, itd. Potrebno je definirati novi programski jezik L; koji je
prikladniji za rjeSavanje problema X. Medutim, da bi se omogucilo izvodenje programa zapisanih primjenom
programskog jezika L; na raunalu R, potrebno je u ratunalo R ugraditi jezi¢ni procesor koji prevodi zapis
algoritmaiz jezika L; u zapis algoritma u jeziku L.. Dakle, osnovni zadatak jezi¢nog procesoraje:

Jezi¢ni procesor prevodi zapis algoritma iz izvornog jezika L; u zapis agoritma u
ciljnomjeziku L. koji je moguée izvesti na zadanom ra¢unalu.

Jezi¢ni procesor jest u pravilu program koji na ulazu &ita program napisan u izvornom jeziku
(izvorni program), te ga prevodi u istovjetni program u ciljnom jeziku (ciljni program). Definicija jezi¢nog
procesora zasnovana je na tri jezika: izvorni jezik, ciljni jezik i jezik izgradnje. Budu¢i da je u vecini
slu¢ajeva jezi¢ni procesor program, jezik izgradnje jest jezik kojim je ostvaren sam jezi¢ni procesor. Na
temelju dane definicije jezi¢ni procesor prikazuje se na sljedeci nagin:

Lg

gdje je JP jezi¢ni procesor, L; je izvorni jezik, L. je ciljni jezik, te Lq je jezik izgradnje. Osim tri spomenuta
jezika vezana uz definiciju jezichog procesora, razvijagju se i posebni jezici definiranja jezika. Jezik
definiranja jezika omogucuje jednostavni i jednoznagni zapis pravila programskih jezika.
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Slika 1.1: Osnovni zadatak jezi¢nog procesora

Buduc¢i da se rad jezi¢nog procesora zashiva na prevodenju programa iz jednog jezika u drugi jezik,
potrebno je pobliZe odrediti Sto su to program i jezik. Program se definira kao niz znakova. Znakovi su slova
abecede, dekadske znamenke, operatori, posebni znakovi i pravopisni znakovi. Na primjer, sljedec¢i niz

znakova:
import java.awt.*;public class Example{public static void main(String args[ 1){}}

jest najkraci ispravno napisan program primjenom programskog jezika Java:
i mport java.awt.*;
public class Exanple

public static void main(String args[])

{
}
}
Niz znakova:

import java.awt.*;public class Example{ public static void main(String args[ ]){int
a=2;int b=3;int c;c=a+b;}}

jest izvorni program napisan programskim jezikom Java koji zbraja dva cijela broja:



1 Uvob 3

import java.awt.*;
public class Example
public static void main(String args[])

int a=2;
int b=3;
int c;

c=atb;
}
}

Sljedeci niz znakova:

import java.awt.*;public class Example{public static void main(String args[]){int
a=2;int b=3;int c;c=a-b;}}

jest izvorni program koji oduzima dva cijela broja:
import java.awt.*;
public class Example

public static void main(String args[])

int a=2;
int b=3;
int c;

c=a-b;
}
}

Neka se prethodno dani primjeri programa oznace oznakama p;, p, i ps. Dani primjeri jasno
pokazuju da je moguce navesti beskona¢no mnogo primjera ispravno napisanih programa u programskom
jeziku Java. Programi se promatraju kao konacni nizovi znakova. Neka L, 0znacava skup svih ispravno
napisanih programa u programskom jeziku Java. Skup L;,, jest beskonaéni skup konaénih nizova i bilo koji
niz u skupu L., je ispravno napisan program u programskom jeziku Java. Na primjer, programi p, po i pa,
odnosno nizovi znakova p;, P, i ps, SU elementi skupa Li... Neka je Lg; skup svih nizova koje je moguce
napisati primjenom zadanih znakova abecede, dekadskih znamenaka, operatora, posebnih znakova i
pravopisnih znakova. Sljedeci primjer niza znakova py

import java.awt.*;public class Example{public static void main(String args[ ]){int a=2;int
b=3;int c;c(((((=a-b;}}

nije ispravno napisan program u programskom jeziku Java:
import java.awt.*;
public class Example

public static void main(String args[])
{

int a=2;

int b=3;

int c;

c(((((za-b;
}
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Buduc¢i da dani niz p,4 nije ispravno napisan program u programskom jeziku Java, zakljucuje se da je
skup svih ispravno napisanih programa Ly, pravi podskup skupa svih nizova L. Na primjer, niz p, je u
skupu L, ali nije u skupu Ljaye.

U daljnjem opisu rada jezi¢nog procesora formalni jezici definiraju se skupovima. Na primjer, skup
L,ava je formalna definicija programskog jezika Java. Prethodno je opisano da je najopcenitiji model jezi¢nog
procesora zasnovan na procesu prevodenja jezika:

Jezi¢ni procesor prevodi program (niz znakova) py koji je u jeziku L; (koji je u
skupu L;) u program (u niz znakova) p, koji je u jeziku L. (koji je u skupu Lo).

Jeziéni procesori su sloZeni programski sustavi koji za potrebe prevodenja izvornog programa u
ciljni program Koriste razli¢ite procese. U nastavku odjeljka opisuju se dva osnovna procesa koji ¢ine
okosnicu postupka prevodenja: prihvacanje izvornog programa i generiranje ciljnog programa.

Le

Neka jeziéni procesor ‘JPL = prevodi program py iz jezika L; u program p, iz jezika L..
g

Prihvacanije izvornog programa py iz jezika L; izvodi se na sljedeci nagin:

Tijekom procesa prihvacanja cita se znak po znak izvornog programa py (odnosno
¢ita se znak po znak niza py). Ako je program (niz) py u jeziku L; (u skupu L;), onda
nakon posljednjeg procitanog znaka ispisuje se da je niz py ispravno napisani
program u jeziku L;. Nije li program (niz) ps u jeziku L; (u skupu L;), nakon
posljednjeg procitanog znaka ispisuje se da niz py nije ispravno napisani program u
jeziku L;.

Proces prihvacanja ispituje ispravnost izvornog programa. Nije li niz py ispravno napisani program
u jeziku L;, zaustavlja se daljnji proces prevodenja izvornog jezika. Jezi¢ni procesor ispisuje poruke o
uc¢injenim pogreSkama u izvornom programu. Za potrebe prihvac¢anja programa (nizova) jezika L; gradi se
formalni automat M. Formalni automat M je matematic¢ki model automata koji ¢ita ulazni niz znak po znak i
koji na izlazu ispisuje je li procitani niz znakova u zadanom jeziku (odnosno u zadanom skupu). Razli¢ite
jezike (odnosno skupove) prihvacaju razli¢iti formalni automati. U odjeljaku 1.2 dan je primjer jednog
jednostavnog formalnog automata.

Ako je niz py ispravno napisani program u jeziku L;, onda jeziéni procesor pokreée generiranje
ciljnog programa. Generiranje ciljnog programa p, u jeziku L. izvodi se na sljedeci nacin:

Ciljni program generira se tako da se ispisuje znak po znak programa p, (niza
znakova py) koji je u jeziku L. i koji je je prijevod izvornog programa py.

Za potrebe generiranja ciljnog programa py u jeziku L. gradi se formalna gramatika G. Formalna
gramatika G je matematicki model koji ispisom znak po znak gradi, odnosno generira, nizove znakova.
Gramatika se zadaje tako da generira sve programe (sve nizove znakova) jezika L. (skupa L.). Budu¢i da
gramatika ne generira niti jedan program (niz znakova) koji nije u jeziku L, bilo koji generirani niz jest
ispravno napisani program u ciljnom jeziku L. (odnosno u skupu L.). Istodobnim ¢itanjem znakova izvornog
programa py i generiranjem znakova ciljnog programa p, osigura se da gramatika G; ne generira bilo koji
program jezika L. (bilo koji niz skupa L), ve¢ da gramatika G; generira ciljni program p, koji je upravo
prijevod izvornog programa py. Razlicite jezike (odnosno skupove) generiraju razlicite formalne gramatike.
U odjeljaku 1.2 dan je primjer jedne jednostavne formalne gramatike.

Zbog sloZenosti jezi¢nih procesora, prevodenje nije moguce ostvariti jedinstvenim dvostupanjskim
procesom prihvacanja izvornog programa i generiranja ciljnog programa. U stvarnim izvedbama jezi¢nih
procesora ugraden je viSerazinski proces postupnog prevodenja izvornog programa u ciljni program. Proces
prevodenja na bilo kojoj razini ostvaruje se dvostupanjskim procesom prihvacanja programa generiranog
procesom prevodenja prethodne razine, te generiranja programa za proces prevodenja naredne razine.
Pocetni proces prevodenja prihvaca izvorni program dok zavrsni proces prevodenja generira ciljni program.
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Razli¢ite razine prevodenja podijeljene su u dvije osnovne faze rada jezi¢nog procesora: faza
analize izvornog programa i faza sinteze ciljnog programa. Tijekom faze analize izvornog programa izvode
se procesi prevodenja na dvije razine. Osnovni zadatak procesa prevodenja tijekom faze analize jest
pojednostavljenje procesa prihvacanja izvornog jezika. U vecini danasnjih jeziénih procesora, tijekom faze
sinteze ciljnog programa proces prevodenja izvodi se na tri razine. Osnovni zadatak procesa prevodenja
tijekom faze sinteze jest pojednostavljenje procesa generiranja ciljnog programa.

Tijekom faze analize izvornog programa izvode se dva procesa prevodenja. Jedan proces
prevodenja izvodi se tijekom leksicke analize, a drugi proces prevodenja izvodi se tijekom sintaksne i
semanticke analize. Leksic¢ka analiza grupira znakove izvornog programa u osnovne elemente jezika, koji se
nazivaju leksicke jedinke. Na primjer, leksicke jedinke su: varijable (npr. niz viSe slova i brojaka koji
zapocinje slovom), kljucne rijeci (npr. kljuéna rije¢ naredbe grananja jest IF), konstante (npr. realne
konstante, cjelobrojne konstante, znakovne konstante), operatori i pravopisni znakovi. Leksi¢ka pravila
odreduju dozvoljene oblike leksickih jedinki.

Leksi¢ka jedinka formalno se definira kao niz znakova. Leksicka pravila odreduju skup svih
pravilno napisanih leksickih jedinki (nizova) zadanog programskog jezika. Dozvoljava se da je skup pravilno
napisanih leksi¢kih jedinki beskonacan i u formalnom smislu taj skup definira jezik leksickih jedinki. Za
potrebe prihvacanja leksi¢kih jedinki gradi se zasebni formalni automat koji je osnovica leksi¢kog
analizatora. Sve leksi¢ke jedinke izvornog programa provjeravaju se primjenom automata je li su u skupu
pravilno napisanih leksickih jedinki (odnosno je li su u jeziku leksickih jedinki). Ako su sve leksicke jedinke
ispravno napisane, onda se pristupa njihovom prevodenju u niz jedinstvenih znakova. Svaka leksicka jedinka
zamijeni se jednim jedinstvenim znakom.

Na primjer, neka je zadana sljedeca naredba (niz znakova) u izvornom programu programskog
jezika Java:

PPP=Jur ali 1L +7+24]1;

Naredbu ¢ini cetrnaest leksickih jedinki: varijabla PPP, operator pridruZivanja =, varijabla Jur a,
otvorena zagrada [, varijabla i , zatvorena zagrada ], otvorena zagrada [, varijabla j , operator zbrajnja +,
cjelobrojna konstanta 7, operator zbrajnja +, cjelobrojna konstanta 24, zatvorena zagrada ] i pravopisni
znak ;. Buduc¢i da su sve leksicke jedinke pravilno napisane (sve su u skupu pravilno napisanih jedinki),
leksicki analizator pristupa prevodenju naredbe PPP=Jur a[i J[j +7+24] ;. Generira se niz jedinstvenih
znakova:

V«V[V][V+K+K];

gdje je V jedinstveni znak leksi¢ke jedinke varijabla, <« je jedinstveni znak leksi¢ke jedinke znaka
pridruZivanja =, K je jedinstveni znak leksicke jedinke konstante, dok je uloga ostalih jedinstvenih znakova
lako uocljiva. lako su sve varijable predstavljenje jedinstvenim znakom V, a konstante jedinstvenim znakom
K, leksicki analizator gradi posebnu podatkovnu strukturu, nazvanu tablica znakova, u koju se spremaju svi
ostali podaci vazni za varijable i konstante. Dok se rad sintaksnog analizatora temelji isklju¢ivo na
informaciji sadrZanoj u nizu jedinstvenih znakova leksickih jedinki V«-V[V] [V+K+K];, ostale faze rada
jezi¢nog procesora koriste i ostale podatke spremljene u tablici znakova.

Nakon leksicke analize, izvorni program preveden je u niz jedinstvenih znakova koji je osnovica
sljedeceg procesa prevodenja. Proces prevodenja raspodijeljen je izmedu sintaksne i semanticke analize.
Tijekom sintaksne analize izvodi se proces prihvacanja nizova jedinstvenih znakova leksi¢kih jedinki, a
tijekom semantic¢ke analize izvodi se proces generiranja viseg medukdda. Sintaksna pravila definiraju: nacin
gradnje izraza primjenom leksickih jediniki (npr. aritmeticki izrazi, logicki izrazi), na¢in gradnje ispravnih
naredbi programskog jezika primjenom leksi¢kih jedinki i izraza (npr. naredbe pridruZivanja, naredbe
bezuvjetnog grananja, naredbe uvjetnog grananja), nacin gradnje bloka naredbi, te strukturu cjelokupnog
izvornog programa. Na primjer, uobicajeno je da su naredbe grananja sljedeceg oblika:
IF<lzraz>THEN<Naredba>;. Primjer pokazuje da sintaksna pravila osim samih leksi¢kih jedinki (u
primjeru su leksicke jedinke IF, THEN i ;) ukljuduju i sloZenije strukture, kao $to je logicki izraz <lzraz>,
koji se zasebno definiraju. Nadalje, pravila se zadaju rekurzivno, tj. struktura naredbe definira se primjenom
naredbe (u primjeru oznaceno kao <Naredba>).
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Sintaksna pravila definiraju skup (jezik) svih nizova jedinstvenih znakova leksi¢kih jedinki koji su
sintaksno ispravni izvorni programi. Za potrebe prihvacanja nizova jedinstvenih znakova leksic¢kih jedinki
gradi se formalni automat koji je okosnica sintaksnog analizatora.

Nakon uspjeSno provedene sintaksne analize, odnosno nakon §to formalni automat sintaksnog
analizatora utvrdi da je niz jedinstvenih leksi¢kih jedinki u skupu sintaksno ispravnih izvornih programa,
semantic¢ki analizator pokrece proces generiranja viseg medukdda. Prije generiranja viseg medukdda,
provjeravaju se semanti¢ka pravila. Semanticka pravila su interpretacijska pravila koja povezuju izvodenje
programa s ponaSanjem racunala. Na primjer, ako se jednoj varijabli pridruzi vrijednost zbroja cjelobrojne i
realne varijable, onda zbroj poprima realnu vrijednost. Nadalje, semantika jezika odreduje skup dozvoljenih
znacenja. Na primjer, neki jezici ne dozvoljavaju mnozenje cjelobrojnih i realnih varijabli. Potrebno je
prethodno pretvoriti obje varijable u realne ili cjelobrojne. U tim jezicima operator mnoZenja ima znacenje
cjelobrojnog ili realnog mnoZenja, ali nema znac¢enje mnozenja cijelih brojeva s realnima.

Tijekom procesa generiranja viseg medukdda izracunaju se konstantne vrijednosti i pojednostavi se
struktura naredbe. U visem medukddu niz 7+24 zamijeni se nizom 31 koji ima znacenje cjelobrojnog zbroja
brojeva 7 i 24. Struktura naredbi se pojednostavi na temelju informacija spremljenih u tablici znakova.
Tablica znakova popunjava se tijekom svih faza rada jeziénog procesora. Pretpostavimo da su u dijelu
deklaracija varijabli u Java programu bile zadane sljedece definicije:

int 1,j;
int PPP;
int Jura[][1=new int[20][100];

Na temelju datih definicija zakljucuje se da su &, j i PPP cjelobrojne varijable, a Jura je
dvodimenzionalno polje cjelobrojnih vrijednosti. Oznac¢avanje dvodimenzionalnog polja se pojednostavi u
cilju smanjivanja broja znakova potrebnih za zapis naredbi viseg medukdda, te u cilju u¢inkovitije sinteze
ciljnog programa. lako je uobic¢ajeno da naredbe viseg medukdda sadrze kazaljke na mjesta u tablici znakova
gdje su spremljeni svi podaci o varijablama i konstantama, zbog jednostavnosti prikaza u sljede¢em primjeru
generirane naredbe viSeg medukéda navedena su izvorna imena varijabli i izracunata vrijednost cjelobrojne
konstante 31. Niz jedinstvenih znakova leksickih jedinki V<-V[V][V+K+K]; prevodi se u niz znakova
naredbe viSeg medukédda:

PPP « Jural[i,j+31]

Generiranjem viSeg medukdda zavrSava faza analize izvornog programa i zapocinje faze sinteze
ciljnog programa. U cilju pojednostavljenja sveukupnog procesa generiranja i optimiranja ciljnog programa,
u vecini danasnjih jezi¢nih procesora tijekom faze sinteze izvode se tri procesa prevodenja: prevodenje viseg
medukdda u srednji medukdd, prevodenje srednjeg medukdda u nizi medukdd i prevodenje nizeg medukdda
u ciljni program.

Jedan od oshovnih zadataka procesa prevodenja viseg medukdda u srednji medukod jest pretvorba
slozenih podatkovnih struktura, kao Sto su polja podataka, i sloZenih naredbi koje upravljaju tijekom
izvodenja programa u niz naredbi koje Koriste iskljucivo varijable i jednostavne naredbe grananja. Na
primjer, naredba dohvata vrijednosti elementa dvodimenzionalnog polja prevodi se u niz naredbi koje
najprije izradunaju slijednu adresu zadanog elementa polja u memoriji racunala, a zatim se generira naredba
koja dohvaca vrijednost elementa polja na temelju izracunate adrese. Neka je dvodimenzionalno polje
spremljeno u memoriju redak po redak, gdje su pojedini elementi polja cjelobrojne vrijednosti koje
zauzimaju 4 okteta memorije. Na temelju vrijednosti indeksa dvodimenzionalnog polja:

Jura[i,j+31]
i na temelju veli¢ine maksimalnog indeksa dvodimenzionalnog polja:

int Jura[][]=new int[20][100];
izra¢una se indeks jednodimenzionalnog polja izrazom (i*100)+(j+31). Vrijednost izracunatog indeksa
jednodimenzionalnog polja pomnoZi se brojem okteta potrebnih za spremanje jednog elementa polja, a to je
4, te se time dobiva adresa trazenog elementa jednodimenzionalnog polja. Ako se izra¢unatoj adresi doda

pocetna adresa polja AdrJura, onda se dobiva apsolutna adresa trazenog podatka u memoriji racunala.
Sljede¢e naredbe slijedno racunaju trazenu adresu pomoc¢u privremenih varijabli v1 do v6, dok zadnja
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naredba dohvaca podatak koji je spremljen na adresi izracunatoj u privremenoj varijabli v6. Vrijednost
dohvacenog podatka pridruZi se varijabli PPP:

vl « i*100
V2 « j+31

v3 « Vvi1+v2
v4 <« 4xv3

v5 « AdrJura
v6 <« Vv5+v4
PPP « @v6

gdje oznaka @v6 ima znac¢enje dohvata podatka s adrese koja je jednaka vrijednosti varijable v6.

U sljedec¢em koraku prevodi se srednji medukdd u nizi medukdd. Naredbe nizeg medukoda Kkoriste
simbolicke registre rl1 do r8. Simbolicka imena varijabli prevode se u stvarne memorijske adrese. Varijabla
i spremljena je u prva Cetiri okteta pocetne adrese Pocetak, varijabla j spremljena je u druga cetiri okteta,
a prvi elemenet dvodimenzionalnog polja Jura spremljen je na adresi Pocetak+8. Naredbe niZeg
medukdda su:

rl « [Pocetak]
r2 <« rl1x100

r3 « [Pocetak+4]
r4 <« r3+31

r5 <« r4+r2

ré <« 4xr5

r7 < Pocetak+8
r8 « [r7+r6]

gdje oznaka [Pocetak] ima zna¢enje dohvata podatka s adrese Pocetak.

Tijekom zavrSnog procesa prevodenja generira se ciljni program na temelju nizeg meduk6da. U
ciljnom jeziku se umjesto simboli¢kih registara koriste stvarni registri procesora racunala, simbolicke
memorijske adrese poprimaju numericke vrijednosti, a naredbe ciljnog programa su strojne naredbe
procesora sastavljene od nula i jedinica.

Pojednostavljeni i poopcéeni opis rada jezi¢nog procesora zorno predocuje dva osnovna procesa koja
su osnovica kako cjelokupnog rada jezi¢nog procesora, tako i svake pojedine faze njegovog rada: proces
prihvacanja jezika i proces generiranja jezika. Ti procesi su dijelovi jedinstvenog procesa prevodenja. U
poglavljima koja slijede opisane su klase jezika razlicite sloZenosti, svojstva klasa jezika, automati koji
prihvacaju danu klasu jezika i gramatike koje ih generiraju. Poznavanje formalnih jezika, automata i
gramatika jest temelj bez kojeg nije moguce posti¢i ucinkovit rad jezicnog procesora, niti je moguce
razumjeti rad danasnjih jezi¢nih procesora.

U nastavku uvodnog poglavlja osim znakovlja i oznaka opisuju se primjeri jednostavnog formalnog
jezika, automata i gramatike. U poglavlju 2 opisuju se regularni jezici, kona¢ni automati i regularna
gramatika. Regularni jezici su najjednostavniji u smislu da ih prihvacaju najjednostavniji automati (kona¢ni
automati), odnosno da ih generira najjednostavnija gramatika. Kona¢ni automati osnovica su leksicke analize
vec¢ine jezi¢nih procesora, kao i razlicitih procesa prevodenja tijekom faze sinteze ciljnog programa.
Kontekstno neovisni jezici, kontekstno neovisna gramatika i potisni automati opisani su u poglavlju 3.
Kontekstno neovisha gramatika posebice je od znac¢aja za sintaksnu analizu izvornog programa. U poglavlju
4 opisani su najsloZeniji jezici, a to su rekurzivno prebrojivi jezici. Rekurzivno prebrojive jezike prihvacaju
Turingovi strojevi, koji predstavljaju najopcéenitiji formalni model izracunljivosti. Buduc¢i da je primjenom
Turingovih strojeva moguce simulirati rad bilo kojeg suvremenog digitalnog elektroni¢kog racunala, modeli
Turingovih strojeva koriste se tijekom semanticke analize za interpretaciju znacenja pojedinih dijelova
izvornog programa. Linearno ograniceni automat predstavlja ograniceni model Turingovog stroja koji
prihvaca kontekstno ovisne jezike. Kontekstno ovisni jezici opisani su u poglavlju 5. Zavrs$na razredba jezika
prema njihovoj strukturnoj sloZenosti dana je u poglavlju 6. U drugom dijelu poglavlja 6 definirana je
vremenska i prostorna funkcija sloZenosti prihvacanja jezika.
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1.1 Znakovlje i oznake

Znak i abeceda

Znak jest apstraktni pojam koji se ne definira formalno kao $to se ne definira ni tocka u geometriji.
Primjeri znakova su brojke i slova.

Abeceda jest konacni skup znakova. Brojke 0 i 1 ¢ine binarnu abecedu B = {0, 1}.
Niz

Niz jest konacni slijed znakova abecede postavljenih jedan do drugog. Na primjer, nizovi 011, 1011
i 1100011 zadani su nad binarnom abecedom B={0, 1}.

Duljina niza jednaka je broju njegovih znakova. Na primjer, niz w=1001101 jest duljine lw|=7.U
nizu w jest sedam znakova binarne abecede B={0, 1}.

Prazni niz oznacava se znakom ¢ i duljina praznog niza jest | ] =0. To je niz koji ne sadrZi niti
jedan znak.

U tablici 1.1 navedeni su pojmovi vezani uz nizove. Prazni niz & jest neutralni element operacije
nadovezivanja ew = we=w.

Nadovezivanje nizova oznacava se potencijama (npr. w=yy=y? ili w=xxxx=x"). Potencije definiraju
sljedece izraze:

wl=g

w=w"wzai>0,

wi=wlw=aw=w.

Prefiks niza w dobije se odbacivanjem niti jednog, jednog ili vise posljednjih znakova niza w.
(npr. niz ban jest prefiks niza banana)

Sufiks niza w dobije se odbacivanjem niti jednog, jednog ili viSe poéetnih znakova niza w.
(npr. niz nana jest sufiks niza banana)

Podniz niza w dobije se odbacivanjem sufiksa i prefiksa niza w.
(npr. niz ana jest podniz niza banana)

Pravi prefiks, sufiks ili podniz niza w je neprazan niz x koji je prefiks, sufiks ili podniz niza w i x=w.

Podslijed niza w dobije se odbacivanjem niti jednog, jednog ili viSe ne nuzno uzastopnih znakova niza w.
(npr. baaa je podslijed niza banana)

Nadovezivanje niza x i niza y dobije se dodavanjem znakova nizay iza niza x, w = xy.
(npr. nadovezivanjem niza ban i niza ana nastaje niz banana).

Tablica 1.1: Pojmovi vezani uz nizove
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Jezik

Formalni jezik jest skup nizova nad abecedom. Na temelju dane formalne definicije, primjeri jezika
su: prazni skup L;={}, skup koji ima jedan element - prazni niz L,={ &}, skup nizova za koje vrijedi da je broj
nula i broj jedinica paran broj L,={00, 11, 0011, 0101, 1001, 1100, ...}, itd. Jezik L3 zadan je nad binarnom
abecedom B={0, 1} i nije konacan. Primjer jezika koji nije konacan je i skup svih mogucih nizova nad
nekom abecedom X. Taj jezik oznacava se oznakom X*. Jezik L,=X* nad abecedom £={0, 1} je skup svih
mogucih nizova znamenaka 0 i 1: L,=3*={¢, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111,
0000, 0001, ...}.

U tablici 1.2 navedene su operacije nad jezicima.

Operacija Oznaka Definicija
Unija jezika L i N LUN 5 LUN={w | weL v weN}
Presjek jezikaLiN LAN ' LAN={w | weL A weN}
Razlika jezikaLiN - L-N L\N={w | weL A wgN!
- Nadovezivanije jezika L i N - LN ' LN={xy | xeL AyeN}
Kartezijev produkt L x N 7 Lx N={(x,y)| xeL A yeN}
Partitivni skup 2" skup svih podskupova od L
Kleeneov operator L* L* ©
L*=u L'
i=0
Kleeneov operator L* L o
L'=ul
_ _ i=1
Komplement jezika L L°={w | wel}

Tablica 1.2: Operacije nad jezicima

Za potrebe definicije Kleeneovih operatora nadovezivanje jezika oznaceno je potencijama (L?= LL
oznacava nadovezivanje jezika L samim sobom). Definira se da je:

L°={gil'=L"L.

Beskonacéni skupovi

Kardinalni broj skupa jest broj elemenata skupa. Postoji li bijekcija izmedu elemenata dva skupa
(preslikavanje jedan u jedan), ta dva skupa imaju jednake kardinalne brojeve. Imaju li dva skupa kona¢ni
broj elemenata, a jedan skup je pravi podskup drugog, onda oni imaju razli¢ite kardinalne brojeve. Ako su
oba skupa beskonacna, a jedan je pravi podskup drugog, onda to ne znaci nuzno da imaju razli¢ite kardinalne
brojeve. Na primjer, skup parnih brojeva je pravi podskup skupa prirodnih brojeva N. Medutim, ta dva skupa
imaju jednake kardinalne brojeve jer postoji bijekcija f(2i) = i, gdje je i prirodni broj.

Nemaju svi beskonac¢ni skupovi jednake kardinalne brojeve. Za sve skupove za koje postoji
bijekcija na skup prirodnih brojeva kazemo da su prebrojivo beskonacni. Skup cijelih brojeva Z (skup
prirodnih brojeva uvecan za 0 i negativne cijele brojeve) i skup racionalnih brojeva Q (skup svih razlomaka
gdje je brojnik cijeli broj, a nazivnik prirodni broj) su primjeri prebrojivo beskona¢nih skupova.

Primjer beskona¢nog skupa koji nema kardinalni broj jednak kardinalnom broju skupa prirodnih
brojeva je skup realnih brojeva. Skup realnih brojeva je neprebrojivo beskonacan jer nije moguce pronaci
bijektivno preslikavanje izmedu elemenata skupa prirodnih brojeva i skupa realnih brojeva.



10 1 Uvop

Graf

Graf G = (V, E) ¢ini konacni skup ¢vorova V i
e skup parova ¢évorova E. Parovi ¢vorova su grane grafa.
Slika 1.2 prikazuje primjer grafa s ¢vorovima V = {1, 2,

° 3,4,5} igranama G = {(1, 3), (3, 4), (2, 2), (2, 5)}.

Put grafa jest niz ¢vorova vy, Vs, Vs, ..., Vg (k=1)

za koji vrijedi da je (vj, vi+1) grana grafa, i to za bilo koji

i, 1<i<k. Duljina puta je k—1. Primjer puta grafa na slici

Slika 1.2: Primjer grafa 1.2 je: 1, 3, 4. Primjer puta je i: 2, 2. Put je zatvoren ako
je vi=v.

Usmjereni graf

Grane usmjerenog grafa su uredeni parovi ¢vorova
koje nazivamo usmjerenim granama. Usmjerena grana od
¢vora v do ¢vora w oznacava se izrazom v—w. Slika 1.3

prikazuje primjer usmjerenog grafa. :l
Put usmjerenog grafa jest niz ¢vorova vy, Vs, Vs, ..., Vi
(k=1) za koji vrijedi da je vi—>Vi.; usmjerena grana grafa, i to T

za bilo koji i, 1<i<k. KaZe se da put vodi od ¢vora v, do ¢vora
V. Na slici 1.3 primjer puta je niz 1-2—3—4. AKO su VoW i
W—>Z usmjerene grane, onda su ¢vorovi v i w prethodnici ¢vora
z, a w iz su sljedbenici ¢vora v. Cvor v je neposredni
prethodnik ¢vora w, a w je neposredni sljedbenik ¢vora v.

Slika 1.3: Primjer usmjerenog grafa

Stablo
ﬁenica\> Stablo jest usmjereni graf sljedecih svojstva:
<Subjekt> <Predikat> 1) Cvor nazvan korijen stabla nema prethodnika i od njega
l vodi put do svih ostalih ¢vorova.
/ \ 2) Bilo koji ¢vor, osim korijena stabla, ima to¢no jednog
Ljeto je prolo neposrednog prethodnika.

Slika 1.4: Primjer stabla

Stablo se crta tako da je Kkorijen stabla na vrhu grafa, a usmjerene grane pokazuju prema dolje.
Sljedbenici ¢vora poredaju se s lijeva na desno. Primjer stabla je prikazan na slici 1.4. Stablo prikazuje
raS¢lambu recenice “Ljeto je proslo”. Cvorovi su rijeci ili dijelovi re¢enice.

U nazivlju stabla neposredni prethodnik je roditelj, neposredni sljedbenik je dijete, prethodnici su
preci, a sljedbenici su potomci. Cvor bez djece je list, a svi ostali ¢vorovi su unutradnji. U primjeru danom
na slici 1.4 ¢évor “<Subjekt>" je roditelj ¢vora “Ljeto”, a &vor “Ljeto” je dijete &vora “<Subjekt>". Cvorovi
“<Subjekt>" i “<Recenica>" su preci ¢vora “Ljeto”, dok su évorovi “<Subjekt>" i “Ljeto” potomci ¢vora
“<Recenica>". Cvorovi “Ljeto”, “je” i “pro3lo” su listovi dok su svi ostali &vorovi unutrasnji.
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Dokaz tvrdnje matemati¢ckom indukcijom

Dokazivanje tvrdnje P(n) matemati¢ckom indukcijom izvodi se u dva koraka. U prvom koraku
dokaZe se baza, tj. dokazuje se da je tvrdnja istinita za neki konacni broj ng. U vecini slu¢ajeva ny=0:

a) P(no)

a zatim se na temelju pretpostavke da tvrdnja vrijedi za P(n—1), 5to je induktivna hipoteza, dokaZe da vrijedi
tvrdnja:

b) P(n), zany > 1.

Primjer 1.1. Neka je P(n) sljedeca tvrdnja:

Lo n(n+1)(2n+1)
2=

Uvjet (a) za n,=0 moguce je lako dokazati, budu¢i da su lijeva i desna strana jednake O. Pretpostavi
se da je tvrdnja P(n-1) istinita, tj. da je:

0 6
Gornji izraz uvrsti se u:
n n-1
>t =y i
i=0 i=0

i dobije se:

: i2 :(n—l)n6(2n—1) n? o n(n +1)6(2n +1)

Relacije

Binarna relacija je skup parova elemenata skupova. Prvi element para je u skupu domene relacije, a
drugi element para je u skupu kodomene relacije. U vecini slu¢ajeva domena i kodomena su isti skup S. Ako
je par (a, b) element relacije R, onda se to kratko zapi3e aRb.

Relacija R nad skupom S ima svojstvo:

1) refleksivnosti ako za sve a u skupu S vrijedi aRa;

2) nerefleksivnosti ako za niti jedan a u skupu S ne vrijedi aRa;

3) tranzivnosti ako za sve a, b i ¢ u skupu S za koje vrijedi aRb i bRc proizlazi da vrijedi aRc;
4) simetricnosti ako sve a i b u skupu S za koje vrijedi aRb proizlazi da vrijedi bRa;

5) asimtri¢nosti ako za sve a i b u skupu S za koje vrijedi aRb proizlazi da ne vrijedi bRa.

Asimetri¢na relacija je ujedno i nerefleksivna relacija. Relacija koja je refleksivna, simetri¢na i
tranzitivna naziva se relacija ekvivalencije.
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Neka je  skup svojstava relacije. /°-okruzenje relacije R je najmanja relacija R’ koja ukljucuje sve
parove relacije R i koja ima sva svojstva iz /2. Na primjer, tranzitivno okruzenje relacije R oznacava se
znakom R™ i gradi se na sljedeci nagin:

1) Ako je (a, b) u skupu R, onda je (a, b) u skupu R";
2) Ako je (a, b) u skupu R" i ako je (b, ¢) u skupu R, onda je (a, ¢) u skupu R";
3) Niti jedan drugi element nije u R™.

Skup R* ukljucuje skup Ri ima svojstvo tranzitvnosti.

Refleksivno i tranzitivno okruZenje relacije R definira se na sljedeci nagin:

R*=R" U {(a, a) | a je element skupa S}.

Primjer 1.2. Ako je R = {(1, 2), (2, 2), (2, 3)} relacija nad skupom S = {1, 2, 3}, onda je:

R"={(12),(2,2),(23) (1, 3)},
R*={(1,2), (2 2), (2 3),(1,3), (1, 1), 3, 3)}

1.2 Primjer formalnog jezika, pripadajuéeg
automata i gramatike

Definiciji formalnog jezika pridruzuju se dva matemati¢cka modela: automat i gramatika.

Automat jest model diskretnog matematickog sustava koji ¢itanjem znak po znak odlucuje je li
procitani niz element zadanog jezika. Tijekom ¢itanja znakova automat mijenja stanja. Prije ¢itanja prvog
znaka automat je u pocetnom stanju. Citanjem znakova niza automat mijenja stanja. Stanja se dijele na
prihvatljiva i neprihvatljiva. Ako je nakon posljednjeg procitanog znaka automat u jednom od prihvatljivih
stanja, onda se niz prihvac¢a. Skup svih nizova koje prihva¢a automat M je jezik za koji se kaZe da ga
prihvaca automat M. Jezik koji prihva¢a automat M oznacava se L(M).

Gramatika jest model matemati¢kog sustava koji gradi, odnosno generira, nizove znakova. Nizovi
se generiraju primjenom skupa produkcija. Produkcije su pravila koja odreduju na koji nacin se grade nizovi
znakova. Produkcije se zadaju zavrsnim i nezavrSnim znakova. Zavrsni znakovi su ujedno i znakovi abecede
jezika. Pocev od pocetnog nezavrSnog znaka primjenom produkcija nastoje se zamijeniti svi nezavrsni
znakovi zavrsnim znakovima. Postupak zamjene se nastavlja sve dok se ne generira niz u kojem su iskljucivo
znakovi abecede. Skup svih nizova koje generira gramatika G je jezik za koji se kaZe da ga generira
gramatika G. Jezik koji generira gramatika G oznacava se L(G).

Slika 1.5 prikazuje formalni jezik, gramatiku i automat. U primjeru 1.3 opisan je rad automata i
gramatike za zadani jezik.
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X* skup svih nizova nad

abecedom =
Jezik L takav da je
L=L(G)=L(M
Lcx* ‘

DA, ako je nizwelL(M)
NE, ako je niz wgL(M)

Slika 1.5: Formalan jezik, automat i gramatika

D* skup svih nizova nad
abecedom D

D*={¢ 1,2 3,4,5,6, ..,
124, 125, 126, ...}

Jezik L c D*
L={e0,36,9, 12,

15, ..., 123, ..}

Slika 1.6: Formalan jezik L

Primjer 1.3. Neka je jezik L definiran nad skupom dekadskih
znamenaka D={0, 1, 2, 3, ..., 9}. Niz se promatra kao cjelobrojna
vrijednost. Niz je u jeziku L ako je njegova cjelobrojna vrijednost
dijeljiva s tri L={¢, 0, 3, 6, 9, 12, 15, ..., 123, ...}. Slika 1.6 prikazuje
skup svih nizova D* nad abecedom D i jezik L.

Dva su nacina prikaza automata. Jedan od nacina prikaza
automata jest primjenom usmjerenog grafa koji se naziva dijagram
stanja. Cvorovi grafa su stanja automata, a usmjerene grane
oznacavaju prijelaze. Pocetno stanje automata oznaceno je znakom S i
usmjerenom granom bez izvoriSnog ¢vora. Prihvatljiva stanja su
dvostruko okruzena. Uz svaku granu oznacen je ulazni znak Koji
pokre¢e promjenu stanja automata. Prijede li automat u jedno od
prihvatljivih stanja nakon Sto se progita ¢itav niz, niz je element
jezika.

Slika 1.7 prikazuje automat koji prihvaca zadani jezik L. Automat ima tri stanja ovisno o tome je li
ostatak dijeljenja s tri jednak O (stanje S), 1 (stanje J) ili 2 (stanje D). Pocetno stanje automata je S. Pocetno

stanje S je ujedno i prihvatljivo stanje.

Rad automata pokazuje se na nizu
w=1404. Niz w je djeljiv s 3 i prema tome welL. Na Broj je djeljivs 3 Ostatak dijeljenja s tri je

pocetku rada automat je u stanju S. Nakon !

procitanog znaka 1 automat prelazi u stanje J, kao
Sto se to vidi u dijagramu stanja koji je prikazan na
slici 1.7. Automat je u stanju J i ¢ita sljedeci znak
4. Automat prelazi u stanje D. Znak 0 ne mijenja
stanje automata. Nakon procitanog posljednjeg
znaka 4 automat prelazi ponovno u stanje S, i
budu¢i da je to prihvatljivo stanje, automat
prihvaca niz w. Niz w je element jezika L.

Nakon prog¢itanog niza 400 automat
zavrSava u stanju J. Broj 400 nije djeljiv s 3, on
nije element jezika L i automat ga ne prihvaca
(stanje J nije prihvatljivo stanje).

Drugi nacin prikaza automata je tablicom
prijelaza. Reci tablice odreduju stanja automata, a

0,3,6,9

Ostatak dijeljenja s tri je 2

Slika 1.7: Dijagram stanja
automata jezika L

0,3,6,9
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stupci oznacavaju ulazne znakove. U posljednjem stupcu jest oznaka 1 ili O ovisno o tome da li se stanje
prihvaca ili ne. Pocetno stanje stavlja se u prvi redak tablice. Automat koji prepoznaje zadani jezik L, a
prikazan je dijagramom stanja na slici 1.7, prikazan je tablicom prijelaza 1.3. Elementi tablice odreduju novo
stanje. Na primjer, ako je automat u stanju J (stanje J odreduje redak tablice), a na ulazu je znak 4 (ulazni
znak 4 odreduje stupac tablice), onda automat prelazi u stanje D.

. Oznaka
Ulazni znak prihvatljivosti
01 23 456 7 89
S/ISJDSJDSJIDS 1
Stanja JJDSJDSJDSJ 0
DDSJDSJDSJID 0

Tablica 1.3: Tablica prijelaza automata jezika L

Za zadani jezik L moguce je izgraditi gramatiku koja ga generira. Produkcije gramatike jezika L
prikazuju se na sljedeci nacin:

<§> > 0<5>|3<5>|6<5>|9<5>|1<J>|4<J>|7<J>|2<D>|5<D>|8 <D>
<S> > ¢

<J>—>0<J>|3<J>|6<J>|9<J>|1<D>|4<D>|7<D>|2<S>|5<S>|8 <S>
<D>—>0<D>|3<D>|6<D>|9<D>|1<S>|4<S>|7<5>|2<J>|5<J>|8<J>

U zagradama “< >” su nezavr$ni znakovi gramatike. <S> je pocetni nezavrSni znak. Znak “—”
oznacava da je nezavrsni znak na lijevoj strani mogucée zamijeniti nizom znakova na desnoj strani. Lijeva i
desna strana znaka “—” su lijeva i desna strana produkcije. Oznaka “|” odijeljuje desne strane produkcija
koje imaju istu lijevu stranu, odnosno predstavlja “ili” operator. Na primjer, nezavrsni znak <S> zamjeni se
jednim od nizova: 0<S>, 3<S>, 6<S>, itd. Zamjena nezavrSnih znakova desnim stranama produkcije
nastavlja se sve dok u nizu ima nezavrsnih znakova.

Operatorom = oznacava proces generiranja desnog meduniza znakova iz lijevog meduniza znakova
primjenom to¢no jedne produkcije gramatike. U lijevom medunizu podcrta se onaj nezavrsni znak gramatike
koji je lijeva strana produkcije koja se primjenjuje, a u desnom medunizu podcrtaju su znakovi koji su desna
strana produkcije.

Prikazana gramatika generira nizove koji su elementi prethodno zadanog jezika L. Na primjer,
produkcija <S>— ¢ generira prazni niz koji je element jezika L:
<S> =g
Niz 0 generira se primjenom dvije produkcije. Najprije se primjeni produkcija <S>—0<S>:
<> = 0<S>,

a zatim se primjeni produkcija <S>—& na znak <S>. Na desnoj strani ostaje samo O (& je prazni niz i ne
sadrZzi niti jedan znak):

0<8>=0¢g=0.

Gramatika generira niz 1404 na sljedeci nacin:

<S> = 1<J> (primjena produkcije <S>—1<J>)
1<J> = 14<D> (primjena produkcije <J>—4<D>)
14<D> = 140<D> (primjena produkcije <D>—0<D>)
140<D> = 1404<S> (primjena produkcije <D>—>4<S>)
1404<5> = 1404¢ =1404. (primjena produkcije <S>—¢)

Uobicajeno je da se proces generiranja niza zapiSe na sljedeci nacin:

<& = 1<J> = 14<D> = 140<D> = 1404<S> = 1404






