Osnovni pojmovi
matricne algebre

U ovom dijelu definirat €e se osnovni pojmovi matricne algebre i navesti neka osnovna
svojstva matrica koja se koriste u daljnjem tekstu. Eksplicitni dokazi navedenih tvrdnji,
kao i detaljniju analizu navedenih pojmova, moguce je nati u vetini knjiga o linearnoj
agebri, vidi na primjer Stang (2003.), Kurepa (1978.), Horvati¢ (2004.) i drugi.

1.1. Pojam matrice i osnovne matriCne operacije

Matrica

Matricareda m-n je pravokutno polje (tabela, shema) elemenataod m redakai n stupaca,
a zapisuje se:

aip ade -+ @in
ay adxp -+ @

A=| 7 ol Zqa], i=12...m j=12....n 11
a ae . A [aj ] j (1)
Ldm1 @m2 - Amn

LN PRIMJER 1.1.

Primjeri matricasui matricax =[1 5 9] kojase nazivai vektor redak i matri-

17 3

76
cay= [51] koja se nazivai vektor stupac. Matrica B = [2 8 4

28
reda 2 - 3.

] je matrica

Transponirana matrica

Za danu matricu A reda m- n transponirana matrica A’ (ponekad se koristi i oznaka
AT) je matrica reda n- m koja se dobije zamjenom redaka i stupaca polazne matrice A.
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1 23 L2
Transponiranamatricamatrice A= jematricaA) =AT=[2 5
-2 5 4
3 4
1
Zamatricu y = | 6 | , transponirana matricaje y =y' = [1 6 7], tj. vektor
7
stupac “postaje” vektor redak.
® © NAPOMENA 1.1.
Uobicajeno je da se vektor stupac oznatava bez oznake transponiranja (’ ili T), a

vektor redak s oznakom transponiranja. Naime vektor redak smatra se transponiranim
vektorom pridruzenog vektor stupca, kao Sto je dano u primjeru 1.2.

Jednakost matrica
Jednakost matrica A = [a;| i B = [bjj] moguce je definirati ako i samo ako su matrice
istog reda, tj. imaju jednak broj stupacai redaka. U tom slucaju, matrice A i B reda m-n
su jednake ako jezasvaki i =1,...,mizasvaki j=1...,n:

ajj = bij. (1.2
Jednakost matrica oznaCava se A = B.

Zbroj matrica
Ako su matrice A i B reda m-n, zbroj matrica A+ B je matrica C reda m- n, za koju
vrijedi:

cj = ajj + byj, i=1,....m i j=1...,n (1.3)
Razlika matrica
Ako sumatrice A i B reda m-n, razlikamatrica A— B je matrica D reda m-n, zakoju
vrijedi:

dij = & — by, i=1...m i j=1...,n (1.4)

LN PRIMJER 1.3.

. 1 2
ZamatnceA—[3 4

oo 3[4 3]

] i B= H ﬂ Zbroj matrica je matrica C

11 4 5
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arazlika matrica je matrica D
12 11 01
o-n-a-[5 2]-[L 1]-[2 ] 9

Mnozenje matrice skalarom

UmnoZak (produkt) matrice A, reda m-n, i skalara A (A € R) je matrica AA, reda
m- n, za koju vrijedi:

AA = (Aaj) i=12....m j=12...,n (1.6)

LN PRIMJER 1.4.

Zamatricu A = [l 2} i skalar A = 4:
3 4
1 2 4 8
/IA—4.A—4-[3 4]—[12 16]' (1.7)

Mnozenje matrica

Nekaje A matricareda m-n i B matricareda n-p. Umnozak (produkt) matrica A i B
je matrica C, reda m- p, za koju vrijedi:

n
Ck=> ajbx, i=1..m i k=1..p (1.8)
=1

Da bi umnozak matrica bio definiran, broj stupaca matrice A mora biti jednak broju
redaka matrice B, tj.

Element c; matrice C, koji se nalazi u i—tom retku i j—tom stupcu, dobiva se tako da

se i—ti redak matrice A “pomnozi” s j—tim stupcem matrice B, o se shematski moze

prikazati ovako:
!
i |:—> —>][ ][ Cijj ] (1.10)
!

j
A B = C
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2 1 4 250
Umnozak matrica A = i B=|—-1 1| moze se definirati jer
-1 3 1 1 1
matrica A imatri stupca sto je jednako broju redaka matrice B, tj.
A B=C. (1.12)
2332 22

Umnozak matrica A i B, matrica C, jednak je:

- 2 0
core-[2 14| T
L 1 1
] 2-241-(-1)+4-1 2.0+1-1+4-1
| =)-2+3-(-1)+1-1 (-1)-0+3-1+1-1
7 5
=14 4] (1.12)
Skalarni umnoZak (produkt) vektora
Neka su x i y vektori reda n (matrice reda n-1), tj. X = [x3 -+ Xp] 1 Y =

[Yi -+ Yn]. Skalarni umnozak (produkt) vektora X i y je:

Y1 n
(xy) =Xy=[x1 - Xl [ ] =Xay1+Xo¥a + - Xayn = > _Xyi. (113)
Yn i=1

® © NAPOMENA 1.2.

1z (1.13) slijedi daje skalarni umnozak vektora x sa“samim” sobom:

n
(x%) =Xx=xX+X+.. .+ =) ¥
i—1

n
(% x))2 =G+ +. +x= Y 2= x| (1.14)
i=1

naziva se euklidskom normom (ili L, normom) vektora x i oznatava se ||x||.

a vrijednost:
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Skalarni umnozak vektora X =[1 5 -1 3]iy =[4 0 3 1] jebro:

4
(xy)=Xy=> "xy=[1 5 -1 3]

i=1

=1-445-0+(-1)-3+3-1=4.

— Wo b

(1.15)

Kvadratna matrica

Matrica A reda m-n je kvadratna ako je broj redaka matrice jednak broju stupaca, tj. ako
je m=n. Zatakvu matricu kaZe se da je reda n.

LN PRIMJER 1.7.

Matrica A = [l 1

1 0} je kvadratna matrica drugog reda.

Simetri¢na matrica

Kvadratna matrica A reda n je simetricna ako je A= A, tj. ako je

aj = g, zasvaki i,j=1,...,n (1.16)

LN PRIMJER 1.8.

2
Matrica A = 3 | jesimetricna, jer je A=A'.

=1l

N~ O
WN -

Zasve kvadratne matrice A i B jednakog reda su umnosci AB i BA dobro definirani, ali
je optenito:
AB # BA. (1.17)

LN PRIMJER 1.9.

Za kvadratne matrice A = [1 1] i B= [0 2} vrijedi:

10 10
1 2] . 2 0] .
AB:[O 2} |BA:[1 1],tj.AB;£BA. (1.18)

Opcenito: Komutativhost mnozenja matrica ne vrijedi za proizvoljne matrice A i B reda
m-nin-m.



1. Osnovni pojmovi matriéne algebre

Svojstva transponiranih matrica

Za proizvoljne matrice A i B, uz pretpostavku da su navedene operacije definirane, vri-
jedi:

(A+B) =A+B,

(A/)/ =A,

(AA) = AA, za A proizvoljan skalar, A € R,

(AB) = B'A. (1.19)

Nul-matrica

Matrica kojaima sve elemente jednake nuli je nul-matricai oznaCavases O. Naprimjer,

matrica:
00O0O0O
0= [o 000 o] (1.20)
je nul-matricareda 2 -5, a matrica
00O00O
O=|(0000O0 (1.21)
00O00O

je nul-matricareda 3- 4.

Bez obzira na red matrice, nul-matrice se oznaCavaju s O. |z konteksta je uvijek jasno
na koju se nul-matricu misli.

JediniCna matrica

Kvadratna matrica reda n je jedini¢na matrica | ako je:

10 --- 0
01 .---0
- : .. o | = [5ij] . (1.22)
00 .- 1
djj je Kroneckerov simbol definiran:
dj=0zasvakii#jidu=06p=...=06n=1 (1.23)

Jedini¢na matrica ima jedinice na dijagonali, a ostali elementi matrice jednaki su nuli.

Bez obzira na red matrice, jediniCne matrice se oznaCavaju s | . Naime, i matrica

0 (1.24)
1



1.2. Determinanta i inverzna matrica

| = [é ﬂ (1.25)

su jediniCne matrice, pri ¢emu je prva matrica reda 3, a druga reda 2. 1z konteksta je
uvijek jasno na koju se jedinicnu matricu misli.

Svojstvo jedini€ne matrice

Za svaku matricu A reda m-n i matricu B reda n- k vrijedi:
Al=A i IB=B, (1.26)

gdie je | jedini¢na matrica reda n.
1.2. Determinanta i inverzna matrica

Inverzna matrica

Inverzna matrica ili inverz kvadratne matrice A reda n, oznaka A1, je matrica koja
zadovoljavarelaciju:

AAl=alAa=1, (1.27)

gdje je | jedini¢na matricareda n. Ako takva matrica postoji, za matricu A se kaze da
je invertibilna ili regularna. Matrica je singularna ako nije regularna.

® © NAPOMENA 1.3.

Za kvadratnu matricu moZze postojati najvise jedna inverzna matrica.

Svojstva inverzne matrice

Neka od osnovnih svojstava inverzne matrice su:

o« (A t=A

o (A) 1=/ *1>’,

. AB) o B AL (1.28)
|~

-1

° = gdjejel Jedlnlcnamatrlca reda n.

°
[A8)7]" = [(aB)]

T =[BATT = )BT
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Determinanta matrice (Laplaceov razvoj determinante)

Determinanta kvadratne matrice A reda n, oznaka detA = |A|, rauna se:

n
detA=|A] =) a;(—1)"|Ay|, zasvakoi=1,...,n. (1.29)
=1

|Ajj| nazivase (i, ) —taminoramatrice A. To je determinanta kvadratne matrice (n—1)—
og reda dobivenatako da se iz matrice A ispuste i—ti redak i j—ti stupac.

Broj (—1)"|Aj| = Cjj naziva se (i,j)—ti kofaktor ili algebarski komplement matrice
A. Prematome, (i,j)—ti kofaktor ili algebarski komplement matrice A nije ni&ta drugo
vet (i,])—ta minora matrice A s odgovargju€im predznakom.

Transponirana matrica kofaktora matrice A, oznaka A*, naziva se adjunkta od A, fj.

A= [A].
® © NAPOMENA 1.4.

Iz formule (1.29) proizlazi da se determinanta matrice definira rekurzivno. Navedeno
pravilo za izraCunavanje determinante matrice A poznato je kao Cramerovo pravilo
ili Laplaceov razvoj (vidi Sego, 2005. str. 39-55).

LN PRIMJER 1.11.

a) Matrica — skalar: A= [g]
Broj ili skalar je matricareda 1-1, tj. A= [a], paje detA = |A| = a. Naprimjer,
ako je A= [4], detA= |A| = 4.

b) Matrica drugog reda: A— |21 212
a1 ax
Zamatricu reda 2 - 2, determinanta se izracunava:

aj; ap
ay; axp

detA = = an (1) ag| + arp(—1)1? |ay| = ajjaxn — ajag.

Na primjer, determinanta matrice A = [_1 g je _41 g' =4.2—(-1)-6=
8+6=14. i
a1 A a3
c) Matricatretegreda: A= | ax axp ax
az1 Az ass |
az az a1 az a1 ax

detA = |A] = agy(—1)H*? +agp(—1)1? +ag3(—1)*3

az azz az; ags az1 az2
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2 8 16
Na primjer, determinanta matrice A= | 3 4 10| je

-1 2 3
2 816
Al=| 3 410 :2-(—1)2410 +8.(-1)3 3 10 +16- (—1)* 3 4
2 3 -13 12
-12 3
—2.(4-3-2-10)-8-(3-3—(—1)- 10)+16 - (3-2—(—1) - 4)
—2.(—8)—8-19+16-10= —16 — 152 4 160 = —8.

Svojstva determinante

Neka od osnovnih svojstava determinante kvadratne matrice A reda n su:

o |N]=IA
e |AB| = |A][B],
e |[AA] = A"|A|, za A proizvoljan skalar, A € R, (1.30)

e Ako se jedan redak (stupac) matrice moze prikazati kao linearna kombinacija
ostalih redaka (stupaca), tada je determinanta matrice jednaka nuli.

Specijalno:  Ako su 2 retka (stupca) matrice jednaka, determinanta matrice jednaka je
nuli, ali obrat ne vrijedi (vidjeti Sego, 2005.).

B PROPOZICIJA:
Ako je A kvadratna matrica reda n, tada vrijedi:

A je invertibilna matrica ako i samo ako je |A| # 0. (1.31)

Drugim rijeCima, ako je matrica invertibilna (imainverz), tada ima determinantu razlicitu
od nule. No, vrijedi i obrat, ako je determinanta matrice razli¢ita od nule, matrica ima
inverz, tj. invertibilna je.

Zainvertibilnu matricu A, inverzna se matrica izraCunava:

Cu Ci -+ Cinl’
B 1 |Ca Cx Con
Al W : (1.32)
Cnl te Cnn

adjunkta matrice A

gdiesu Cjj, i,j = 1,...n kofaktori matrice A, Cjj = (—1)"* |Ay].
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1 2 -3

Zamatricu A = {3 2 4] izraGunava se inverzna matrica A—1.
2 -1 0

Za izraCunavanje inverza matrice, potrebno je prvo odrediti determinantu matrice, |A| i
transponiranu matricu kofaktora (adjunktu od A). Determinanta matrice A jednaka je:

1 2 -3
2 -4 3 -4 3 2

Al=[3 2 —4:1-‘ ‘—2-‘ ‘+(—3)-‘ _‘
> 10 1 0 2 0 2 -1

1-(0—4)—2-(0+8)—3-(-3—4)
1.(—4)—2-8-3-(-7) =1

Nadalje, kofaktor Cy; dobiva se tako da se minor |Ay| pomnozi s (—1)%*1. Mi-
nor |Aj1| matrice A dobiva se “ispustanjem” prvog retka i prvog stupca matrice A,

tj: [An| = | iz Cega proizlazi daje:

2 _
-1 0

Cu = (-1 |An| = (-1)°

2 4|2 —4

1o 5 O‘:z.o_(_4).(_1):_4.

Analogno se dobivaju i preostali kofaktori. Transponirana matrica kofaktora ili adjunkta

—4 3 2]
matrice A jednaka: A* = [8 6 —5|. Kako je determinanta matrice |A| =1, iz
-7 5 —4

—4 3 -2
Al=|-86 -5].

~7 5 -4

(1.32) dlijedi da je:

1.3. Linearna zavisnost vektora i rang matrice

Linearna kombinacija vektora

Vektor

k
X = AXg + AoXo + ...+ hXe = ZA.JXJ (1.33)
=1

je linearna kombinacija vektora xi, X2, , ..., Xk, pri ¢emu su skalari A1, 42, ..., Ak € R.
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Linearna zavisnost i nezavisnost vektora
Za skup vektora Xi,X,,...,Xx kaZze se da je linearno zavisan ako postoji k skalara
M, A2, ..., A& € R, koji nisu svi jednaki nuli, takvih da je:

AMXy + AoXo + ...+ Axe = 0. (1.34)

S druge strane, za skup vektora xp, X, , ..., Xx kaze se daje linearno nezavisan ako re-
lacija (1.34) vrijedi jedino u sluCgju A1 = A, = ... = Ax = 0, tj. niti jedan se vektor ne
moze prikazati kao linearna kombinacija preostalih vektora.

Ortogonalnost vektora

Dva ne nul-vektora x; i X2 (X1 # Xz) su ortogonani vektori ako je njihov skalarni
umnozak jednak nuli, tj. ako je
Xi %2 = O. (1.35)

LN PRIMJER 1.13.

Vektori X =[1 5 0 —4]iy =[4 0 -3 1] suortogonalni jer je

4
(xy) =Xy—[1 5 0 —4] _03 —1.445.040.(—3)+(—4)-1=0.
1
Ortogonalnost matrice
Kvadratna matrica X reda n, je ortogonalna ako je X'X = |, pri ¢emu je | jedini¢na

matrica reda n.

Ortogonalnost matrice moze se definirati i pomotu ortogonalnosti vektora stupaca same

matrice. Naime, ako su Xp, X, ..., X, vektori stupci matrice X, X = [X1,X2,...,%n],
matrica X je ortogonalna ako je zasvaki i,j =1,2,...,n

| 1 zai=j,

%X = { 0 zai#j. (1.36)

tj. ako su vektori stupci matrice medusobno ortogonalni.

Rang matrice

Zamatricu A reda m-n, rang redaka matrice A je maksimalan broj linearno nezavisnih
vektoraredaka, arang stupaca matrice A je maksimalan broj linearno nezavisnih vektora
stupaca matrice A. Rang stupaca jednak je rangu redaka matrice A i taj broj naziva se
rang matrice A, oznaka rang(A) =r(A).

Moze se pokazati da vrijedi (Kurepa, 1978., str. 175):
e rang(A-B) < min{rang (A),rang(B)};
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e kvadratnamatrica A reda n jeinvertibilna (|A| # 0), akoi samo akoje rang (A) = n;
e rang matrice se ne mijenja ako se matrica pomnozi s regularnom matricom zdesna ili
dijeva;
Formalno: Ako je matrica A reda m-n (m< n), amatrice B i C regularne matrice
redami n (postoji B~ i C1), tadaje:

rang (BAC) = rang (A).

e matrica A je singularna (|A| = 0) ako i samo ako postoji ne nul-vektor x, x # 0,
takav da je Ax nul-vektor (Ax = 0).

Trag matrice

a1 a2 ... Qn
. d axp -+ an I .
Trag kvadratne matrice A = ) definira se kao zbroj elemenata na
An1 @2 -+ am
glavnoj dijagonali, tj.
n
tI’(A):a11+a22+...+annzzaii- (1.37)
i=1

LN PRIMJER 1.14.
3 -2 4

Trag matrice A= | -1 -7 5 | jetr(A)=3+(-7)+10=6.
0O 4 10

Svojstva traga matrice

Za kvadratne matrice A i B istog reda moze se pokazati da vrijedi:

o tr (A) =tr(A),

o tr(A+B) =tr(A) +tr(B),

e tr (AB) =tr (BA),

o tr(AA) = Atr (A), za A proizvoljan skalar, 4 € R.



1.4. Linearne i kvadratne forme

1.4. Linearne i kvadratne forme
Y1
Nekasu a= i y= | : | vektori reda n i nekaje matrica A = [aj]

a X1
=
an Xn Yn

(i,j = 1,...,n) kvadratna matrica reda n.

Linearna forma je funkcija definirana s:

n
x—>a’x:a1x1+a2x2+...+aan:Za,-xi. (1.38)
i=1

Kvadratna forma je funkcija: (x,Xx) — X' AX, tj.

n n
/ 2
X Ax = Z Z jXiXj = au1X] + apXiXg + ... + ainXiXn
i=1 j=1

+ ap1XoX1 + ...+ agnXoXn + ...+
+ 8n1XeX1 + - . . + X2, (1.39)

Bilinearna forma je funkcija: (x,y) — XAy, tj.

n
XAy = Z aj%iYj- (1.40)
ij=1
Definitnost matrice

Matrica A je poztivno definitna ako za svaki ne nul-vektor x # 0 vrijedi daje X' Ax > 0,
tj. ako kvadratnaforma (1.39) poprima samo pozitivne vrijednosti (pozitivno je definitna).

Matrica A je poztivno semidefinitna ako je X’ Ax > 0.
Matrica A je negativno definitna ako za svaki ne nul-vektor x vrijedi daje XAx < 0.
Matrica A je negativno semidefinitna ako je X’ Ax < 0.
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1.5. Derivacija matricne funkcije

Derivacija funkcije F: R®* — R

Nekaje F realnafunkcija kojavektor x = [x; X2 ... X,] presikavau skalar, tj.
[X1 X2 ... Xn] = F(X1,...,%n). (1.41)

Derivacija funkcije F = F(xg,...,X,) (F : R" — R) je vektor Cije su komponente
parcijalne derivacije, t.

oF

o0Xq
%F - (1.42)
| oF

OXn

LN PRIMJER 1.15.

Zavektor X =[X; X xa]' ifunkciju F(X) = XiXoX3 + 3%z — %3 j&

OF . oF
% X2X3, % X1X3 + I % X1X2 3,
pa je vektor parcijanih derivacija
- aF -—
8X1
OF | oF [ § in 3
Al 6 I 1 )
x % X1Xo — 2X
L OX3 |
Specijalno, iz (1.42) proizlazi da je:
o —(ax)=a=[a --- ay| pri Gemuje a vektor skalara,

ox
e derivacija kvadratne forme XAx je: %(X/AX) = Ax+ A'x. Ako je A simetricna

matrica, tada je (%(x’Ax) = 2AX,

e derivacija bilinearne forme je gx (XAy) = Ay.
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Derivacija funkcije F : R®* — R™

Ako je F realna funkcija koja vektor x = [x; --- X,]" (reda n) preslikava u vektor
y=I[y1 -+ vn (redam), .

[Xl Xn],HF(Xl,...,Xn): [yl Ym],a (143)
derivacijavektoray = [y; --- Yym] obzirom navektor X = [X; --- Xp| jematrica
parcijalnih derivacijareda n- m:

OF(x) oy 0% Ox1
OXn OXn

[ I8 PRIMJER 1.16.
X1

Zavektor X = [x2] i funkciju F(x) =y = Bﬂ , pri Gemuje y; = 3x¢ — Xy i
X3
Y2 = X5 + 3x3, matrica parcijalnih derivacija je

oX1  OXq1 .
OFX) _oy_ |y oy A

M o
L 6X3 8X3 J

Derivacija funkcije F: R™™ — R

Zareanu funkciju F (F : R™" — R) i matricu A = [a&;] reda m- n, definira se
funkcija A — F(A), tj. funkcija F je skalarna funkcija matrice A. Ako se uvede oznaka
y = F(A), derivacija matricne funkcije y je matrica

oy

oF(A) oy | %2m 98 dy

W:a_A: = a s |:152a ,m, J:]-aza ,Nn
Oy |
0am OJamn

1z (1.45) specijalno proizlazi daje:

e derivacija kvadratne forme x'Ax jednaka %(X/AX) = xx.
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1.6. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Svojstvene vrijednosti kvadratne matrice A (reda n) su nultocke (korijeni) jednadzbe
det(A—Al)=|A—Al| =0. (1.46)

Zakvadratnu matricu A reda n, det(A—Al) je polinom n—tog redai nazivase svojstven
ili karakteristi¢ni polinom A, ajednadzba(1.46) svojstvenaili karakteristicna jednadzba
matrice A.

Budu€i da svojstvena vrijednost A; (i = 1,2,...,n) matrice A zadovoljava jednadzbu
(1.46), tj.
|A—Ail| =0, i=12...,n, (1.47)

matrica (A — A;jl) je singularna, pa postoji ne nul-vektor x; (X # 0) takav daje
(A — Al )Xi =0. (1.48)

Vektor x; naziva se svojstveni vektor matrice A pridruzen svojstvenoj vrijednosti A; .

LN PRIMJER 1.17.

Odreduju se svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrice A = [13 5] .

2 4

Za jediniCnu matricu | = [l 0} je

0 1
13 5 10 13 5 A0 13-4 5
A_M_[z 4}_’1[0 1]_[2 4}_[0 )L}_[ 2 4—/1}’
(1.49)
iz Cega proizlazi da je svojstveni (karakteristiCni) polinom (1.46) matrice A:
olet(A_;u):'lsz)L 4;':(13—1)(4—1)_2-5:/12—17/1+42:o.

(1.50)
Kako su rjeSenja kvadratne jednadzbe (1.50) jednaka A, = 3 i A, = 14, zaklju-
Cuje se da matrica A ima dvije razliite realne svojstvene vrijednosti A; = 3 i
Ao =14.
Svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A; = 3
Prvi svojstveni vektor x; = [x11 Xz1]', koji je pridruzen prvoj svojstvenoj vri-
jednosti A; = 3, dobiva se iz jednadzbe (1.48), tako da se za A; uvrsti vrijednost
A =3, 1.

(A — 3l )X]_ =0.



1.6. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Buduti da je
A3l — 135 3 10| _[135| (30| (183-3 5 |_|[105
|24 01| |24 03| 2 4-3| |21p
(1.51)
to je
. 10 5 X11 | 10x11 + 5X21 . 0
a-am- 2 5] (2] - [utsa] -9, am

Retci matrice (A — 31)x; su linerano zavisni, tj. sustav jednadzbi (1.52) ima bes-
konatno mnogo rjeSenja koja se mogu izraziti jednadzbom

2X11 + Xo1 = 0, tj. Xo1 = —2X11. (153)

Kako bi se dobilo jedinstveno rjeSenje, rieSenja se normaliziraju, tj. pretpostavlja
se da je norma svojstvenog vektora jednaka jedan, tj.

X2y +35, = 1. (1.54)

Tako se dobiva daje

1
2 2 2 2 2 2 2 2
X{1 + X1 = X31 + (=241)° = X3y +4x3; = OXqy = 1= X33 = ¢,

1 (1.55)
X1 = NG Xp1 = —2X11 = B
Prema tome, svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 4, = 3 je X3 =
1
V5
2
V5

Analogno se dobiva da je svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti
A =14; Xo = \/?
V26
Svojstva:

e Svojstveni ili karakteristicni polinom matrice A, |A— Al|, opCenito ima n komplek-
snih nultoCaka ili korijena, A1, A2,...,An € C. Prematome, svojstvene vrijednosti
nesimetricne matrice mogu biti realni ili kompleksni brojevi. Svojstvene vrijednosti
simetri¢ne matrice uvijek su realne.

e Neka su Xi,...,X, svojstveni vektori matrice A pridruzeni svojstvenim vrijednos-
tima A1,...,Ax. Ako se s X oznafi matrica Ciji su stupci svojstveni vektori, tj.



1. Osnovni pojmovi matriéne algebre

X=[xg - X] tadaje
A0 --- 0
0 A 0
AlXg - X =[Axa Axe -+ Aol = [xa X2 ---xa] | . . .|, (L.56)
0 O * /’Ln
odnosno u matriénoj notaciji:
AX = XA, (1.57)

pri Cemu je A dijagonalna matrica s vrijednostima A; na glavnoj dijagonali.
Prema tome, uz pretpostavku da X nije singularna matrica (X~ postoji), iz (1.40)
proizlazi daje:

X~AX = A, odnosno A = XAX L. (1.58)

Matricom svojstvenih vektora X dijagonalizira se matrica A.

Naime, ako su sve svojstvene vrijednosti razliCite (njih n), X ¢eimati n nezavisnih
stupaca, iz &ega proizlazi daje matrica X regularnai da postoji inverz X 1.

e Ako je A simetriCna matrica, postoje svojstveni vektori koji su i po parovima ortogo-
nalni. Naime, ako su A; i A dvijerazliCite svojstvene vrijednosti matrice A, A4i # 4;,
tada je x{xj = 0.

Optenito, za svaku simetri¢nu matricu A postoji ortogonalnamatrica Q (Q'Q = I) takva
daje QAQ=A, gdje je A dijagonalna matrica. Stupci matrice Q ustvari su svojstveni
vektori, a elementi dijagonalne matrice A pripadne svojstvene vrijednosti matrice A.

Na primjer, neka matrica A ima n razliCitih svojstvenih vrijednosti i neka su Xy, ..., X,

L . . . . X1 . .
pridruzeni svojstveni vektori. Matrica Q = ( m e W> ortogonalna je matrica
n

(QQ =), koja dijagonalizira matricu A, tj. QAQ = A, odnosno A = QAQ'.

e Trag matrice jednak je zbroju svojstvenih vrijednosti matrice, tr (A)

n
ST A
i=1
n
e Determinanta matrice jednaka je umnoSku svojstvenih vrijednosti, [A| = [] A;.
i=1

e Kakoje A= QAQ dlijedi daje:
rang (A) = rang (QAQ’) = rang (A) = broju svojstvenih vrijednosti matrice razli€itih
od nule.

e Potenciranje matrica: A" = (QAQ)" = QA"Q', specijaino A? = QA%Q'.

e A je pozitivno definitna ako i samo ako je A; > 0 zasvaki i.
A je pozitivno semidefinitna ako i samo ako je Aj > 0 zasvaki i.
A je negativno definitna ako i samo ako je A4; < 0 zasvaki i.
A je negativho semidefinitna ako i samo ako je A; < 0 zasvaki .



1.7. ldempotentne matrice

I TVRDNJA 1.:
B Faktorizacija (dekompozcija) Choleskog

Ako je A simetriCna i pozitivno definitha matrica, tada postoji regularna matrica P
takvadaje
A= PP, (1.59)

pri ¢emu je P donjetrokutasta matrica, tj. kvadratna matrica u kojoj su svi elementi
iznad glavne dijagonale jednaki nuli.

Dokaz: L ) )
A=QAQ = QA2A2Q = (QA2)(QAZ) (1.60)
gdieje:
Vii 0 ... 0
AP=| Viz ) = P = QAZ. (1.61)
0 Vo

1.7. ldempotentne matrice

Matrica A je idempotentna matrica ako vrijedi daje A% = A.

Svojstva:
e Svojstvene vrijednosti idempotentne matrice su O ili 1.

Naime, za svojstvenu vrijednost A, postoji pridruzeni svojstveni vektor x # 0 takav
daje Ax= AX, paje

APx = A AX = AAX. (1.62)

~~
AX

Kako je A = A, dijedi daje A’x = Ax = AAX iz Cega proizlazi daje AAX— Ax =0
odnosno:

(A—DAX=0= (AX=AX) = (A —1)Ax=0= (A —1)A =0.  (L63)

Dakle, vrijednost A moze biti samo O ili 1.

e Ako je A idempotentna matrica, rang (A) = tr (A) . Naime, za idempotentne matrice,
trag matrice tr (A) jednak je broju svojstvenih vrijednosti razlicitih od O.
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