Kombinatorika

1.1. Skupovi

Skup. Kombinatorika)je grana matematike koja proucava probleme svrstava-
nja, rasporedivanja i ptebrojavanja;i to uglavnom elemenata kona¢nih skupova i
struktura. Prema tvorcu teotije skupova G. Cantoru' pod skupom podrazumijevamo
svako sabiranje.odredenih, razli¢itih objekata naSe intuicije ili misli (koje nazivamo
elementima-skupa) u jednu cjelinu. Taj izricaj iz 1895. iskazuje skup kao cjelinu
sastavljenu od objekata nazvanih elementima skupa, a plod je neposrednoga shva-
¢anja, pa skup kao takav ne definiramo. Drugim rije¢ima, skup se smatra elemen-
tarnim matematickim pojmom koji se ne svodi na elementarnije pojmove. To da je
neki objekt x element nekog skupa A zapisujemo u obliku x € A. Obratno, da x nije
element skupa A piSemo u obliku x ¢ A. Skup A najcesce se opisuje kao zbirka raz-
licitih elemenata x koji imaju neko zajednicko obiljezje (svojstvo iliiznacajku) ¢.
To omogucuje definiranje skupa A kao kolekcije svih elemenatax's obiljezjem ¢
te piSemo da je A = {x: @(x)}. Primjeri skupova su: populacija ljudi, odredene Zi-
votinjske ili biljne vrste, posiljka odredenog broja nekog proizvoda itd. Specijalan
slu¢aj skupa je prazan skup koji oznaGavamo sa-@ = { }. Opéenito ¢emo skupove
oznacivati velikim slovima, a njihove elemente malim slovima. Tako, neki skup A
koji se sastoji od n elemenata piSemo u obliku:

A =Aal\ are. , ay}, (1.1)
gdje viticaste zagrade naznacuju da poredak elemenata skupa nije bitan.

Podskup, nadskup i partitivni skup. Neki skup moze biti dio nekog veceg
skupa ili moze sadrzavati neki manji skup. U navedenim primjerima to znaci da,
primjerice, unutar skupa populacije ljudi mozemo definirati novi skup s obiljezjem
da 'surnjegovi elementi osobe Zenskog spola. Skup osoba zenskog spola sadrzan
jeu skupu populacije ljudi, dok, obratno, skup ljudi sadrzava skup Zena. Sasvim

1Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845. — 1918., njemac¢ki matematicar
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opcenito kazemo da je skup A podskup skupa B i piSemo A € B, odnosno skup B je
nadskup skupa A s oznakom B 2 A ako je svaki element x skupa A, tj. x € A ujedno
element skupa B, tj. x € B. Prazan skup @ je podskup svakoga skupa, odnosno
skupu @ je svaki skup nadskup. Ako je svaki element skupa A element skupa B,
a svaki element skupa B element skupa A, tj. vrijedi A € B i ujedno B C A, tada
su skupovi A 1 B jednaki $to se krace pise A = B. U suprotnom, skupovi A\i B-su
razli¢iti i piSemo A # B. Ako jeujedno A € B1iA # B, kazemo da je A pravi podskup
skupa B s oznakom A c B, odnosno, B je pravi nadskup skupa A $to zapisujemo
sa B> A. Svaki skup moze imati podskup. Neprazan skup A ima svakako vise od
jednog podskupa kojima sigurno pripadaju prazan skup @ identican skup A. Sve
podskupove skupa A mozemo proglasiti elementima novog skupa‘koji nazivamo
partitivni skup skupa A i oznacavamo sa P (A):

Operacije na skupovima. Za'dva skupa A i B ¢iji je zajednic¢ki nadskup Q
definiraju se osnovne operacije naskupovima.’ To su unija, presjek i razlika sku-
pova. Unija skupova A i B oznaduje se\sa AU B, a daje novi skup koji sadrzava
elemente x takve da vrijedi x € A-ili-x € B. Presjek skupova A i B u oznaci AnB
daje skup elemenata x za koje je x € A i x € B. Razlika skupova A i B oznake A \ B
je skup elemenata x takvih da je x € A i x ¢ B. Kada je skup Q jasno definiran, Sto
¢e u nastavku redovito biti slucaj, razlika Q \ A naziva se komplement skupa A i
oznaduje sa A.' Za skupove A i B kazemo da su disjunktni skup ako je AnB = @.
Definiramo li, primjerice, zajednicki nadskup Q kao skup populacije ljudi koji sa-
drzi skup osoba muskog spola A, skup osoba zenskog spola B i skup malodobne
djece C. Unija skupova A uC predstavlja skup svih osoba muskog spola‘koji sva-
kako uklju¢uje musku djecu, ali i djecu Zenskog spola. Taj skup o€ito ne ukljucuje
odrasle Zene. Presjek AnC obuhvaca samo musku djecu. Razlika skupova 4 \ C
je skup isklju¢ivo odraslih muskaraca. Komplement skupa osoba-muskog spola A
je ocito skup osoba Zenskog spola B, a skupovi A i B su disjunktni jer ne“postoje
osobe koje su ujedno muskog i Zenskog spola te je AN B = &

Multiskup. Multiskupom smatramo cjelinu sastavljenu od elemenata koji se
mogu ponavljati. To $to je sastavljen od elemenata, multiskup ¢ini slicnim pojmu
skupa. Medutim, ponovljivost elemenatamultiskupa ¢ini ga razlicitim od skupa ¢iji
elementi su uvijek jedinstveni. Multiskupove ¢emo kao i skupove oznacivati veli-
kim slovima pri ¢emu ¢e, za razliku od skupova, multiskupovi imati dodan apostrof.
Time naznacujemo da'se elementi multiskupa mogu ponavljati. Multiskup A’ koji
ima n; identi¢nih elemenata a;, ny identi¢nih elemenata a, pa sve do n; identic-
nih elemenata.ag, gdje je ukupan broj elemenata multiskupa n=n; +ny +. . . +n;
mozemo zapisati kao:

n=ni+ny+...+n;

!
A =Say,...,a1,a, ...,a, ..., Ay..., i
—_— — o — ———
ny ny n
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Svaki od brojeva n;, ny do ny nazivamo kratnost ili multiplicitet. Uobicajeno je
multiskupove zapisivati jednostavnije navodenjem samo razli€itih elemenata s nji-
hovim kratnostima u obliku:

A'={n1-a1,m-ay, ..., ng-ag}. (1.2)

Mozemo uoditi da je multiskup (1.2) uz kratnosti ny =ny =. . . = ng =1 1 broj razli-
Citih elemenata k = n identican skupu (1.1).

Kao primjer definirajmo multiskup koji predstavlja populaciju svih Zivih bi¢a
tako da su elementi multiskupa objedinjeni skupovi ljudi, Zivotinja i biljaka. Ako
je oznaka jedinke covjeka aj, Zivotinje a; te biljke a3 a njihove brojnosti su ny,
ny 1 n3, tada su ny, ny i n3 kratnosti clanova'a;, ap i a3 te je multiskup oblika
A" ={nj-ay,ny-ay, n3-az}. Ovdjesu Kratnosti o¢ito neke kona¢ne vrijednosti.
Medutim, u kombinatorici su vrlo.vazni multiskupovi ¢iji neki elementi imaju be-
skonacne kratnosti. Kratnosti takvihelemenata oznacujemo sa co. Specijalni slucaj

je multiskup ¢iji su svi elementi beskohacne kratnosti. Njega zapisujemo u obliku:
A"={o0-aj, 00 ay, ..., 00 a}.

Primjerice, skup latini¢nih slova potrebnih za pisanje na hrvatskom jeziku je abe-
ceda koja se sastoji od k =30 elementa a; =a,a; =b, . . ., asx; =z Nakon §to se
pisuci iskoristi jedan znak, skupina slova umanjit ¢e se za jedan njezin element
tj. iskoristeni znak. Ocito, da bismo bili u mogucnosti pisati u kontinuitetu bez
ograni¢enja imajuci uvijek na raspolaganju sva slova, moramo imati pristup tak-
voj skupini u kojoj se slova pojavljuju beskona¢no mnogo puta, a to je multiskup
oblika A" ={oo0-a, c0-b, ..., 00z}

Primjer 1.

Sah je igra u kojoj se rabi 3est razli¢itih bijelih figura-i jednako toliko crnih figura.
To su: kraljevi — &, ¥; kraljice — W, W; topovi— H, X: lovci— &, £ ; skakaci —
&, A ipjesaci — &, &. Sve figure definiramo kao elemente zajednickog nadskupa
oblika

Q={& W K & ¢ & & WE & A 4}

1z zajednickog nadskupa mozemo izdvojiti dva skupa i to skup bijelih figura:
A = {%7 @7 E’ g? @7 &}7

i skup crnihfigura:
B={% W E & A &)}

Proizvoljno mozemo definirati i skup sastavljen od lovaca obje boje i skakaca samo
bijele boje:
C={&, &, &}
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Partitivni skup skupa C je skup svih njegovih podskupova:
P(C)={o, {2} {2} {2}, {2, £}, {2, 2}, {&, D}, {2, &, D}}.

Unija skupova A i C je novi skup koji obuhvaca sve bijele figure i crnog lovca iz
skupa C:
AuC={S, W X & & O A}

Presjek skupova A i C je skup s bijelim lovcem i bijelim skakacem:
AnC={&, d}.
Komplement skupa A je skup B:
A=Q\A=B
te je oCito presjek skupova A i B prazan skup:
ANB=y,

pa su ti skupovi disjunktni!

Slika 1.1. Sahoyskaploca s figurama

Na slici 1.1. prikazan je pocetni polozajfigura gdje vidimo da se u igri pojedine
vrste figura pojavljuju s razlicitim kratnostima, tako da se za njihov prikaz koristimo
pojmom multiskupas Na taj nacin-zajednicki multiskup figura je:

Q={1.% 1 W2.H2.2 2084, 1-% 1.W2X 2.6 2478 4}
On se sastoji od multiskupa bijelih figura:

A={1-% 12824284}
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i multiskupa crnih figura:
B'={l1-% 1. W2 X 2.8 2.4 8 4}

U oba multiskupa kratnosti kralja i kraljice su 1, topa, lovca i skakaca 2 te pjeSaka 8.

1.2. Teorem o uzastopnom prebrojavanju
. S W |

Metodama kombinatorike, koje daju odgovore na-pitanja kao §to su: na koliko se
nacina moze dogoditi neki dogadaj,ili koliko postoji\elemenata s odredenim svoj-
stvom, koristimo se najviSe u teoriji vjerojatnosti.\Pri tome se temelj kombinatorike
1 njezin osnovni princip iskazuje-se.nasljede¢inacin.

Teorem o uzastopnom prebrojavanju. Akoje T CA; xAy x...xA, skup
uredenih n-torki (ay, a3, .. . , ap) definiran tako da se prva komponenta a; moze
izabrati na pyrazli¢itih.nacina, druga komponenta a; na p; nacina, i tako dalje do
n-te komponente.a,, koja se moze birati na p,, nacina, tada skup 7 ima

pP=p1p2:---"Pn (1.3)

elemenata. Ovo je sadrzaj teorema o uzastopnom prebrojavanju koji se moze iska-
zati i na sljede¢i nacin: ako se prvi dogadaj moze ostvariti na p; razlicitih nacina,
drugi na p; nacina, i tako do n-tog dogadaja koji se moze ostvariti na p, nacina,
tada se svih n dogadaja moze ostvaritina p=p;-p>-. . .- p, nacina.

Valjanost teorema dovoljno je dokazati metodom matematicke indukcije pri
¢emu u prvom koraku pretpostavljamo proizvoljan.trivijalan sluéaj uredenog para
(a1, ap) koji se, pri odabiru a; na p; i a; na pynacina, moze-odabrati na ukupno

p(2) =pi-p> (1.4)

na¢ina. Pretpostavimo sada da teorem yrijedi za uredenu n — 1-torku (a1, ay, . . .,
ay-1) za koju je
p(n=1)=pi-p2-... pp1.

Shvati li se ovako definirana struktura kao jedinstvena komponenta a;» . ,-1 =
(ay, az, . ., a,-1) koja se moze birati na p(n— 1) nacin, tada se prema pretpos-
tavci(1.4) uredena struktura oblika (a2, -1, an) = (a1, az, . . ., an-1, a,) moze
odabrati na p(n—1)- p, nacin, te je

p(n)=pi-pa-... Pt P
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Ovime je pokazano da ako pretpostavka vrijedi za uredeni par (a;, az), te ure-

denu n - I-torku (aj,az,...,a,—1), onda ona vrijedi i za uredenu n-torku
(ar,az,...,an1,a,), pa teorem vrijedi za bilo koji broj ¢lanova n uredene n-
torke (ay, az, . . . , an-1, ap).

Primjer 2.

Na nekom stroju mogu se izradivati dijelovi za neki sklop sastavljen iz triju dijelova,
na nacin da se prvi dio izraduje u 4 razlicite varijante, drugi dio u 7 varijanti, a treci
dio sklopa u 5 varijanti. Koliko se razli¢itih varijanti sklopova moze montirati iz tih
dijelova?

Rjesenje. Prvi dio izraduje se u 4 varijante, te se poistovje¢uje s komponentom
a; koja se moze izraditi na p; = 4 razli¢ita nacina.-Slicno tome, drugi dio izraduje se
u 7 varijanti, te komponenta a, moze biti na p, = 7 nadina, a treéi dio a3 bira se na
p3 =5 naéina. Dakle, skup T € A} x A, x A3 je skup uredenih trojki (a1, az, a3) koje
poprimaju vrijednosti, odnosno koje se biraju na 4, 7, i 5 naéina, te se, prema ([L.3),
od njih moze montirati sklop na p = p;-p2- p3=4-7-5 = 140 nacina.

Primjer 3.

Ako sewu nekom! pogonu koji opsluzuje odredena grupa radnika zeli izabrati poslo-
voda 1 njegov zamjenik, pri ¢emu je poznato da 6 radnika posjeduje kvalifikaciju za
poslovodu, a nakon njegovog izbora preostaje 7 radnika kvalificiranih za zamjenika,
potrebno je ustanoviti na koliko se nacina ovakav izbor moze napraviti?

Rjesenje. Radnici kvalificirani za poslovodu predstavljaju skup A; s elementima
a; kojih ima p; = 6. Preostali radnici kvalificirani za zamjenika ¢lanovi su, skupa
Aj 1 poistovjecujemo ih s elementima a, kojih je py = 7. Dakle, skup 7' € A} x A,
uredenih parova (aj, a) ima p = p; - py = 6-7 =42 elemenata, tj. poslovodaizamjenik
poslovode mogu se birati na 42 razli¢ita nacina.

Razmijestaji objekata. Osnovni problem kombinatorike je odredivanje broja
nacina na koji se neki objektiay, az, . . . , a, mogurazmjestiti po nekomu unaprijed
zadanu pravilu. To pravilo sastoji se od dviju izjava. Prva od njih je odgovor na
pitanje prebrojava li se broj moguéih razmjestaja uredenih objekata Sto znaci da
je njihov poredak bitan ili se prebrojavaju syi razmjestaji neuredenih objekata pa
njihov poredak nije bitan. Uredeni objekti ¢iju brojnost opéenito oznacujemo sa r
opisuju se uredenim r-torkama, dok'se » neuredenih objekata opisuje skupovima od
r ¢lanova. Druga edlukauzima u obzir ponavljaju li se objekti ili se ne ponavljaju.
Ako se objekti ne ponavljaju, njihov odabir provodimo koriste¢i se skupovima

A={ay,ar,...,a,},

jer 'oninimaju sve elemente medusobno razlic¢ite. U slu€aju ponavljanja objekata
rabimo elemente multiskupova

!
A= {n1 ‘ayj,np-ap, . .. ,nk-ak},
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u kojima se elementi mogu ponavljati. Uo¢imo da je multiskup A’ ¢iji svi elementi
imaju kratnosti n; =np =. . . = n; = 1 ustvari isto $to i skup A.

Sve navedene varijante daju nove skupove ¢iji elementi mogu biti uredene r-
torke takve da se njihovi elementi ne ponavljaju:

T ={(ai,, Gy, - - -, ai,): Qiyy iy, - . ., A, €AY}, (1.5)
ili se elementi ponavljaju:

T ={(ai, iy -..,a,): @i, aip, . ..,a;, €A"}, (1.6)
te neuredene r-torke bez ponavljanja:

T={{ai,ai,...,a}: ai, iyt . ., '0;, €A} (1.7)

ili s ponavljanjem:
T ={{ai, ai), - oo, @ )0, G} - .., a;, €A}, (1.8)

U konacnici se kombinatorni problem svodi na prebrojavanje elemenata skupa 7.
Ti elementi oCito mogu biti uredene-ili neuredene r-torke sastavljene od objekata
koji se k tome ne ponavljajuili s¢ mogu ponavljati. U teorijskom pristupu kombina-
torici objedinjeno se skupovi tipa (1.5) i (1.6) nazivaju permutacije, a skupovi tipa
(1.7) 1 (1.8).kombinacije. Nadalje, skupovi (1.5) i (1.7) su permutacije i kombina-
cije skupova, dok su skupovi (1.6) i (1.8) permutacije 1 kombinacije multiskupova.
U prakti¢noj primjeni koristi se nesto drukc¢ije nazivlje uzeg konteksta ogranice-
noga ha najces$cée prakti¢ne probleme prebrojavanja. To su varijacije, kombinacije
1 permutacije koje mogu biti bez ponavijanja ili s ponavljanjem, a obradit ¢emo ih
u nastavku.

Primjer 4.

Prebrojimo razlidite varijante preslagivanja skupova i multiskupova nacinjenih iz
skupine koju ¢ini 20 igracih karata, tj. $pil prikazan na slici [.2." Sve karte mogu
se prikazati u obliku skupa:

oL (= [*] [ [*][*][®] [%] [®] [*] [®] [#] [*N[*] [#][#][v] [¥] [*] [*][*
T LOPLT P|Q [PIK P{A |P[10[7] T RO |P{KAtAL 107 T 1°[Q [PIK | A |°[LO[[ J [7|Q 7| K |°[A

Preslagivanja karata razmatrat ¢emo's obzirom,na njihovu boju, pa ¢emo, u skladu s
time, obiljezjem skupa proglasiti etiri razli¢ite boje karata: tref — &, herc — ¥, pik —
# i karo — @. Na taj nadin skupinu od 20 karata proglasavamo multiskupom s &etiri
razlicita elementa (boje) oblika:

Q={5%,59585®),

koji 'sadrzava po 5 karata u jednoj boji. Buduéi da numericko obiljezje (desetka —
10).te slikovna obiljezja (decko — J, dama — Q, kralj — K i as — A) u ovome slu¢aju
nisu bitna, pri oznacivanju karata ih ne biljezimo. Razmotrit ¢emo 6 razlic¢itih kom-
biniranih slucajeva ovisno o tome radi li se o uredenim skupinama ili su te skupine
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neuredene, ponavljaju li se pojedini elementi unutar tih skupina te, ako se elementi
ponavljaju, s obzirom na broj njihova ponavljanja. RjeSenje za svaki problem dat
¢emo usporedno s njegovim postavljanjem.

..
ot

Slika 1:2. Spil od 20 karata

a) Potrebno je iz Cetiriju karata, od kojih je svaka druge boje tako da se mogu
prikazatiu obliku skupa
A={% ¥ & &}

naciniti sve moguée uredene parove boja. Svi moguéi parovi pripadaju skupu:
T ={(ai,, ai,): ai,, ai, €A},
te je:

T :{(*7 ')7 ('7 *)7 (*’ ’)’ (” *)’ (*’ ‘)7 (’7 *)7
(¥, 8),(8,9),(9,9),(¢,9),(4,9) (& 4);. (1)
Prebrojavanjem se vidi da je broj mogucih varijanti 12. Taj broj moguce je i analiticki
izracunati uoci li se da se prvi ¢lan uredenoga para moze odabrati na 4 nacina, a nakon

toga drugi ¢lan na preostala 3 nacina. Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju
ukupan broj varijanti je umnozak ovih dvaju brojeva te iznosi 12.

b) Iz Cetiriju karata od kojih supo\dvije-iste boje i ¢ine multiskup
Al ={do /9 9} ={2.% 2.9}
moguce je definirati skup uredenih parova
T ={(ai,,a;,): ai,ai, €A’}

koji‘je jednak:
T:{("’v *), (%, 9), (9, &) (9, ')} (2)
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Prvi ¢lan uredenog para mogli smo birati na dva nacina, a nakon toga drugi clan
takoder na dva nac¢ina. Ukupan broj odabira je prema teoremu o uzastopnom prebro-
javanju jednak umnosku ovih dvaju brojeva i iznosi 4 §to se potvrduje neposrednim
prebrojavanjem dobivena skupa.

¢) Iz multiskupa Cetiriju karata takvih da su tri jedne boje, a jedna karta je neke
druge boje:
Al={d & & 9}={3.& 1.9}

kreira se skup svih uredenih parova:
T= {(ail, aiz) a4y, Giy €A},
koji je oblika:
T:{(*? *)a(".a ')7(', *)} (3)

U ovome slucaju ne mozemo izravno primijenitiiteorem o uzastopnom prebrojava-
nju, ali se za analiticki izracun broja mogucih varijanti moZemo posluziti dosjetkom.
Naime, buduci da se ¥ u skupu’A’ pojavljuje-samo jedanput, o¢ito se & mora poja-
viti u svim mogu¢im uredenim parovima.°Buduci da kratnost od & iznosi 3, oito je
1 broj mogucéih uredenih parova 3 §te‘odgovara broju ¢lanova skupa uredenih parova
dobivenim njihovim izravnim prebrojavanjem.

d) Iz skupa od cetiriju karata medusobno razli¢itih boja
A={% ¥ & &}
moze se naciniti skup svih podskupova s po dva elementa:
T ={{ai,ai,}: ai,ai, €A},
koji je:
T={{% 9}, {* 8}, {& &} {4, 9} {V, &} {67} (4)

Broj ¢lanova tog skupa je 6, a moZe se izraCunati temeljem slucaja.a). Naime, ocito
broj neuredenih parova mora biti dvostruko manji od broja“uredenih parova. Broj
uredenih parova u a) bio je 12 tako da je ovdje rezultat 6 kakoje 1 ocekivano.

e) Svi podskupovi skupa od dviju karata,jedne boje i dviju karata druge boje:
Al={d7% 0 9 ={2-% 2.9}
sadrzani su u skupu:
T3 {{ai17 aiz} < dj, di, EA,}?

odnosno:
T:{{*v *}’ {*7 '}’ {'7 '}} (5)

Brojnost skupa (5) mozemo analiticki dobiti kao brojnost skupa uredenih parova (2)
koja‘iznosi 4, umanjenu za 1 $to daje 3.
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f) Podskupovi koji se mogu naciniti od skupa Cetiriju karata od kojih su tri karte
jedne boje a jedna karta je razliCite boje:

Al={d & & 91 ={3.& 1.9}

su elementi skupa
T = {{ail P aiz} s daj, dp, GA,}7
koji ima oblik:
T={{%, &}, {% 9}}. (6)

Broj elemenata posljednjega skupa dobivamo nakon zapazanja.da se ¥ moze pojaviti
u neuredenu paru samo jedanput i to s njemu razli¢itim elementom . Element &
moze se pojaviti u paru jo§ samo sa sebi jednakim elementom <., To ukupno daje
samo dvije razlicite moguénosti.

U slucajevima a), b) i c¢), elementi skupa 7 prema izrazima (1), (2) i (3) poop-
¢eno se nazivaju permutacije i u njima se.pojavljuju uredene skupine objekata. U
slucaju a) skupa (1) objekti se ne mogu ponavljati pa je to permutacija skupa, dok
se u slucajevima b) skupa (2) i\¢) skupa'(3) objekti ponavljaju i to su permutacije
multiskupova. Poopceno izrazenoyslucajevi d), e) i f) obuhvacaju elemente skupa T
prema izrazima((4), (5) 1(6) koji predstavljaju kombinacije gdje poredak elemenata
nije bitan. U.sluc¢aju d).objekti skupa (4) se ne ponavljaju te ih nazivamo kombinacije
skupa, dok se w.varijantama e) skupa (5) i f) skupa (6) objekti ponavljaju tako da se
radi o kombinacijama multiskupova.

1.3. Varijacije

Definicija varijacije r-tog razreda bez ponavljanja od 7\ elemenata.
Varijacija r-tog razreda bez ponavljanja od n elemenata je svaka uredena r-torka
elemenata skupa A = {aj, az, . . . , a,} pri Cemu je r < n.. Skup svih varijacija je
prema tome:

T ={(ai, aiy, . . -, ai,) i@, , @iy, . . ., aj, EA}. (1.9)
Uzmimo za primjer tro¢lani skup A = {a,, a, a3} ¢ije sve varijacije elemenata
bez ponavljanja razreda r = 2 ¢ine skup:
T ={(ana2), (@2, a1), (a2, a3), (a3, a2), (a1, a3), (a3, a1)}.

Teorem o. broju varijacija r-tog razreda bez ponavljanja od n ele-
menata. Broj svih varijacija bez ponavljanja r-tog razreda n-teroclanog skupa
A={a, ay, ...,an}, 1. broj lanova (a;,, ai,, . . . , a;,) skupa (1.9) jednak je

n!

Vi(n) = (n-r)!

(1.10)
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Dokaz se zasniva na primjeni teorema o uzastopnom prebrojavanju ([.3). Na-
ime, prva komponenta a;, moze se odabrati na p; = n nacina, druga a;, od preostalih
n—1 komponenata na p; = n— 1 nacin, i tako dalje do r-te komponente a;, koja se
moze odabrati na p, = n—r+1 nain. Iz toga slijedi da se sve varijacije mogu
odabrati na

p=pi1-p2...pr=n-(n=1)-...-(n—-r+1)
nacina. S V,(n) oznacen je broj varijacija r-tog razreda bez ponavljanja, te izraz za
njegovo izracunavanje ima oblik

Vi(n)=n-(n-1)-...-(n—r+1). (1.11)

Posljednji izraz mozZe se pisati i u drugom obliku nakon Sto se’definira funkcija
prirodnog broja n kao umnozak svih prirodnih brojeva manjih ili jednakih od n
koju nazivamo n faktorijela, tj.

nl=n:(n—1)-. .- 1. (1.12)

Sada se jednadzba (1.11) moze pommorziti i podijeliti sa (n—r)!, nakon ¢ega se
dobiva (1.10).

Primjen5.

Nakoliko se'na¢ina od 5 radnika moze izabrati grupa od 3 Covjeka iz koje bi jedan
od radnika radio u prvoj, drugi u drugoj, a treci u trecoj smjeni? Isti radnik ne smije
raditi viSe od jedne smjene.

Rjesenje. Skup A ={ay, az, a3, as, as} €ini n = 5 razli¢itih radnika a;)a,, a3,
as, as od kojih treba formirati grupu veliCine r = 3, iz koje ¢e svaki radnik ‘dobiti
svoju smjenu. Broj elemenata (a;, , ai,, a;,) skupa svih moguéih uredenih trojki 7' =
{(a,-l s Qiyy Aiy) * Qi iy, iy € A} je broj varijacija bez ponavljanja koji prema ([L. 1))
iznosi

V3(5)=5-4-3=60. (1)

Drugim rijeima, u prvu smjenu moze se izabrati jedan od”5 radnika, u drugu je-
dan od preostalih 4, a u tre¢u jedan od preostala 3, Sto zbog teorema o uzastopnom
prebrojavanju daje (1).

Definicija varijacije r-tog.razreda s ponavljanjem od n elemenata.
Varijacija r-tog razreda s ponavljanjem od n elemenata je svaka uredena r-torka
n razli¢itih elemenata jednakeskratnosti » multiskupa A" = {r-ay, r-az, . .. , r-a,}
gdje r moze biti bilo.koji prirodni broj. Sve varijacije s ponavljanjem ¢ine skup
oblika

T={(ai,, aiy, -, a,): @, @, ...,a,€cA'}. (1.13)

Uo¢imo da definicija zadrzava jednako znacenje ako se za kratnosti elemenata mul-
tiskupa uzmu bilo koji prirodni brojevi ve¢i od ili jednaki ». Oni mogu biti i neiz-
mjerno veliki pa se najopCenitije moze pisati daje A’ = {c0-ay, c0-ay, ..., 00 ay}.

11
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Na primjer, skup svih varijacija s ponavljanjem razreda r = 2 od 3 razlicita
elementa multiskupa A’ = {2-ay, 2-a;, 2- a3} je:

T = {(alv al)’ (a17 a2)’ (ah a3)7 (a2’ al)v (a2a a2)7 (027 93)7
(a37 a1)7 (613, a2)7 (a37 03)}'

Dok smo u slucaju varijacija bez ponavljanja elemente a;, a; i a3 iz skupa A mogli
uzeti samo po jedanput, ovdje smo to mogli uciniti vise od jedanput i to dovoljan
broj puta da se od isklju¢ivo jednog elemenata ay, a, ili az multiskupa A’ zasebno
moze kreirati varijacija. Vidimo da se u svakoj varijaciji bezponavljanjati elementi
mogu pojaviti samo jedanput, dok se u varijaciji s-ponavljanjem svaki element
moze pojaviti do onoliko puta koliko iznosi razred-varijacije-r:

Teorem o broju varijacija r-tog razreda s ponavljanjem od n eleme-
nata. Broj svih varijacija s ponavljanjem.r-tog razreda multiskupa od » razlicitih

elemenata A’ = {r-ay, r-ay, . . ., #*a,},4j. broj ¢lanova (a;,, ai,, . . . , a;,) skupa
(1.13) je

V./(n)=n". (1.14)

Dokazslijedi-iz ¢injenice da se svaka od komponenata a;,, a;,, . . . , a;, moze

iz multiskupa'A” odabrati na p; = p, =. . . = p, = n na¢ina. Nadalje, iz teorema o

uzastopnom prebrojavanju (1.3) slijedi da se sve varijacije s ponavljanjem mogu

odabrati na
P
P=Di'Dj . ."Pg=N-N-...-N=n
[ —
r umnozaka
nacina. Dakle, ako se sa V//(n) oznagi broj varijacija r-tog razreda s ponavljanjem,

izraz za njegovo izraCunavanje dobiva oblik (1.14).

Primjer 6.

Na koliko se nacina za 5 radnika moze naprayiti~takav raspored da u svakoj od 3
smjene uvijek bude jedan radnik? Isti radnik moze biti u jednoj ili u viSe smjena.

Rjesenje. Moguénost da se svaki od 5 radnika moze birati u svaku od 3 smjene
mozemo predstaviti multiskupem-od'S razlicitih elemenata od kojih svaki ima krat-
nost 3, tj. A= {3-ay, 3-a», 3:a3;3-a4,3-as}. Broj elemenata (a;,, a;,, a;;) skupa
svih mogucih uredenih trojki T'.= {(4;,, ai,, a;) * ai,, ai,, ai, €A’} je broj varijacija
s ponavljanjem koji prema ([L.14) iznosi

Vi'(5) =5 = 125. (1)

Drugim rije¢ima, u prvu smjenu moze se izabrati jedan od 5 radnika, a u drugu i trecu
smjenu opet jedan od istih 5, tako da iz teorema o uzastopnom prebrojavanju proizlazi

().
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1.4. Kombinacije
]

Definicija kombinacije r-tog razreda bez ponavljanja od n elemenata.
Kombinacija r-tog razreda bez ponavljanja od n elemenata je svaki r-teroclani skup
sastavljen od elemenata n-tero¢lanog skupa A = {ay, az, . . . , a,} gdje-mora biti
r < n. Skup svih kombinacija bez ponavljanja moze se prikazati u.obliku

T = {{ail, Ajyy o v ,air}: Ay gy o ooy 4, EA} (115)

Uoc¢imo da ako bismo uzeli u obzir i kombinaciju-reda r = i, dobili bismo trivijalan
slu¢aj samo jedne moguce kombinacije, a to je sam skup A.

Primjerice, ograni¢imo li se naprikaz kombinacija r = 2 razreda bez ponavljanja
skupa A = {ay, az, a3} od n = 3 ¢lana, dobivamo skup svih kombinacija:

T ={{a1, a2}, {az, a3}, {a1, a3} }.

Teorem o .broju kombinacija r-tog razreda bez ponavljanja od n ele-
menata. U.opcenitom slucaju skup kombinacija r-tog razreda bez ponavljanja n-
tero¢lanog skupa A = {ay, az, . . . , a,}, tj. skup ([1.15), mozemo prikazati u obliku

T={{ai,,a1,,...,a1,},{az,a0,,....a0,},... . {ap,ap,...,ap}}.
(1.16)
gdje je indeks p broj svih kombinacija koji je jednak
K(n)= —" 1.17
(n) = (n—r)lr!’ (17
Ako se uvede veli¢ina koju nazivamo binomni koeficijent
n n!
Ry - A W 1.18
(r) (n=7)!rl’ (1.18)

Sto se Cita en povrh er ili en iznad er, slijedi da izraz za broj kombinacija r-tog
razreda n-teroClanog skupa bez ponavljanja glasi

K (n) = (’:) (1.19)

Dase broj kombinacija r-tog razreda dobiva koristenjem gornjih izraza, moze
se.pokazati na sljede¢i nacin. Zbog jednostavnosti skup (1.16) prikazat ¢emo skra-
¢eno:

T={K,Ks...,K,}. (1.20)
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Taj skup obuhvaca sve r-tero¢lane podskupove n-teroclanog skupa A te je cilj iz-
racunati broj tih podskupova K, (n) = p s pomocu brojeva ni r. U tu svrhu oznagit
¢emo sa Vi, Vo, ..., V, skupove varijacija r-tog razreda bez ponavljanja ¢lanova
Ki, K3, ..., K,skupa(1.20). Prema specijalnom sluCajuizraza (1.11)kadajen=r
svaki skup varijacija Vi, V, ili V,, ima r! elemenata, a unija svih tih skupova:

V=Viuhu...uVy, (1.21)

sadrzava sve varijacije r-tog razreda skupa A. Skupovi Vi, Vo, . .<['V, su disjunk-
tni, tj. vrijedi V. NV za sve slucajeve kada je e # f. To slijedijerjeza (aj,, ai,, - - - ,
air) eV, ﬁVf ocito K, = {ail s Ainy « « oy air} in = {ail, Qjys v - air}, 1z Cega Slljedl
da je e = f. Uzimaju¢i u obzir da svaki skup Ve-ima r! elemenata te buduci da
za e+ f vrijedi V,nVy =0, iz (1.21) proizlazi da je broj ¢lanova skupa V jednak
zbroju broja ¢lanova skupova V, §to iznosi pr!. Sidruge strane, buduci da je V skup
svih varijacija 7-tog razreda od A-¢iji se broj V,(n) izra¢unava prema izrazu ([L.10),

dobiva se
n!

P= rl(n-r)!’

odnosno (1.17) do (1.19).

Primjer 7.

Na koliko se nacina od 5 radnika moze formirati grupa u kojoj zbog prirode posla
istovremeno trebaju raditi 3 covjeka?

Rjesenje. Skup A = {ay, az, as, aq, as} €ni n = 5 razli¢itih radnika a;\ay, as,
ay, as od kojih treba formirati grupu veli¢ine r = 3. Broj tih grupa, tj. skupova
{ai,, ai,, a;,} iz skupa svih mogucih skupova T = {{a;,, a;,, ai, } = ai aiy, ai; €A}
(koji nisu uredeni jer njihov poredak nije bitan) je broj kombinacija 3. razreda bez
ponavljanja od 5 elemenata koji prema (1.19) iznosi

5
K3(5) = (3)3
odnosno, zbog (1.18),

N\ 12845

K3(5) = _ -
3(5) (55331 1-2-12-3

10.

Definicija kombinacije r-tog razreda s ponavljanjem od n elemenata.
Kombinacija r-tog razreda s ponavljanjem od n elemenata je svaki r-teroclani skup
sastavljen od n razli¢itih elemenata jednake kratnosti r multiskupa A’ = {r-ay, r-as,
.. ., r-a,} gdje r moze biti bilo koji prirodni broj. Sve kombinacije s ponavljanjem
¢ine skup oblika

T={{ai,a,...,a,}: ai,a,...,a,cA}. (1.22)
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Ocigledno kratnosti elemenata multiskupa A" mogu biti bilo koje cjelobrojne
vrijednosti vecée ili jednake od r, a da definicija ne mijenja znacenje. Opcenito
se moZe uzeti da su te kratnosti beskona¢no velike pa pisemo A’ = {0 -ay, oo -
az,...,00-ay}.

Ograni¢imo li se, primjerice, na prikaz kombinacija r = 2 razreda s ponavlja-
njem elemenata multiskupa A = {2-a;, 2-ay, 2-a3} od n = 3 ¢lana, elementi skupa
svih kombinacija su:

T= {{alv al}v {ala aZ}v {ah a3}> {az, Clz}, {a27 613}, {613, 613}}.

Teorem o broju kombinacija r-tog razreda-s-ponavljanjem od n ele-
menata. Brojkombinacija s ponavljanjem r-tog razreda multiskupa od n razli¢itih
elemenata A’ = {r-ay, r-az, . . ., rwa,}, tj=broj ¢lanova (a;,, a;,, . . . , a;,) skupa
(1.22) je

K,’(n):(n+:—1). (1.23)

Dokaz se moze provesti tako da se sasvim op¢enito kombinacija s ponavljanjem
prikaZze u obliku niza oznaka r ¢lanova multiskupa A’ i kvadrati¢a

T = aja\[MazazazOaqd1arazaz - .

r ¢lanova multiskupa A’

gdje jedan kvadrati¢ dolazi izmedu dvaju uzastopnih razli¢itih ¢lanovainiza bez
obzira pojavljuju li se ti ¢lanovi u nizu. Ako neki ¢lan multiskupa A" nije odabran
u niz, dobivaju se dva uzastopna kvadrati¢a izmedu kojih taj ¢lan nedostaje. Ne-
dostaju li dva susjedna ¢lana, pojavit ¢e se tri uzastopna kvadrati¢a‘itd. Indeksi
¢lanova niza ustvari su suvisni, jer nije bitno koji su to Clanovi. S druge strane
vazno je uociti da je uvijek broj tih ¢lanova r, a broj pravokutnika n— 1. Zbog toga
je ukupan broj svih oznaka a i O jednak n— 1 +r, anizmoZemo prikazati u obliku:

T = aarlJaaal a1 Laads:-

r oznaka a-u.nizuod ukupno n—1+r oznaka a i []

Uoc¢imo da je broj nacinaha koji odabiremo r elemenata iz multiskupa jednak broju
nacina na koje mozemo odabrati r mjesta u nizu gdje ¢e doci oznaka a. Taj broj
odgovara broju kombinacija r-tog razreda bez ponavljanja (n— 1+ r)-¢lanog skupa
te prema izrazu (1.19) iznosi:

K.(n—1+r)= (n—l+r)7
,

Sto odgovara pocetnoj tvrdnji (1.23) koju smo time dokazali.
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Primjer 8.

U nekom dijelu skladiSta pohranjuje se 3 razlicite vrste robe. Na koliko nacina se
moze odabrati roba za skladiStenje ako u taj dio skladiSta treba pohraniti tocno 5
komada uz pretpostavku da je od svih vrsta robe raspolozivo minimalno po 5 komada?

Rjesenje. Zapazimo da je potpuno svejedno jesu li brojnosti raspolozive robe po
svakoj vrsti 5, koliko iznosi broj komada robe koju treba pohraniti u skladiste, ili'su
te brojnosti vece od 5. U svakom slucaju mozemo definirati multiskup Ciji razliciti
elementi {aj, ap, a3} predstavljaju razli¢ite vrste robe pri ¢emu su njihoye kratnosti
5. Takav multiskup je oblika A’ = {5-a;,5-a, 5-a3} a iz njegovih ponavljajucih
elemenata potrebnoj je formirati neuredene trojke a;,, a;,, aj; veliCine r = 3, tj. skup
kombinacija s ponavljanjem razli¢ite vrste robe T{{aj,, ai,, @ } * @i, ai,, ai, €A’}
koji ima broj elemenata jednak broju kombinagcija 5. razreda s“ponavljanjem od 3
elementa koji prema (1.23) iznosi

s (BAININCTTY VT
K5(3)_( 5 )‘(5)‘@‘21

1.5. | Permutacije
.\~ .

Definicija permutacije bez ponavljanja od n elemenata. Permutacija
bez ponavljanja od n elemenata je svaka uredena n-torka elemenata skupa A =
{ay, ay, . . ., a,}. Skup svih permutacija je prema tome:

T = {(a,-l, Aiyy o v ,a,-n): aj s Qiyy - ooy Aj, EA}. (124)

Permutaciju bez ponavljanja mozemo jednostavno definirati ikao specijalan slucaj

varijacije ¢iji je razred r jednak broju ¢lanova n skupa'A.

Sve permutacije, na primjer, skupa‘od 3 elemenata A = {a, ay, az} ¢ine skup
permutacija:

T={(a1, a2, a3), (a1, a3z, az), (a2, a1, a3), (a2, a3z, a1), (a3, ai, az), (a3, az, ay) }.

Teorem o broju permutacija bez ponavljanja od n elemenata. Broj
permutacija bez ponavljanja n-tero¢lanog skupa A = {ay, az, . . . , a,} racuna se
prema izrazu

P(n) =n!. (1.25)

Dokaz se izvodi iz teorema o uzastopnom prebrojavanju (1.3), prema kojemu se
prva komponenta a; moZe izabrati na p; = n nacina, druga a;, od preostalih n -1
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