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1. OPCENITO

1.1. Mehanika évrstog deformabilnog tijela

Teorija elasticnosti i plasticnosti je disciplina koja pripada znanosti o
¢vrstom deformabilnom tijelu, ali je isto tako i dio mehanike kontinuuma u onom
dijelu koji se odnosi na ¢vrsto deformabilno tijelo s elasticnim i plasticnim
svojstvima. Postupci formulacije zada¢a, $to se ovdje primjenjuju, opéeniti su u toj
mjeri da se mogu lako prodiriti i na zadace s drugim svojstvima odnosno drzanjima
tijela napregnutih djelovanjem poljavanjskih silaili opéenito vanjskim utjecajima.

Zadaée o deformaciji, izoblicenju ili promjeni aoblika, évrstog deformabilnog
tijela te o pripadnom polju naprezanja prouc¢avaju se i u drugim disciplinama,
posebice u Otpornosti materijala, s bitno razli¢itim pristupom u matematickom
modeliranju. Metode otpornosti materijala nedostatne su za egzaktno opcée rjeSenje
postavljene zadace, pa se stoga unose pretpostavke o nainu deformiranja koje
vrijede samo za posebne skupove zadata o se rjeSavgju na elementarnim
primijenjenim modelima mehanike kontinuuma. Stoga se podrugje rjeSenja u
otpornosti materijala zadrZava na razini jednodimenzionalnog modela &tapai Stapnih
konstrukcija, a kod toga se koristi matematicki aparat diferencijalnog i integralnog
racuna. U pristupu teorije elasti¢nosti i plasti¢nosti koriste se metode matematicke
fizike za to¢no rjeSenje zada¢e. Postupak modeliranja provodi se i na matematickim
modelima primijenjene teorije easticnosti i plasti¢nosti, no s tom razlikom &o se
polazi od opéeg rjeSenja mehanike kontinuuma, odnosno i na tim modelima se
rjeSenj e posti Ze metodama matematicke fizike.

Realno ¢vrsto tijelo je skup elementarnih cestica, primjerice molekula,
atomaitd. Namikrorazini zadace o njegovoj gradi i vladanju predmet su istraZivanja
atomske fizike i fizike ¢vrstog tijela Ako se zamrznu promjene poloZaja
elementarnih ¢estica, odnosno njihova medusobna udaljenost kod djelovanja
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vanjskih sila, dobije se model apsolutno krutog tijela koji se rabi u kinematici i
dinamici kao temeljni model Newtonove mehanike.

U mehanici ¢vrstog deformabilnog tijela, promatrgju se pojave uzrokovane
vanjskim djelovanjima na makrorazini, paje stoga i mehanika kontinuuma izgradena
na fenomenskom deterministickom pristupu. Temeljna makroskopska pojava je
deformacija kao posljedica promjene oblika. Dakle, integralne posljedice procesa na
mikrorazini mogu se opazati kao nezavisni fenomenski termodinamicki parametri.
Kako je deformacija cista geometrijska tvorevina, njoj se pripisuju atributi koji
implicite sadrze fizikalnha svojstva gradiva tijela, pa se govori o elasti¢noj ili pak
plasticnoj deformaciji. Dakle, elasticnost i plasticnost su svojstva tijela iskazana
njegovim vladanjem u procesu deformiranja, a u termodinamickom smislu oznacuju
reverzibilnost ili pak ireverzibilnost procesa, o0 se odraZzava i u njegovom
matematickom modelu. Kod viskoelasticnin i viskoplastichih tijela proces
deformiranjaovisi o vremenu. Tasvojstva pripadaju reoloskom vliadanju tijela.

Klasicha podjela mehanike ¢évrstog deformabilnog tijela povezana je s
vladanjem tijela u procesu deformiranja. Mehanika elasticnog deformabilnog tijela
naziva se stoga teorija elasticnosti, a analogno plasti¢nog tijela teorija plasticnosti.
Nadalje, dijeli se ona na reologiju ili posebice na teoriju viskoelastichosti i teoriju
viskoplasticnosti. Temeljni klasi¢éni fizikalni model realnog ¢vrstog tijela, opisan u
drugom poglavlju, model materijalnog kontinuuma zajednicki je u svim navedenim
teorijama, pa su stoga one posebni dijelovi mehanike kontinuuma c¢vrstog
deformabilnog tijela.

U zadacama mehanike ¢vrstih deformabilnih tijela karakteristicnih oblika i
posebno optere¢enih uvode se pretpostavke sukladne ponaSanju modela koje su
pretezito kinematicke naravi, Sto znatno pojednostavljuje matematicki model. Takvi
modeli, kao sto su ploce i ljuske, spadaju u primijenjene modele mehanike ¢vrstog
deformabilnog tijela, a predmet su izucavanja teorije ploca, teorije ljusaka ili
uopéeno plosnih nosaca. Najjednostavniji takav model je jednodimenzionalni model
Stapa. Analiza mehanizama prijenosa opterecenja kod takvih modela, te postupak
modeliranja u okviru grani¢nih ducajeva, spada u inZenjersko modeliranje
konstrukcija.

1.2. Rubne zadaée

Zadace mehanike ¢vrstog deformabilnog tijela spadaju u rubne zadace
matematicke fizike. Na odabranom fizikalnom modelu realnog tijela prirodne pojave
i proces opisuju se jednadzbama matematicke fizike koje u pravilu cine sustav
parcijalnih diferencijanih jednadzbi. Zajedno s rubnim uvjetima u nekom odabranom
poc¢etnom trenutku vremena tvore one matematicki model rubne zadace. Dakle, iz
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rubnih uvjeta i jednadzbi matematicke fizike treba odrediti sve fenomene prirodnih
pojava. Kod deformabilnog ¢vrstog tijela su to polja naprezanjai deformacije.

Vrlo raznolike pojave iz fizike i mehanike opisuju se rubnim zadacama,
primjerice iz aerodinamike, elektrodinamike, fizike plazme, hidrodinamike, kvantne
fizike, optike, teorije elasticnosti, teorije gravitacije, teorije transporta itd. No,
razlicite fizikalne i mehanicke pojave mogu imati isti zajednicki matematicki model,
pa se rubne zadace u matematickoj fizici razvrstavaju prema matemati¢ckom model u,
a ne prema podrijetlu pojave. Primjerice, vanjska i unutarnja Dirichletova i
Neumanova zadaca jesu matematic¢ki modeli rubnih zada¢a razli¢itin pojava, pa se
rieSenje jedne od tih zadaca moze analogno primijeniti na sve ostale. Otuda proizl azi
moguénost da se zadata o torziji Stapa promatra kao analogno rjeSenje zadace
napregnute membrane, jer obje pojave opisuje isti matemati¢ki model Dirichletove
rubne zadace.

1.3. Razvitak mehanike kontinuuma

Razvitak mehanike kontinuuma c¢vrstog deformabilnoga tijela zapocinje
teorijom savijane grede koju su postavili Jakob Bernoulli (1654. - 1705.) i Leonhard
Euler (1707. — 1783.). Posebice je kod toga znatgjano o postavkom "principa
preseka’ L. Euler uvodi infinitezimalni racun kao osnovu diferencijalne formulacije
promatranin zadaca. Od tada se teorija elasti¢énosti razvija u prvoj polovici
devetnaestog stoljeca kao vazna grana matematicke fizike na temeljnim doprinosima
koje su dali Galileo Galilei, E. Mariotte, R. Hooke i drugi znanstvenici
sedamnaestog i osamnaestog stoljeca. Posebice se u povijesti mehanike kontinuuma,
odnosno teorije elasti¢nosti, istice godina 1678. kada je R. Hooke objavio zakon "ut
tensio sic vis' koji je dvije godine ranije postavio u obliku anagrama
"ceiiinosssttuv".

Razvoju linearne i nelinearne teorije elasticnosti bitho doprinose Joseph
Louis de Lagrange (1736. — 1813.), Louis Navier (1785. — 1836.), Gabriel Lamé
(1795. — 1870.), Sméon Denis Poisson (1781. — 1840.), te Augustin Cauchy (1789. —
1857.) koji 1821. godine uvodi pojam naprezanja, te pokazuje da je stanje
naprezanja u okolidu tocke odredeno tenzorom naprezanja. Posebice je znatgjna
pojava oblikovanja rjeSenja rubne zadate teorije elasti¢nosti u pomacima za
izotropne linearno elasticne materijale opisana Lamé-Navierovim parcijalnim
diferencijalnim jednadzbama.

U primijenjenoj teoriji elasti¢énosti oblikuju se novi modeli i postavlja
pripadna teorija. Gustav Robert Kirchhoff (1824. — 1887.), J. L. Lagrange i Sophie

Germain utemeljuju teoriju plo¢a, dok Edward Hough Love (1863. — 1940.) osniva
teoriju ljusaka. Znatan doprinos razvoju teorije plosnih nosaca daje i Sjepan P.
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Timo3enko. George Bidell Airy (1801. — 1892.) uvodi funkciju naprezanja kao
potencijal reSenja ravninskih zadaca teorije elasti¢nosti, $to znatno doprinosi razvoju
teorije visokostijenih nosaca.

Razvitak energetske, odnosno varijacijske formulacije zadata, zapocinje
radovima William Rowan Hamiltona (1805. — 1865.). Njegov tzv. Hamiltonov
princip vrijedi za slu¢gjeve s ogranicenjima u silama i vezama. Za deformirano
elasti¢no tijelo postavlja Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805. — 1859.) princip
minimuma potencijalne energije sustava. Takav pristup rjeSenju zadaca teorije
elasticnosti temelji se na razvoju varijacijskog racuna. Njegovi pocéetci nalaze se u
radovima Gottfrieda Wilhelma Leibnitza (1646. — 1716.), a Karl Friedrich Gauss
(1777. — 1855.) daje mu konacnu matematicku formulaciju. Daljnji doprinos razvoju
nelinearne mehanike kontinuuma te formuliranju pripadnih varijacijskih principa
dali su usvojimradovimaE. Trefftzi R. Kappus.

Kao posebni dio mehanike kontinuuma razvija se teorija plasti¢nosti u kojoj
je obuhvaéeno ponasanje tijela s plasticnim deformacijama. Razvoju te teorije
posebice su doprinijeli Tresca, R. von Mises, M. T. Huber, H. Hencky, W. Prager, R.
Hill i D. C. Drucker. Tako 1864. godine postavlja Tresca kriterij plasti¢nog tecenja
poznat kao hipoteza posmi¢nih naprezanja, a prva teorijska istrazivanja jednadzbi
konstitucije plasticnih materijala provode De Saint Venant i Levy (1870). Huber
1904. godine i von Mises 1913. godine svojim radovima uvode energetsku
formulaciju zadaca teorije plasticnosti Sto uzrokuje njezin brzi napredak.

Razvoj teorije analitickih funkcija kompleksne varijable u prvoj polovici
dvadesetog stolje¢a znatno je utjecao na sustavno analiticko istrazivanje temeljnih
ravninskih zadaca teorije elasti¢nosti. Primjenom konformnog preslikavanja rijeSene
su opcée zadace koncentracije naprezanja i pukotinskih stanja, &to je omogucilo i
razvitak mehanike loma. U navedenom podrucju posebni doprinos dali su P. F.
Papkovitsch, H. Neuber, H. M. Westergaard, G. V. Kolosov, N. I. Mushelidvili i G.
N. Savin.

U isto vrijeme A. E. Green i W. Zerna uvode u mehaniku kontinuuma
tenzorsku analizu, $to potice razvitak posebnog pristupa mehanici koji se ogleda u
disciplini pod nazivom racionalna mehanika. Posebice su znacajni doprinos u tom
pogledu dali Trusdell, Gurtin, Noll, Riviin, Green, Gunther, Nahgdi te viSe drugih
istrazivac¢a novijeg doba.

Razvitkom numerickih metoda, posebice metode konacnih elemenata, kako
ju je nazvao Clough 1960. godine, usporedo s golemom ekspanzijom racunalstva,
zapocinje doba svekolike realizacije sSlozenih teorijskin rjeSenja mehanike
kontinuuma. Osim toga, primjena racunala omogucila je i tvorbu slozenijih
fizikalnih modela Sto je uzrokovalao nesluceni razvitak novih grana mehanike,
primjerice mehanike loma. Znacajni doprinos u prodirenju inZenjerske primjene
numeri¢kih metoda dali su Argirys, Gallager, Zienkiewicz te Oden koji je metodu
kona¢nih elemenata uveo u podrucje nelinarne analize.
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2. ZAPIS

2.1. Indeksni i invarijantni zapis

U Descartesovu ili Kartezijevu pravokutnom koordinatnom sustavu koristi
se pretezito indeksna notacija velic¢ina tenzorskih odnosno vektorskih polja, a kod
toga se koristi Einsteinova konvencija o zbrajanju. Primjerice, polje ubrzanja koje
se oznatava saaili @ imakomponente a;, a,, 8,, te se u odabranom koordinatnom

sustavu moze oznaditi i s @, 1 =1,2,3. Isto tako se tenzor naprezanja T opisuje u
indeksnoj notaciji sa o, i, ] =1,2,3 Prvi oblik zapisaje tzv. invarijantni zapisjer

ijr

ne kazuje nista o izboru koordinatnog sustava te predstavlja opis fizikanih ili
geometrijskih pojava i njihovih medusobnih odnosa, dok se u drugom obliku zapisa
prepozngje dlika tih velic¢ina u odabranom koordinathom sustavu.

Prema Einsteinovom pravilu se pri zbrgjanju izostavlja znak zbroja £ u
jednostrukim i viSestrukim zbrojevima. Primjerice, jednostruki beskonacni zbroj

d = 2 AD, (1.1)
n=1
napisat ¢e se u obliku
®=AD,, n=12.-, (1.2)

gdjeje n nijemi indeks.

Preslikavanje vektorskog poljax napolje b

b= Ax (1.3)

koje obavlja linearni operator A, opisano je u pravokutnom koordinatnom sustavu
jednadzbama

b= A+ A+ AgXs
bz = ApX + Ay + Azsxs , (1.4)
b3 = AyX + %2)(2 + A3,3X3
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$to se moZe prikazati opéim izrazom za i-tu jednadzbu, odnosno komponentu b;
vektora b, u obliku zbroja

b= Ax;. (L5)

Prema Einsteinovom pravilu ispustit ¢e se znak zbrojai napisati kratko

bh=AXx, i,j=123. (1.6)

Indeks i u gornjem izrazu zove se dobodni indeks, a sukladno znagenju u sustavu
(1.3) ima jednake vrijednosti u svim ¢lanovima lijeve i desne strane i-te jednakosti,
dok se zbrgjanje obavlja po nijemom indeksu j. Broj slobodnih indeksa nije

ograni¢en. Primjerice, desna strana jednakosti (1.5) predstavlja matematicki objekt
od tri ¢lana oznacen slobodnim indeksom i =1,2,3, dok veli¢ina

B, = Amn,, i,,klI=123 .7
predstavlja matematic¢ki objekt od devet ¢lanova oznacen s dva slobodna indeksa

i, ] =123. Desna strana jednakosti (1.6) je dvostruki zbroj koji s klasi¢nim
oznakamaima oblik

3

3
Blj =22 A My Ny, i, ] =123. (1.8)

k=1 1=1

2.2. Zapis u kosokutnom koor dinathom sustavu

Zakosokutnu vektorsku bazu bira se reper
{e,.e,6}, (1.9)

gdje su vektori € nekomplanarni vektori koji nisu jedini¢ni i uzajamno ortogonalni
vektori. Volumen razapet baznim vektorima odreden je izrazom

V=e-(exe), (1.10)
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gdje se koriste i parne permutacije uz uvjet daje V>0 . Odabrana vektorska baza se
naziva osnovna ili kovarijantna baza. Svakoj osnovnoj bazi moze se pridruziti
reciproéna ili kontravarijantna baza koja se naziva joS i dualnom bazom, a
odredenaje reperom

{¢.e.¢e}, (111)
od triju vektora koji su odredeni vektorima osnovne baze izrazima

elz\%ezxe3, ezz\%es,xel, e3=\%e1xe2. (1.12)

Medusobni odnos vektora osnovne i reciprocne baze odreden je postavkom (1.12),
odnosno

: : 0, i+#]
¢e=gi=1"_; (1.13)

gdieje i, j =1,2,3. Skaarni produkti vektora u osnovnoj odnosno reciprocnoj bazi
oznacuju se veli¢inama
€€ =g
6= (1.14)
e-e¢=g".

Oeigledno je da recipro¢na baza od reciproéne postaje osnovna, a volumen nad
recipro¢nom bazom odreden je odnosom

VR=g(&xe’)= (1.15)

1
v
Svaki vektor a moze se prikazati u obje baze. U osnovnoj bazi njegova je

slika
a=ae, (1.16)

gdie su @ kontravarijantne komponente vektora a, dok je u recipro¢noj bazi
prikazan izrazom

a=aéd, (1.17)
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u kojem su a kovarijantne koordinate vektora a. Kontravarijantne i kovarijantne

koordinate odredene su skalarnim produktima vektora i odgovargjucih baznih
vektora premaizrazima

a-€ =ae-eé =ag=4a, (1.18)
odnosno

a-g=a€-e=39 =3, (1.19)

gdie je 1 =1,2,3. Medusobni odnosi kontravarijantnih i kovarijantnih komponenti
vektora su

a =¢'a, (1.20)
odnosno
a= gijaj , (1.21)

gdje su moduli baznih vektora odredeni izrazima

€=Va'; e

el=49; . (1.22)

Fizikalne komponente vektora a jesu njegove projekcije na bazne vektore €, ili e,
i odredene su odnosima

(1.23)

Rastav vektora a u osnovnom i dualnom kosokutnom koordinatnom sustavu
prikazan je nadlici 1.1.

Skalarni produkt dvaju vektora a i b moze se prikazati u osnovnom i
dualnom sustavu, no isto tako se tgf umnozak moZze prikazati zbrojem umnozaka
kontravarijantnih i kovarijantnih komponenti. Tako se u prvom slucaju prikazuje
izrazima

a-b=g; a'bl = g”qu , (1.25)
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ili u mjeSovitom prikazu kao

a-b=ah =ab’. (1.26)
Kvadrat vektora a je invarijantna kvadratna forma, te se prema gornjim izrazima
moZze napisati u obliku

a’= 9; aa = g”aiaj =aa. (1.27)

Iz toga izlazi da su velicine g i g” koeficijenti kvadratne forme, te istovremeno i

elementi simetricnog tenzora Il. reda. Koeficijenti metrickog tenzora odreduju
kutove izmedu baznih vektora, koji se mogu odrediti iz izraza

Ojj
cosy, = , (1.28)
b J99;
odnosno
-~ 1
cosyl =—2 (1.29)
g“ g 1]
Nadalje, budu¢i davrijedi odnos
9" 95 = G (1.30)

to su i matrice metri¢kih tenzorainverzne, ili
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[9,]=[9d" T, (1.31)
te stoga vrijedi temeljni odnos
L9, ]a=alg;]. (1.32)

&to zorno ukazuje na ulogu metrickog tenzora u kosokutnom sustavu. Ako se
determinanta metri¢kog tenzora oznaci s g, odnosno

g= dﬁ[gij ] , (1.33)

onda je razapeti volumen odreden izrazom

V=g, (1.34)
a elementi inverzne matrice mogu se odrediti pomocu kofaktora A, elemenata g
prema
" i
g =2 (1.35)
g9

Vektorski produkt dvaju vektora a i b u kovarijantnim i kontravarijantnim
koordinatama prikazuje se u obliku

axb=a'b‘e xe, (1.36)
odnosno

axb=abe xe. (1.37)

AKo se u gornje izraze uvrste vrijednosti za vektorske produkte baznih vektora,
dobiju se pogodni izrazi koji glase

L e e e L e € €
axb=——=det|a, a, a :Tdet a a’ a’l. (1.38)
g bl bz b3 g bl b2 b3
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Transformacija kosokutnog sustava zadana je izborom nove kovarijantne
baze

{€.€,,€}, (1.39)

kojaje sa starom bazom povezana odnosom
€=ae; a =¢€-¢, (1.40)

pri ¢emu je det [o?i" ] # 0. Obrnuto, vrijede odnosi

e =a'e

i i~

o) =e e, (1.41)

aizodnosa € = g'a'€, morabiti ispunjeno

“ ok ok |00k
aGa; =0 = Li-k’ (1.42)

Zakontravarijantnu bazu vrijedi odnos

e'=€¢.ee' =ae, (1.43)
i obrnuto
d=¢¢g=a¢. (1.44)

Transformacija kovarijantnih komponenti vektora a provodi se u skladu s gornjim
odnosima, tako da vrijedi

a= ael :aie’jd; :a;e'j , (145)
gdieje

~

a=d3a. (L46)

Analognim se postupkom dobiju transformirane kontravarijantne komponente
vektora, dakle vrijedi

a= aiel = aiaije; = a’je; s (147)
gdieje
a =ala. (1.48)
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Zaskalarni produkt dvaju vektoraai b vrijedi odnos
a-b=ah=a'b. (1.49)
Pretvorba komponenata metrickog tenzoraizlazi iz njihove definicije premaizrazu

g; =€ € =a'e a6 =¢4a gy, (150)
odnosno
9" =aa/g". (1.51)

Isto tako vrijedi i obrnuto
g, =a'a0y; 9 =aa'g". (1.52)

Transformacija komponenti tenzora A drugog reda provodi se opéenito
premaizrazimakoji vrijede za komponente metri¢kog tenzora, dakle
A =alaA, . (153)
odnosno
A" =a o AY. (1.54)

Tenzor se drugog reda moze u kosokutnom sustavu prikazati na ¢etiri nacina.
Podljedica je to ¢injenice da vektori osnovne i recipro¢ne baze tvore Cetiri vrste

dijada - e €€, e ,€e , te se pripadni tenzor moze prikazati kontravarijantnim

Al kovarijantnim A, . kontra-kovarijantnim A ;» i ko-kontravarijantnim A’
komponentama. Tenzori viseg reda imaju 3" komponenti gdje je n ukupni broj
kovarijantnih i kontravarijantnih indeksa. Tenzori istog reda i istih svojstava
pripadaju istoj klasi. Tako je tenzor Aﬂm dva puta kontravarijantan te tri puta

kovarijantan. Pri transformaciji koordinatnog sustava njegove se komponente
vladaju po zakonu

Al = agalaroal Ay, . (1.55)

Za navedene klase tenzora vrijede op¢a pravila. Tako su dva tenzora jednaka ako su
im jednake sve odgovaraju¢e komponente, a zbrgjati se mogu samo tenzori istog reda
i istih svojstava. Nadalje se koristi zamjena indeksa pri operacijama simetriranja i
aternacije, no kod toga se ne mogu zamjenjivati gornji i donji indeksi. Osim toga se
nad tenzorom opceg oblika moze provesti operacija suzenjaili kontrakcije.
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2.3. Zapisu krivocrtnom koor dinatnom sustavu

Neka je zadana vektorska baza {e,,e,,e,} i odabrano ishodidte O. Polozgj
tocke M odreden je s radijvektorom

r=xe., (1.56)
gdie je i=1,2,3. Kod afine transformacije nove koordinate X' odredene su
izrazima

X' =aix', (1.57)
pri ¢emu je ispunjeno det[ozij } # 0. Vektori novog repera odredeni su odnosima

€ =ale. (1.58)
Predlikavanje se uopéava uvodenjem funkcija f, (xl, X, x3) ,takodaje

X'=f (X, ¢); =123, (1.59)

uz uvjet da postoji inverzno jednoznacno predlikavanje goi(x’l,x’z,x’3) koje
odreduje velicine
X =p (x'l,x’z,x’3). (1.60)

Velicine X" nazivaju se krivocrtnim ili krivuljnim koordinatama na Q. Za oba
preslikavanja vrijedi

det ai #0; det al #0. (1.61)
OX ox"
No kako je
X
& = 51 ' (162)

takojei
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i i rk
X _ X X _ & (163)
ox! ox* ox! !

odnosno, matrice preslikavanja su inverzne.

Polozgj totke M moZe se prema (1.56) odrediti radijvektorom
r=@e +¢p.,+pe;. (1.64)
Derivirajuéi po X" dobiju setri vektora

o ox +8x2e +ax3e
aX!i axri el axri 2 axli 3

(1.65)

koja su medusobno nezavisna zbog regularnog preslikavanja, te ih se stoga odabire
za vektorsku bazu u tocki M. Lokalni reper ¢ini ishodiste M i vektorska trojka

{0,,9,,9,} pri ¢emu je uvedena oznaka

g =—r, =123, (1.66)
OX

Bazni vektori g, su tangencijalni na koordinatne linije X' &o nastaju
presiecima koordinatnih ploha. Nadalje se prelazi na uobicajene oznake koordinata
X', x%, x> s bazom {g,,0,,0,}. Novom transformacijom krivocrtnih koordinata

dobije se nova lokalna vektorska baza za koju u svakoj tocki M vrijedi

,ox!
g = ﬁ g (1.67)
odnosno za transformaciju sustava u tocki M dobije se

. ox!
ai = axri )

(1.68)
Zabeskona¢no mali okolis tocke vrijedi

dr=g.dx = a—ridxi . (1.69)
oX
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Analogno vrijedi za promjenu baznih vektora koja se moZe prikazati izrazima

2
dg = g = 9T gyl (1.70)
oox! OX' ox!
aako se uvede oznaka
o%r
I’ij = M y (171)

promjena baznih vektora bit ¢e kratko zapisana u obliku
dg, =r,dx’. (1.72)
Nadalje, vektori r; mogu se rastaviti u lokalnom reperu, te se dobije
r =I5, (1.73)
pri cemu su koeficijenti rastavazbog r; =r;; isto tako simetricni

k k
re=r" (1.74)

ji?
te funkcije poloZajatotke M, dakle
I =T (%, %%, ¢). (1.75)

Konatno se prirast baznog vektora, nakon provedene analize ponaSanja u
beskonacno malom okoliSu tocke, moze prikazati u obliku

dg, =Tig,dx’ . (1.76)

Iz odnosa (1.67) mozZe seizvesti izraz za transformaciju polja koeficijenata rastava
koji glasi
o O 6x"‘+ ox ox! ox*
T oxax axk T ax! axd axk

2.77)

Koeficijenti T ,‘j oznacuju se ponekad u literaturi na drugi nacin uporabom zagrada,
primjerice
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rk —{k} (1.78)
ij = i : .

Metrika se u krivocrtnom sustavu uvodi s veli¢inama
9 =9=96"9, (1.79)
gdjeje g; komponentatenzorskog polja
g =g (X%, x3). (1.80)

Prijelazom na nove krivocrtne koordinate X, x'?, X komponente metrikog tenzora
mijenjaju se po zakonu

ox' ox!
L = . 1.81
9 ox" ox'! 9i (1.81)
Zareciprocni lokalni sustav u tocki M s vektorskom bazom
{g".0°.0°}, (1.82)

vrijede svi ranije prikazani op¢i odnosi koji povezuju osnovni i reciproéni sustav.

Polazeci od jednakosti (1.73) koja se pomnozi sa g, , dakle

ry =599, (189)
dobije se
9 -r :ril; O - (1.84)
Ako se uvede oznaka
g - :Fl,ij = [ij’|]1 (1.85)

moZe se odnos (1.84) napisati u obliku
I =T5 0. (1.86)

Nadalje, deriviranjem jednakosti @,-g, =g, po X', dobiju se ciklitkom
zamjenom tri jednadZzbe prema (1.85) koje glase
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agkl
I, +I —
k,Im I, mk axm
[, .+ _ Bim (1.87)
I,mk m,kl an '
agmk
Fm,kl+rk,lm_W
Oduzme li setrecajednadzba od zbroja prvih dviju, dobije se
1 aglk aglm og
r, == + — =k 1.88
. 2[axm oxk oxX (1.88)
Izizraza (1.86) dlijedi
=9I, (1.89)
odnosno konacno
e =L ge[ % TR TR (1.90)
2 ox! ox X

Velicine T, | l“i'} nazivaju se Christoffelovim simbolima prve odnosno druge
vrste.

Derivacije komponenti vektoraa
o8
ox T ox!

nemaju tenzorski karakter. Stoga se uvodi kovarijantno ili apsolutno deriviranje
vektora odnosno tenzora. Derivacija vektora a kao slozenog izraza je

: (1.91)

8a 8
8x 6x

oa oa'
8X (8' F,‘k ]gj. (2.93)

8ai
gj | g +ajr|]gk’ (192)

odnosno
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Naisti nacin se dobije derivacija s kovarijantnim komponentama koja glasi

oa |[0q

(e "
Operacije na komponentama vektora

_ i _ _

val = 2%+Fi’k a* =all,, (1.95)

odnosno
oa,

Via zg_rijak:aihv (1.96)

jesu kovarijantne ili apsolutne derivacije kontravarijantnih i kovarijantnih

komponenti vektora a, te predstavljgju kontravarijantne i kovarijantne komponente
vektora
oa

&:gjviaj =g'Va,. (1.97)

Kovarijantna derivacija proSiruje se i na tenzor bilo kojeg reda. Primjerice,
zatenzor drugog reda A vrijede odnosi

%=%A”gigj + A (Thg,9,+T 9,9, )=
N (1.98)
:(QH“'MA”‘ +1“,’ﬂ,0\”“jgigj :
odnosno
%Zgi gViA, (1.99)
gdieje
v, Al =%+F:mA”‘ +T) A™, (1.100)
Vrijedi takoder
% =ddgVv,A. (1.101)

gdje je operator
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8A m m
\Z Aj = a_x|l_rli A’r; _rlj Am (1.102)
te konacno
oA i .
g=g ngIA‘, (1.103)
S operatorom
VA = rAlrAT (1104)

Rezultat diferenciranja skalarnog polja ¢ = go( X, X2, x3) moZe se prikazati
u sljede¢im oblicima:

do 2(0' dxX =Ve-dr =Ve-g dx . (1.105)

Iz ovih izraza izlazi da je 2—(/) kovarijantna komponenta vektoraV¢ u bazi
X

{91192193}1teje
Vo=gradp=g a—gf. (1.106)
oX

Sliéno se odreduje totalni diferencijal vektoraa, dakle

da:a—adxi:%dr_dr Va=dxg, -Va, (1.107)
ox' dr

gdje setenzor Va prikazuje dijadno u obliku
Va= g — (1.108)

Iz praviladiferenciranjadlijedi prikaz V operatorau obliku

V=¢ i (1.109)
OX

Divergencijavektoraaizlazi iz prethodnih rezultata, te se moze prikazati u oblicima
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diva=V-a=g' -iia:gi gVva =va =
OX

:aiﬂ“' al.
ox

Ova izraz jednak je tragu izraza (1.95). No kako vrijedi odnos

ri-109
' 2g ox!

dobije seizraz za divergenciju vektora a u obliku

1 0yga’

diva=—

Jg ox

Rotor vektoraa moze seizraziti u obliku

i ijk 03, '
rota=Vxa=g'xg'v,a =e a_rijal )
ili nadrugi nagin

1 a
rota=——

Ijk
€0
\/a k

Gradijent vektoraa moZe se odrediti premaizrazima

. Oa oo a
Va=gd —=d'0g'V,a — -
g o g9 99( i uakj

odnosno

i
Va= gg](ai +F,’k j

Tenzor deformacije definira seizrazom

_1 T A 1 8aj aal k
defa_E[VaJr(Va) }_gg {E[&jLﬁ -Tia, |

(1.110)

(1.111)

(1112)

(1.113)

(1.114)

(1.115)

(1.116)

(1117)
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Divergencijatenzora A drugog reda odredenaje izrazom

dvA=V-A=g.ggV,A' =gV,A' =

il
=g, [Z’i +T7, A +F,kA"‘J

MoZe se pokazati dasli¢no izrazu za diva gornji izraz poprimaoblik

il
divA = A 1 29 A4 | Ak 99
\f o~ ox~

Djelovanje Laplaceovog operatoranaskalar i daje seizrazima

.0 oy i 0w oy
VVy=Vy=¢g—qg-—=qg"' —— -~
v V=9 ox g OX' g oxox!  ox!

rig",

ili skra¢enim zapisom
i 0w dy
Viy=¢'| ——-T¢ :
V=9 {ax'ax' ! ax"j

Laplaceova operacija nad vektorom a prikazuje seizrazima

V2a=V.vVa= 10 g P
g .gg =d 99| —-Tia ),

odnosno

82a. P oa. P
Via=g'g ) i NS P i L
X' ox OX OX oX

-8, (—rk RIS R —r;ir,'pﬂ.

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

(1.122)

(1.123)

Posebni slucgj krivocrtnih koordinata su ortogonal ne krivocrtne koordinate.

Metricki tenzor postgje dijagonalan jer je
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0 ,i#]
S I IV

Veli¢ine H, nazivaju se Laméovim koeficijentima. Buduéi daje vrijednost
determinante

gzdetl:gij]:leszsz
lako se odrede vektori reciproéne baze premaizrazu
g =g xg _i‘g xg | &
= xQ, = X0, ,
Jo© Tt ot T,
iz kojeg izlazi

i 1
g :H_izgi'

(1.124)

(1.125)

(1.126)

(1.127)

Prijelaz na osnovnu bazu s jedini¢nim baznim vektorima %) odreden je Laméovim

koeficijentima, dakle

1 i
9 :?gi =H.g .

(1.128)

Takozvane fizicke komponente vektora a, koje se oznatuju s a;) odreduju se iz

odnosa

i_%) . _
ad=—ri a=Hay.

Sliéno se odreduju i fizicke komponente tenzora premaizrazima

Al — Atii)

a HiHj ; Aj :HiHjAtiJ')’

odnosno
_ H. - H
o ] . o] _ i
A'i T H Atii) A= H. Atii)'
i j

Kontravarijantne komponente metri¢kog tenzora odredene su veli¢inama

(1.129)

(1.130)

(1.131)
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0 ,i#]j
g=<1 . . (1.132)
["EARE

koje odreduju kovarijantne komponente istog tenzora te Christoffelove simbole.
Tako je primjerice, zaduca) i # | #K

k
T, =[ij.k]=0, Fiﬁ:{ij}zo, (1.133)
azadutg i=j =k
D :_Hia_Hki’ L :—H—iza—kt
OX Hy ox
oH 1 6H ’ (1.134)
rB.=H-— 71 =—=1
ik,i i an ik Hi an

pri ¢emu se na desnoj strani jednakosti sumira po indeksu k. U ortogonalnim
krivocrtnim koordinatama se gubi opcenitost tenzorskog racuna, te se stoga izrazi za
pojedine operacije izvode iz odnosa kod prelaska iz sustava u sustav.

U primjeni se obi¢no prelazi iz Descartesovog koordinatnog sustava u
lokalni krivocrtni sustav, nagj¢esSée ortogonalan. Krivocrtne koordinate oznacuju se

najéei¢e oznakama (ql,qz,q3), ili pak trojkom (51,52,53), no ponekad se i za

kontravarijantne koordinate stavlja donji indeks. Promatra se, kao primjer,
krivocrtni koordinatni sustav vezan na polazni Descartesov sustav u kojem ¢e se

zadrzati kontravarijantne oznake koordinata. Za ortonormiranu bazu {e,e,,e,}
vrijede odnosi

e-e=2, (1.135)
te
r=xe, (1.136)
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Sika 1.2.

Uvede li seregularno preslikavanje
Xi — Xi (51’52’53)
gdieje i =1,2,3, sodgovargjué¢im inverznim preslikavanjem
g =& (X)),

pri ¢emu su ispunjeni uvjeti

de{a—xi.}to, de{a—;}to,
o0&’ ox’

mogu se odrediti kovarijantni bazni vektori krivocrtnog sustavaiz izraza

or  or ox
O == =775
o0& ox! o&
odnosno
o&!
'ooX 9

Vektori reciprocne baze odreduju seiz izraza

(1.138)

(1.139)

(1.140)

(1.141)

(1.142)
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g= a_;ei , (1.143)
ox’
odnosno
. axi .
e€ =—¢g, 1.144
5o (1.144)

pri ¢emu je € =¢'. Dalje je moguce odrediti elemente metrickog tenzora te
Christoffel ove koeficijente rastava.

U primjeru zailustraciju provodi se postupak za cilindri¢ne koordinate

Xl 51 COSgZ
X’ =&'sné? ¢, (1.145)
X3 653

ili kako sejoSoznacuje &' =r1,E%=¢ i £° = z. Bazni vektori krivocrtnog sustava
odreduju se iz odnosa (1.141)

g, =€,C0Sg+e,sing
g, =—€, sing+e,r cosg (1.146)

0; =6

areciprocni vektori iz izraza (1.143)

1
0'=0 9'=73%, 9°=0,. (1.147)

1 0
[g”}: 0 r® 0}, (1.148)
0 1

odnosno
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10
1

2

[0

=

0
0 0. (1.149)
0 1

o

Elementi traga matrice (1.148) jesu ujedno kvadrati Laméovih koeficijenata, a sustav
je ocigledno ortogonalni krivocrtni sustav. U nastavku se lako odrede Cristoffel ovi
simboli, od kojih se navode oni razli¢iti od nule. Tako je:

F221 =-I; 1ﬁ122 = F212 =r

. 1.150
P ()

Izvedene velicine krivocrtog sustava dostatne su za prevodenje u izabrani krivocrtni
koordinatni sustav svih poljai njihovih odnosa koji su definirani u Descartesovom
koordinatnom sustavu.
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