1.

Opcinsko natjecanje

Kao i svake godinei u 1994. godini susreti i natjecanja mladih mate-
matiCara, uCenika osnovnih i srednjih Skola Republike Hrvatske, zapoCeli
su 8kolskim natjecanjima koja su se provodila tijekom sijeCnjai veljace.
Najbolji u€enici na3kol skim natjecanjimapozvani su na opcinskanatjeca-
nja koja su se odrzala 5. ozujka 1994. u svim opcinama, po jedinstvenim
kriterijima DrZavne komisije za matematiku.

Osnovna skola

4. razred

4.1. |zraCungj 901 - 380 + 75- (5142 — 4762) + (149 + 231) - 24.

4.2. 1spiS svetroznamenkaste brojevekojimaje umnozak znamenaka
jednak 8.

4.3. U plesnu skupinu ukljuceno je 39 djeCakai 23 djevojCice. Svaki
tjedan skupini se pridruzi 6 djeCakai 8 djevojCica. Nakon koliko tjedana
Ce biti isti broj djeCakai djevojcica? Koliki je tada ukupan broj djece u
plesnoj skupini?

4.4. Osnovica jednakokracnog trokuta je za 12 mm krata od njezina
kraka. Opseg tog trokutaiznosi 105 mm. Kolikaje duljinakraka, a kolika
duljina osnovicetrokuta? Nacrtgj taj trokut.

4.5. Kroz neku cijev istjeCe 42 litre vode za 6 minuta. Koliko litara
vodeistjeCe kroz tu cijev od 5 sati i 12 minuta (ujutro) do 24 sata (ponoci)?
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5. razred

5.1. RijeS jednadzbu:

[(1688 — 57x) - 46 + 54] : 13 = 128.

5.2. Odredi znamenke a i b u broju 78a9b, tako da bude dj€ljiv s
18.

5.3. Zbroj Cetiri brojaje 100. Zbroj prvog, treceg i Cetvrtog je 65, a
zbroj prvog, drugog i treteg je 78. Koliki je svaki broj, ako je prvi broj za
10 manji od drugog broja?

5.4. Brojevi na koSarkaskim dresovima su ili jednoznamenkasti ili
dvoznamenkasti s razlicitim znamenkama. Koliko razlicitih brojeva mo-
Zemo napisati pomocu znamenki 1, 2, 3, 4, 5?

5.5. Duljine stranica nekog trokutatri su uzastopna neparna prirodna
broja, pri ¢emu je zbroj duljina dviju duljih stranica za 5 cm manji od
trostruke duljine ngjmanje stranice. Koliki je opseg tog trokuta?

6. razred

6.1. Kamion je za 3,5 sata preSao 10 kilometara vise nego automobil
za 2,5 sata. Odredi brzinu kamiona i brzinu automobila, ako je brzina
automobila 20 kilometaraveta od brzine kamiona

6.2. Koliki kut zatvaraju velika i mala kazaljka ure u 8 sati i 19
minuta?

6.3. Napi& sve sedmeroznamenkaste brojeve pomotu znamenki 1i 2
koji su djeljivi s 36.
. 4 L .
6.4. Netko je potrosio = svote novcakojujeimao, zatim 0.7 ostatka
i nakraju % novog ostatka. Nakon togaostalo mu je 60500 HRD. Koliko
je HRD imao na pocetku?
6.5. Nadlici su nacrtana Cetiri prav-

ca Pravci ai b suparalelni,apravci c i
d su dvije pregecnice (transverzale). Od-
b

redi bez mjerenja veli¢inu kuta vy, ako je

a=831p=47°. >3//
a

ﬁ

c d

S. 11
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7. razred

7.1. Vanjski kut naosnovici jednakokranog trokuta odnosi se prema
vanjskom kutu pri vrhu nasuprot osnovici kao 29 : 32. Odredi unutarnje
kutove tog trokuta.

7.2. Dan je jednakokratan trokut ABC, pri emu je |AC| = |BC]|.
Okomicaiz vrha A nakrak BC dijeli kut YBAC nadvakuta, tako daje
razlikata dvakuta 30°. Koliki su unutarnji kutovi trokuta ABC ?

7.3. Zbroj peteroznamenkastog broja abcde i peteroznamenkastog
broja abced je 31587. Koji su to brojevi?

7.4. Jedan radnik moze zavrSiti neki posao za 10 dana ako radi sam.
Ako ta radnik radi zgjedno s nekim drugim radnikom dva dana, tada ¢e
posao biti zavrsen zaSest dana. Zakoliko bi danacijeli posao zavr&o drugi
radnik ako radi sam?

7.5. Nekasu brojevi a, b, c, d redom ostaci dijeljenjabroja n s 2,
3,51 11. Dokazi daje zbroj 15a+ 10b + 6¢ + 30d — n djeljiv s 30.

8. razred

8.1. Duljinastranice romba ABCD iznos a = 4, akutuzvrh A je
60° . Kolike su duljinedijagonala e i f tog romba?
8.2. Rijesi jednadzbu:

3(X+4)(x+3) — (Xx—6)(x+ 1) = 24x+ 54.

8.3. Ako je znamenka jedinica broja n? + 2n (n je prirodni broj)
jednaka 4, onda je znamenka desetica tog broja2. Dokazi.

8.4. 1z mjesta A krenuo je autobus u mjesto B brzinom od 40 km
nasat. Nakon 15 minuta voZnje autobus se susreo s automobilom koji se
kretao iz mjesta B u mjesto A brzinom od 50 km na sat. Nakon susreta
oba vozila su nastavila voznju, svaki u svoje mjesto. Kada je automobil
stigao umjesto A, odmorio se 15 minutai nastavio voZnju natrag u mjesto
B, paje tako 20 km od mjesta B sustigao autobus. Kolika je udaljenost
mjesta A i mjesta B?

8.5. U trokutu ABC simetrala kuta SBAC presjeca stranicu BC u
tocki D. Nastranici AC odabranajetocka E , takodaje YEDC = JBAC.
Dokazi daje |BD| = |DE|.
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Srednja Skola

1. razred

1.1. Jedna zagrebacka obitelj krenut ¢e ove godine na ljetovanje na
Jadran posljednjeg dana u mjesecu. Umnozak rednog broja dana polaska
i rednog broja mjeseca povratka s brojem djece u obitelji te brojem dana
ljetovanjaje 14384. Odredite datum povratka.

1.2. Rastavite nafaktoreizraz
(b—c)(b+c)*+ (c—a)(c+a)+ (a—b)(a+b)

1.3. Visinai tezidnicaiz vrha A trokuta ABC dijele kut o na tri
jednakadijela. Odredite kutovetog trokuta.

1.4. RijeSite sustav jednadzbi
X1+ QX = Xo + @3X3 = X3 + AuXg = X4 + AXs = X5 + Xy = 1
gdieje ayapazasas # —1.

2. razred

2.1. Zadan je trokut ABC. Nekaje B; toCka navisini tog trokuta
povucenoj iz vrha B takvadaje 4AB;C = 90°, a C; tockanavisini tog
trokuta povucenoj iz vrha C takvadaje JAC;B = 90°. Dokazite da je
|AB1| = |ACy|.

2.2. U skupu kompleksnih brojeva nadite rje3enje sustava jednadzbi:

12| = [z2] = |z
n+z+z3=1
212,73 = 1.

2.3. Nadite sve parove kompleksnih brojeva koji zadovoljavaju jed-
nadzbu

(L4+X+Y) L +X+Y?) +xy(l+xy) —x* —y* =0.

2.4. Rijesite jednadzbu
1 < 1
2x 437 2421
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3. razred

3.1. Rijedite negjednadzbu

logix > logs /1 — 2

3.2. Tri kugle diraju se medusobno i diraju ravninu u tri dane tocke.
Nadite polumjere tih kugala ako su medusobne udaljenosti tih triju tocaka
abic.

3.3. Sahovskaploga 8 x 8 razrezanaje na &etiri dijela, kao na slici
lijevo, od kojih se moze doziti pravokutnik 13 x 5, kao na dlici desno.
Sluzeti sekutovima o i 8 sadike objasnite dobiveni paradoks 64 = 65.

5 B 3

S. 12

3.4. Odredite kutove jednakokratnog trokuta Ciji ortocentar lezi na
njegovoj upisanoj kruznici.

4, razred

4.1. U tockama parabole y? = 12x s ordinatama 2, 6, —3 povucene
su tangente. Koliki je omjer povr&ina trokuta kojeg tvore te tri tocke i
trokuta kojeg tvore g eciSta tangenata na parabolu u tim tockama?

42 . Akojexs =11 X1 = zasvaki n € N, dokaZitedaje

14 X,
X§994 + X190 < 1.

4.3. Nadite sve strogo rastuce funkcije f : R — R, takve daje
f-1=f.
4.4, Mozeli se plota 8 x 8 bez kutnih polja prekriti s 15 plo€ica

oinkaH:D ili D:E?
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RjeSenja zadataka

4.1. 380000.

4.2, 118, 181, 811, 124, 142, 214, 241, 412, 421, 222.

4.3. Nakon 8 tjedana. Ukupan broj djece je 87 + 87, tj. 174.
4.4, Duljinaosnovice je 27 mm, a duljina kraka 39 mm.

4.5, IstjeCe 7896 litara vode.

51. x=29.

5.2. Trazeni brojevi su: 78390, 78192, 78894, 78696, 78498.
5.3. Prvi broj je 25, drugi 35, tre¢i 18 i Cetvrti 22.

5.4. MoZemo napisati 25 razlicitih brojeva.

5.5. Opseg trokuta je 39 cm.

x ¥ ox

6.1. Brzinakamiona je 60 km na sat, a brzina automobila 80 km na sat.

6.2. Velikai malakazaljka ure zatvaraju kut od 224,5° , odnosno 135,5° .

6.3. TraZeni brojevi su: 2111112, 1211112, 1121112, 1112112, 1111212.

6.4. Osoba je na poCetku imala 462000 HRD.

6.5. Toctkom u kojoj se sijeku pravci ¢ i d nacrtamo pravac paralelan s
pravcem a, odnosno b. Kut y = 36° .

x F ok

7.1. Unutarnji kutovi trokuti su: 64°, 64°, 52°.

7.2. Zadatak imadvarjesenja. 70°, 70°, 40°, odnosno 50°, 50°, 80°.

7.3. Trazeni brojevi su: 15789 i 15798, ili 15798 i 15789.

7.4, Drugi radnik moZe sam zavrSiti posao za pet dana.

7.5. Broj n mozemo pisati uobliku n=2x+a, n=3y+b, n=5z+c,
n=1lu+d, pri Cemusu a, b, c, d ostaci dijeljenja. Ako ostatke dijeljenja
a=n—-2x,b=n-3y, c=n->5z, d =n—11u uvrstimo u zadani broj, nakon
sredivanja dobivamo 15a + 10b + 6¢c 4+ 30d — n = 60n — 30(x+ y+ z+ 11u) iz
Cegaje otito daje zbroj djeljiv s 30.

81 f =4, e=4/3.

82 X1 =-3, % =2.

8.3. Ako broju n® + 2n dodamo 1, onda ta) broj zavrSava s 5. Kako je broj
n 4+ 2n+ 1= (n+ 1)? potpuni kvadrat, to znati dabroj (n+ 1)? zavrdavas 25
iz Bega proizlazi daje znamenka desetica broja n? + 2n jednaka 2.
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8.4. Udaljenost mjesta A i mjesta B je 160 km.

8.5. Nastranici AB odaberemo totku F, tako daje |AF| = |AE|. Tro-
kuti AAFD i AAED su sukladni paje |FD| = |IDE| i SAFD = JAED, iz
Cega proizlazi da je <BFD = J4CED. Kako trokuti AABC i ACED imaju
dva kuta jednaka, to je nuzno ¥ABC = 4CED, odnosno 4FBC = JBFD, tj.
|FD| = |BD|, ato znati daje |BD| = |DE|.

1.1. Rastavit Cemo broj 14384 nafaktore: 14384 = 16-899 = 16 - (900 —
1) =16-(30° —1%) =2*.31.29

Odavde zakljuCujemo da je redni broj dana polaska: 31 (posljednji dan u
mjesecu); redni broj mjeseca povratka: 8 (moze hiti jedino 8. mjesec); broj djece:
2; broj dana ljetovanja: 29.

Dakle, obitelj sevrata 28. 8.

1.2. Transformirgimo izraz na sljedeci nain

(b—c)b+c+ (c—a)c+a)’+(a—h)a+b)?d
= 02— A)(b+0)? + (- a)(c+a)?+ (& — b’ (a+b)?
=b*+ 2% — 2bc® — ¢* + ¢* + 2c®a — 2¢a®
—a*+a*+2a% — 2a0® — b*

)
= 2(b— c)[b?c + bc® — ac® — abc — ab? + a]
= 2(b—¢)[bc(b — a) + *(b — a) + a(a® — b?)]
=2(b—c)(a—b)[a@@a+b) — bc — ¢
=2(b—c)(a—b)[a® — ¢+ b(a—c)]
=2(b-c)(a—b)(a—c)(a+b+c)
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Mozda je korisno spomenuti sljedete: Ako za neki polinom triju varijabli
P(a, b, c) vrijedi P(a,a,c) = 0 (drugim rijeCima, ako jeidenticki jednak nuli kad
uvrstimo u njegov izraz b = a, tadajeon djeljivs (a—b).

N&s je izraz upravo polinom po tri varijable a, b, c koji se poniStava kad
stavimo b = a, ¢ = b ili pak ¢ = a. To znadi daje on djdjiv sa svakim od
triju faktora (a — b), (a—c), (b — c). Tainformacja moze biti vrlo korisna
pri odluci kako grupirati ¢lanove izraza. Grupiranje koje je izvrseno u gornjemu
rjeSenju osniva se upravo na ovim informacijama.

1.3. Nekaje A; nozistevisineiz vrha A nastranicu BC i AA; teZidnicaiz
vrha A. Tadaje d(A1,A2) = d(A1,C) i JAAA =7.

Iz Ay povucimo okomicu AoD na AB. Tadaje AAAD =2 AAANA;.

a

U trokutu ABASD je d(B,Ag) = 3, d(D,Ap) = %‘ i JADB = 90°.
Odavde slijedi 8 = 30°.
Iz AAALC imamo y = 90° — &

3 aiz AABAy, v = % + B. Odavde se
dobiva oc = 90° i y = 60°.

A

S. 14

1.4. Jednadzbe mozemo napisati u obliku
X1 +apxo =1
Xo+agxg =1
X3+ asaxq =1
X4+ agxs =1
X5 +aixg =1

Pomnozimo |i sve jednadzbe redom sa 1, —ay, ayaz, —ayazay, arazauads i
zbrojimo, dobivamo jednadzbu

x1(1+ aapagayas) = 1 — ap + apag — axagay + axazaads
Zbog ajapazasas + 1 # 0 imamo

1—ay + ayag — aagdy + Aazduads
1+ ayapazagas

X1 =
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i dalje ciklicki
w, — L~ 8+ dgd — ag34ds + 83A4853
2 1+ ayapazaqas ’
o — L~ 3+ 285 — a4352 + AasAA
8 1+ agapazasas ’
Xq = 1-as +asa — asar@p + 8531383
1+ ayapazaqas ’
e — 1—a; +ajap — agapag + ajazagzay
5T 1+ ajapagasas '
x ¥ ox

2.1. Nekasu B, i Cy nozistavisinapovucenihiz B i C.

C
B,
By
A C B
9. 15
. . o |ABy|  |ABg|. . .

Iz dlicnosti trokuta AB,C i AB,B; dijedi AC| ~ ABy| iz di¢nosti tro
kuta ABB, i ACC, slijedi ||’;BBZ|| _ ||AAc(::2||; i napokon iz sliénosti trokuta AC,B
. . |AC1|  |AC|
i AC,C, dobivase 2B~ AGH

Iz ovetri jednakosti slijedi
|AB1|? = |AB,| - |AC| = |AC,| - |AB| = |ACy[?

tj. |ABy| = [ACy].

2.2. Nekasu z;, 2, z3 rjeSenjatog sustava. Promatrajmo polinom

P(2) = (z—2)(z2— 2)(z2— 2)
= Z3 — (21 + 2+ 23)22 + (2122 + 2123 + 2223)2 — 125Z3.
Zbog drugog i treCeg uvjetaje
P(z) = 2-72+ (2 + 21123 + p23)2— 1.
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Ako je z kompleksan broj modula 1, |z] = 1, tedavrijedi z-z2= 1 teje
7— % . Zato, korigenjem svih triju uvjeta dobivamo

- _ . _ _ 1 1 1
l=z14++8B=0++ZB3=—+—+ —
a3

22 + 2973 + 7173
N 2273
pajeP(z) =7 —-Z +z— 1.
Kompleksni brojevi z,2, i z3 Korijeni su ovog polinoma. Jedan medu
njima, recimo z; iznos 1. To znali da je polinom djeljiv sa z — 1; zaista,
P(2) = (z— 1)(Z + 1) . Stogasu druge dvije nul-totke z, = i, te z3 = —i.
2.3. Nakon mnozenja dobivamo

LExhy Yy Yy Y -y = 0,

anakon sredivanja

=212) + 73 + 173

T+ x4+ +y+xy Xy + Y+ + X3 =0
f.
(1+x+X)(1+y+y) =0.

Rjegenjajednadzbe X2 + x+1 =0 su

o —LTiV3 v “L—iV3
1= ——% 2=——> -
RjeSenja polazne jednadzbe su
<_1—~_7|\/§7y)7 (ﬂ’y>’ yec7 te
2 2
(X, —1+T|\/§)7 <X7_1_TI\/§)7 X E C7

zaproizvoljne kompleksne brojeve x i y.

2.4. Lijeva strana nejednadZbe definirana je i pozitivna za svaki realan broj
X, adesnaje definirana za svaki broj x # —2, pri ¢emu moze hiti i negativna.

(8) Desnajestrananegativnaako je 242 <1, tj.zax < —2. Utom slucaju
nejednakost vrijedi.

(b) Akoje x > —2, onda je nejednadzba ekvival entna sa

2% 43221 . 2% _4.214<0.

Uz supstituciju 2 = t onapoprimaoblik t? — 4t + 4 < 0 tj. (t —2)? < 0 &ije
jerjesenjesamo t =2 tj. x=1.
Konagno, rjeZenje polazne jednadzbe je x € (—oo, —2) U {1}.
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x ¥ ok

3.1. Ngjednadzbaimasmisazax >0i 1— ; >0,t.zaxe (0,4).
Uz ovg wvjet je

x 1 1 X
Ioggx—logg,/l— i Zloggx— ZrIog%(l— Z)
el 1] el

4x X(4 — x)
|0g3 |0g3 4 :
Dakle, ngj ednadzba je ekvwal entna s
4x X(4 — x)
— >
log ;— logs =——— >0
Sadaimamo dvije mogucnosti:
1) 44X >1i X(44_X) >1lex> 21 (x—22<0e=x=2.
ax X(4 — x) 4
)mgll 7 Cl=x<gi(x-2 0 << x¢
(_007 %]

1z1)i2)iuvjeta x > 0 dijedi daje rjeSenje skup (0, é} U {2}.
3.2. 1z pravokutnoga trokuta nadlici dijedi

= (r +12)% = (11— r2)% = 4rira (%)

Analogno je

2 2 2
a“ = (rp+r3)° —(ro —r3)° = 4rors,

b = (r1+13)" — (r1 — r3)” = drars.
Mnozenjem ove tri relacije dobivamo a?b?c? = 64r2r5r3, odnosno

abc = 8rirora. (%)

N . ab . bc ac
Dijeljenjem (xx) s (x) dobivamo rz = % i analogno rq = 2 2= 5
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3.3. Nadlici ?? izmedu Cetiri dijelanaazi sejedan uski paralelogram.

Stranice tog paralel ograma su

X=18+3 =73
52 4 (5 —3)2 = /29,

akut izmedu tih stranicaje 90° — o — f.
Prematome, povrdinatog paralelograma jednaka je
P =xysin(90° — a — B)
= /73 v/29(cos o cosf — sinasinB).

Sadaimamo:
snoe = —, coso = 8
\/_ V73’
. 2
sin cosfl = —,
B= 7% B= 25
paje
P=+73-v29. 8-2—-3-5) =1
V73- \/—( )

3.4. Sadlike ?? vidimo
£ = YCHB = 180° — o = 180° — (180° — 2) = 2.

|z trokuta HDC imamo

a a a+2b
€ 2 as ) a+2b
g =tgf = £ = = = =
93 -Wh=g — - & v
2

pri ¢emu je a osnovicazadanog trokuta ABC, b jekrak, v visina. Daljedlijedi
4v-tgf =a+2b,

i odavde
a

a
4-§tg[5'-tg[5'7a+2-m
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S. 18

Nakon dijeljenjas a i sredivanja dobivamo
2sin’B  cosP+1
cos?f3  cosf

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su: cosff = —1 i cosp = % Prvo ne

zadovoljava, paostaje § = arccos§ ~ 48°11 , o ~ 83°38 .

— 3cos’ff+cosf—2=0.

x F ok

4.1. Koordinate tocaka prvog trokuta su A(%,Z), B(3,6), C(%,—3). Jed-
nadZbe tangenata na parabolu u tockama A, B, C su:
ta...y=3x+1,
tB...y=X+3,
tc...y=—2x—3.
Pregjeci tangenata su
tantg = T1(1,4),
tantc = Ta(—3, —3),
tg Ntc = Ta(~3,3).
Povr&inatrokuta ABC je
Pi=336+3+3(-3-2+§2-6)=%.
PovrSinatrokuta T, T,T3 je
Po= 3t (-3-D-33-9-3¢+hi-%
TraZeni omjer povrsinaje % =2

2
4.2. Prvorjesenje.

Dokaimo metodom matematigke indukcije davrijedi X3, +Xon < 1 zasvaki
prirodni broj n.
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Zan=1ljexp=3iza0x+x =3 <1.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zaneki prirodan broj k. Tadaje
X i 1 Xk + 1
2(k+1) = 14 1 = Yo+ 2

1+ xok

Sadaje
(k1) + Xokr1) = Xo(ker1) (Xo(r1) + 1)
_ X+l 2 +3 2 + 5% + 3
Xok +2 Yok +2 (Xox + 2)2
X%k + Xk — 1
(X + 2)?

Kakojepo pretpostavci indukcije xg+xax—1 < 0, tojei X3 o +Xaki2 < 1.
Time je tvrdnja dokazana za svaki prirodan broj n, pastogavrijedi i za n = 997.
Drugo rjesenje.

Dokazat €emo da za svaki prirodan broj n vrijedi xo, < \[57‘1 i Xon_1 >

V5-1
—z
Oznatimo sa f (x) = ﬁ funkciju na skupu realnih brojeva.

(i) Akoje x < L tadaje f(x) > — = — — Y=L
1+ Y51 2
V51
.. . V6-1 i : = Vo1
(i) Akoje x > ¥5-1 tadaje f (x) < 1+ 451 2

Kako vrijedi a1 = f (an), to zakljuCujemo da su €lanovi niza naizmjence
veti odnosno manji od \[57‘1 .

Zan=1ljex =1> ﬁ[—l,toslijedi Xp < ﬁg—l Dakle, neparni su
¢lanovi veti, aparni manji od ﬁg—l .

12 Xon < Y51 dlijedi

2
5-1 5-1
G (B2 4 (BT s

Zato tvrdnjavrijedi zasvaki n, paspecijano vrijedi i za n = 997.
4.3. Funkcija f strogo jerastucapazasvaki xi, X vrijedi f(x1) < f(x2).
Oznatimo y = f (x) . Tadaje zbog uvjetau zadatku x = f (y).
(i) Zax<yjef(x) <f(y),padijedi dajey < x, &o je kontradikcija.
(ii) Anadlogno, za x > y je f(x) > f(y), odnosno y > X %o je opet
kontradikcija.
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Dakle, jedino moguce je da bude x =y, odnosno f (x) = x. Buduti daje
x bio proizvaljan, to je jedina funkcija s trazenim svojstvima f (x) = x za svaki
realan broj x.

4.4. Podijelit éemo sva polja ploce na dva disjunktna skupa. Obojimo redove
1, 3, 5, 7 crvenom, aredove 2, 4, 6, 8 plavom bojom.

Pl ocica postavljena na ploGu moze prekrivati ili 3 crvenai 1 plavo palje, ili 3
plavai 1 crveno polje.

Oznafimo sa x broj ploCica koje prekrivaju 3 crvenai 1 plavo polje. Tada
(15—x) ploCicaprekrival crvenoi 3 plavapolja. Ukupan broj crvenih poljaje 30
(dvarubnacrvene boje suizbatena). Dabi prekrivanje bilo moguce, mora vrijediti
3x+ (15— x) = 30 odakle x = % Zato trazeno prekrivanje nije moguce.





