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Trigonometrijske funkcije

1.1
1.2.

13.
14.

1.5.

1.6.
1.7.

1.8.

1.9.

Akoje a+ B = %,izraéunaj 1+tga)(1+tgp).

IzraCunaj zbroj log, tg1° + log,tg2° + ... + log, tg89°.

. . 2c0s40° — cos20°
IzraCungj Sn20°

Bez uporabe tablica ili raCunala, izratunagj kut o ako je tga =

VB+3-V2-2.

Dokazi daje

bez uporabetablicaili racunala.

T 2r 3n
tg7~tg7~tg7:\/7.

Bez uporabetablicai kalkulatoraizratung tg9° .
IzraCung kut o ako je
cgo =2+ va+ vb+ Ve, (1)
ctg2a = 2+ /a, (2
gdiesu a, b, ¢ prirodni brojevi koji nisu djeljivi s4,a /a, vbc su
iracionalni brojevi.
Izraunaj arctg 3 + arctg ;.

ES

* *

Dokazi daje zaprirodni broj n > 2 broj cos% iracionalan.

1.10. Dokazi daje sin1° iracionalan broj.

1.11. Akoje 0 < o < 90° mjeranekog kuta u stupnjevimai racionalan

broj, o # 45°, ondadokazZi daje broj tg o iracionalan.
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x * o

1.12. DokaZi dajezasvaki x € R barjedanodbrojeva|sinx|, | sin(x+1)|

vetiod 1.
1.13. Odredi ekstremne vrijednosti funkcije y = 5sinx + 12 cosx.
1.14. Odredi ekstremefunkcije f (X) = acos? x+ 2bsinxcosx+ csin?x
1.15. Odredi ekstremne vrijednosti funkcije f (x,y) = cosx + cosy —

cos(x+Y).
1.16. Odredi:

a) ngimanju vrijednost funkcije f (x) = sin'®@x + cos'®x,
b) najvetu vrijednost funkcije f (x) = sin" xcosx.
x * %
1.17. Dokazi daje
gn2g + cos? %ﬂ + sin? 5871 +C052
1.18. Dokazi jednakost
cos— cos4—” 0055—7r = }
7 7 7 8
1.19. Dokazi daje
cos— - cosz—ﬂ + coss—” = }
7 7 7 2
1.20. Dokazi daje broj
smﬁsms—n 'n5—7r 'n7—ﬂ 'ng—ﬂ
18 18 18 18 18

racionalan.

1.21. Odredi vrijednost produkta
c0s5° - c0s10° - cos15° - ... - cos80° - cos85°.

1.22. Dokazi relaciju

/4 1 B
C032n+1:Q\/2+\/2+\/2+"'+‘/§' (n korijena)
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1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.
1.30.

1.31.

Dokazi daje za svaki prirodni n > 1

sn” sinzn sin(n_1>n— n
n n n ~ 2n-1

Akojesina+sinf8 =ai cosa+cosf = b, a?+b? + 0, odredi:
a) sin(a + B) i cos(a + B),
b) g% +1tg5, a,p e (0,7) .
Nadi vezu izmedu parametara a, b, ¢, d akoje:
a = cosxsinysinz
b = sinxcosysinz,
C = SiNXsinycosz,
d = cosxcosy cosz

Akoje
sn®x —sinf(y — z) = a,
sinfy —sin(z—x) = b,
sinz—sn’(x—2) =c,
izratung sin(x+y+ 2).
SinX + COSX

Odredi vrijednosti izraza tgx + ctgx, akoje ———— = m
SiNX - COSX

(0<x<g, me R).

a) Odredi temeljni period funkcije f (X) = (x — [X]) sin 3rx.
b) Jeli funkcija f (x) = |x|V1sXI=1 periodiéna?

Odredi temeljni period funkcije x — sin®x.

Ako je funkcija f (X) = cosx 4+ cosaiX + CoSaxX + ... + CoSanX
periodi€na, dokazi da su tada brojevi a;, a, . . ., a, racionani.

Nekasu ay, ..., ay reani brojevi,
cos(az + X) n cos(a, + X)

5 T
DokaZi daiz f (x1) =f (x2) = 0 dijedi Xy — X =mm, me Z.

f (x) = cos(a1 + x) +
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1.32.
1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

*

* *

DokaZi da sinx sin2a:sin3c. = 1 nevrijedi ni zajedan o € R.
Nekaje

sinX; +Sinx; +sinxg=0 i

COSX; + COSXp + CcOSX3 = 1.
Dokazi dazaneki x¢ € {x1, %2, %3} vrijedi sinxx =01 cosx, = 1.

DokaZi da se za svaki prirodni n broj tg?"15° + ctg®" 15° moze
napisati u obliku sume kvadratatri uzastopna prirodnabroja.

DokaZite da ako je 2cos® a + cosa — 2 = 0, tada za svaki nene-
gativni cijeli broj n postoje neparni cijeli brojevi a, i b, zakoje
vrijedi cos(2"cr) = 1(ay + byv/17).

DokaZi dajezabilokoji neNi o € R,(n> 1, sina # 0) poli-
nom P(x) = x"sino — xsinno + sin(n — 1)ot, djeljiv polinomom
Q(x) = x2 — 2xcoso + 1.

Nekasu o, 3,v,6 € [-3, 7] takvi daje
snoa+snB+siny +snd =1, i
cos20a + cos2f3 + cos2y + cos28 > 1—3?
Dokazi daje o, B,7,6 € [0, &].
Nekasu a, b, A, B dani reani brojevi. Promotrimo funkciju
f(x) = 1—acosx—bsinx — Acos2x — Bsin2x.
Akojef (x) > 0 zasvaki x, dokaZi daje a®+b? < 21 A>+B? < 1.

RjeSenja zadataka

1.1. Primjenom adicijskog teorema za funkciju tangens, dobivamo
(1+tga)(1+tgf) =1+ (g +tgPB) +tgotgP
=1+tg(a+B)—tgatgftg(a+ B) +tgatgf
=1+1-tgotgf+tgotgp =2

jeriza+ B =% dijedi tg(a +p) =tgf =1.
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1.2. Vrijedi
tgl°-tg89° =tgl°-ctgl®° = 1.
Analogno
tg2° -tg88° =tg2°-ctg2° =1, itd.
Kakojejos tg45° =

1,tojecijeli izraz jednak
log,tg1° + log,tg2° + ... + log, tg 89°

=log,(tg1° - tg2°---tg89°) = log, 1 = O.
1.3. Transformirajmo brojnik:

2c0s40° — c0s20° = c0s40° + (cos40° — cos20°)
= c0s40° — 2sin30° sin10°
= c0s40° — sin10° = sin50° — sin 10°
= 2c0s30° sin20°
Zato je trazeni izraz jednak 2cos30° = /3.

1.4. Ratunamo naovaj nacin:

tga= V3VZ+1) - Va3 +1) = 3 ﬁ>(\/\;§+11)(\/§ =
V3 V2

2
V3-V2 5 T3 €§n60° —sin45°
V2—1 /2 1  sn45° —sn30°
2 2
O O O
20051025 sin% sin% 75°
- ZCOSEsinE B cosE -1 2
2 2 2
teje oo = 37.5°.

1.5. DokaZimo prvo lemu pri kojoj zasvaki cijeli n > 1 vrijedi

. T .27 .. n-1 n
—-sin—-....-sn =—. 1
sn_-s s T= o (1)
Nultotkepolinoma P(x) = X"—1 = (X—1)(X—A)(Xx—A?)-...-(x—A""1),
. 2t . . 21
ngeJeA:cosFHsm—.
Imamo
n
. T n—1
lmx,1 _)[Lnl(x +...+x+1)

=(1-A1-A)- ... (1-A"Y=n,
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odakledijedi n= |[L—-A|-|1—-A?|-...-|[L-A"1, Zak=1,2,...,n—1
vrijedi

2krN2 2k .k
11— A = \/(1— cos—n) +sm 2t —26n
n n n

{.

. kr n
anZSm— = sszzn_l
k=1
Sadaje premalemi (1)
=
T 2n 3n ?
9= 19 g = =
cosZ 7 cos 2L = T cos < =

odakle je koristeti formule sin2x = 2sinxcosx i Sina = sin(r — )

tgﬂ thn thni l\/_
7 97 ¥ T s.2n Az 61
sin&  sn= . sin ¢
K o 2% i 3T
2sin3 2sn<F 2sinF
V7
_ 8 _
= =V
8
1.6. 12 tg(3-36°) = tg108° = tg(180° — 72°) = —tg72° = —tg(2-
- 2 .
36°), primjenom formula tg2oc = % i tg3c = tg(20 + o) =
3tga -t .
m dobivamo
3tg36° —tg°36° _ 2tg36°
1-3tg236° 1-—tg?60°

Supstitucijom t =tg36° € (0,1) dijedi:

3gt—t3 2t
Tws e — t° - 10t? + 5t =0

—  (®)2-102+5=0 = t?=572V5
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Zbog t € (0,1) dijedi t = /5—2/5, paje tg36° = /5—25.
- _ tga—-tgp .
Sada, primjenom formule tg(oc — B) = Triga-gp izlazi

tg45° — tg36° 1-+v5-2V5

tg9° = tg(45° — 36°) = =
9 9( )= 1195 936 1o 2k

=1++v5-1/5+2V5.

ctg? o — 1

1.7. Koristeti (1) i (2) uformuli ctg2a = 2090 , dobivamo
4y/a—2vVbc=b+c—a—5. (3)

Buduéisu a, b, c € N, tojerazlika 4,/a—2v/bc € Z . Pretpostavimo da
jetarazlikarazli¢itaod nule, tj. 4/a = 2v/bc+R, R +# 0. Kvadriranjem
dobivamo 16a = 4bc + R? 4 4Rv/bc, odakle dijedi daje v/bc racionalan
broj za R +# 0, %o je kontradikcijas uvjetom zadatka.

Sadaje R= 0, paiz (3) dobivamo

4¢5=2¢b_c} . bC“""} — o(4—b) = 4(5—b).

b+c=a-5 b+c=a-5
Kakoje b # 0 i nije djeljivo s 4 dobivamo
4—-b+1 4
=477y “*Tip

Natemelju podjednje jednakosti naslu¢ujemo sljedete moguénosti

1° 4-b=1,t.b=3;

2° 4—b=-1,t. b=5;

3 4-b=2,1.b=2;

4° 4—b=-2,t. b=6;
Moguénosti 1° i 2° otpadaju, jer a nijeelement N. Za b = 2 dobivamo
c=6ia=3,tezab=6 dobivamoc=2i a=3.

Dobivene vrijednosti za a, b i ¢ zadovoljavgju sve uvjete zadat-
ka, paje ctiga = 24+ v3+ V6 + V2 i ctg2a = 2 + /3 odakle je
20 = arctg(2 + v/3) , tekonatno o = 7.5°.

ES

* *

18. Nekaje a = arctgl, p = arctgl. Trazimo y = a + 8.
tgo +tgf

Viijedi tga = 3,198 = 3, 197 = t9(0+ B) = 1t s =

y=75%+kr,keZ.

1 paje
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1.9. Dokazujemo indukcijom. Zan = 2 je cos% = g , iraciona
lan broj.
Pretpostavimo daje za n > 2 broj cosE iracionalan. Tadaje zbog

2n
relacije cos% = 2cos’ % —1ibroj cosi takoder iracionalan.

on+1
. L m . _
1.10. Pretpostavimo da je sin1° = P racionalan broj. Tada su

cof?1° = 1 —sin?1° i cos2° = cos®1° — sin?1° racionalni brojevi.
Analogno se dobiva da su brojevi cos4°, cos8°, cos16°, cos32° raci-
onalni. Medutim, tada bi vrijedilo:

? — 0530° — cos(32° — 2°)

= c0s32° cos2° 4+ sin32°sin2°
= €0532° c0s2° + 2° cos16° cos8° cos4° cos2° cos? 1° sin 1°.
Slijeve strane jeiracionalan, as desne strane racionalan broj. Proturjecje!
1.11. Pretpostavimo suprotno, tj. daje

tga:g, P.geN, M(pa)=1 p#a €
Po pretpostavci je o racionalan papostoje m,n € N takvi daje
a:%~180° i M(mn) =1 ©

Koriste€i Moivreove formule za n-tu potenciju kompleksnih brojeva
(cosa +isina)" = cosha + i sinne,
(cosa —isina)" = cosna — i sinne,

teiz (2) Cinjenicudaje sinna = 0 dijedi
(cosa +isina)" = (cosor —isina)".

Podijelivs ovu jednakost s cos” o = 0 dobivamo

(1+itga)"=(1—itga)"
&o zbog (1) dalje daje

©)

(@+ip)"=(@—ip"
§to zbog Binomne formule mozemo zapisati kao

(@—ip)" = [(q—ip)+2p" = (a—ip)"+ (] ) @—ip)"*- 2ip+ ...

+ ()@= ip)@ip)" + 2ip)".
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Odavdeje

—@p" = @-ip)[(7)@—ip)" %+ (5)@—ip)"* 2ip+ ..

n e
+ (n — l)(le)” 2]
Kompleksni broj nalijevoj strani ovejednakosti morabiti jednak komplek-

snom broju na desnoj, pa moraju biti jednaki i kvadrati njihovih formula,
odakle moravrijediti

(2p)* % = (P + ) - |2 (4)
gdjeje z kompleksni broj u uglatim zagradama. OGito je z° prirodan broj,
pa zbog (4) zakljutujemo da (2p)?"~? morabiti djeljiv s (p? + ¢?).

Sdrugestraneje M(p,q) = 1, pajei M(p,p? + ¢?) = 1 &o navodi
nato da 22"~2 morabiti djeljiv s p? + g?. Pokazimo daje to nemoguce!

Najprije, p i g nemogu biti istovremeno parni jer jeto u kontradikciji
s(1), parazlikujemo dva slucaja

(i) Akoje p parani ¢ neparan (ili obrnuto) ondaje p?+ ¢ neparan,
paotito 22"-2 nijedjejivs (p? + ¢?).

(i) Akosu p i g neparni ondasu oni oblika

p=2k+1 i g=2+1; k.l €N,

paje p? + o = 2(2k? + 212 + 2k + 21 +1).
Odavde zakljutujemo da (p? + ¢?) sadrZi neparan faktor. Treba
vidjeti dajeonrazli€it od 1. Zaista, kadabi bilo
k2 + 2%+ 2k+21+1=1, t.
K+1?+k+1=0,

dijedilobi k =1 = 0, ato je nemogucejer po pretpostavci je p # q.
Dobivena kontradikcija pretpostavci (1) dokazuje tvrdnju zadatka.

*

* *

1.12. Nekasu A i B tockenajedini€noj kruznici zakojeje sin xCOB
= 1, in4COA = —1 (. ??). Obiljezimosa X i X’ totke te kruznice
takvedaje 4COX = x i ¥COX' = X' (mjereno u radijanima). Moramo
pokazati da se barem jedna od to¢aka X ili X’ ne nalazi naluku ACB.
U tu je svrhu dovoljno pokazati da je xAOB manji od jednog radijana.
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Imamo

. . . 1
sin YAOB = sin(24COB) = sm(Zarcsm §)
. 1 o1
:Zsm(arcsmg) cos(arcsm:—g)

2 1\2 42
=-4/1-(z) =— <07

3 (3) 9 °
X
9. 1L
L . 2 .
S druge strane je sinl > sm% = % > 0.7. Dobili smo

sn<AOB < sinl i stogaje <AOB < 1, &o je trebalo pokazati.

1.13. Napisimo funkciju u obliku y = 13( sinx + 2 cosx) . Ka-
ko je (1%)2 + (%)2 = 1, to postoji kut o takav daje coso =

sno = % , pa se funkcija dade napisati u obliku

5 .
el
y = 13(cosa sinx + sino cosx) = 13sin(x + o).

Najvecavrijednost yme = 13 poprimaseza x = 5 — o+ 2km, angjmanja
Ymn = —13 zZax= -5 — o + 2kr.

1.14.
f (X) = acos® x 4+ 2bSinXcosx + csin?x
1+ cos2x . 1 — cos2x
_a. 2O pgnax 4 ¢ =S5
2 2
—87C 37 C hs2x + bsin2x
2 2
a+c

= ?+A-sin(2x+ 0),
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2
gdieje A = 4/ (%:) +b2, ¢ = arctgZE pa f(x) ima ekstreme
istovremenokad i sin(2x+ ¢). Stogaje

a+c -
f (X)min = 5 (az ) + b2
_a+c )
f (Oma = —5— + ( ) +b
1.15. Ocito je zbog |cosa| < 1, f(x,y) > —3. Kako je za
x=y=m, f(Xy) = cosm + cosm — cos2nr = —3, to je minimum

funkcije —3.
Transformiramo li funkciju

f(xy) = 2cos,X+—y cos 5 — 2cos? X+Ty +1

2
= —2(cos)(+—y - %cos%’) + 300t XY 11

1 P
<0+§+1—2.

Buduti jezax =y =% co x+Ty - %cos% =cos% — %coso— 0,a

cod %’ =cos’0=1,tojef (%, %) = 5, maksimum funkcije.

1.16. (@) Usporedimo li sredinu reda 50 s aritmetickom sredinom za
brojeve sin?x i cos’ x, dobivamo:

5§/(Sin2x)5°+ (cos? x)0 S Sin®X+ CoO?X 1
2

= 2 - é
Stogaje f (x) > 249 , kod cegaf postize tu donju granicu zasve x zakoje

je sin?x = cos?x, npr. x = %.

(b) Ocito jedovoljnogledati f samo naintervalu (0, 2) nakojemu
SuU SinX i cosx pozitivni.

Nejednakost izmedu geometrijskei kvadratnesredineza (n+-1) -torku
brojeva (sinx,...,sinx,y/n- cosx) daje

i 12 in2
1/ SI®X+...+sn?X+ ncos’x n
{/sin"x - v/ncosx < =
vin \/ n+1 n+1
- . [ n . . .
iz Cegadijedi f (x) < W pri éemu se tgj ekstrem postize za

sinx = y/ncosx, tj. tgx = y/n.
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1.17. Vrijedi
5r
8

:9n2g+cosz(n— %ﬂ) +sjn25§7r +cosz(nf %)

sin 8+cos2 g TS + cos? S

5

.o T 5t .,
n? = ~ tdn
S 8+c0528+s 3

T
cos? = = 2.
+ 8

" 4 5 1 .
1.18. Oznafimo A = cos% ~cos77r -cos7n =3 Tadaje

Asin7r =4dn ncosﬂcos47r c0357r
7 7 7 7 7

= 1sin2—ncos4—7r coss—” = }sins—ncosdf—n 0055_”
o 7 7 7 2 7 7 7

2
_} . 10rm 4r 1. 4n 4r
4

—— C0S— = —— 9N —-COS—-

n
Sh= 7 = 23N 757
——}sing—ﬁ—}sjnf
8 7 87
Odavdeje A= ¢.
1.19.
COSﬂ Cos 2n + Ccos s =
7 7 7
*L(COSE COSEfCOSE COSZ—T[+COS£ COSS—n)
~ cosy 14 7 14 7 14 7
*i } (COSs—n+COS£fCOS%70053—H+COS7—7I
cosl—’z 2 14 14 14 14 14
JrCOSS—ﬂ:) = 1 (COS£ JrCOS7—ﬂ:)
14/ 2cos1—7§1 14 14

= cos— = —.
2cos % 14 2
Koristili smo formulu transformacije produkta u sumu:

COSX - COSY = 3[COS(X + Y) + COS(X — Y)].



1. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE 21

3n . T 1 . 9 . T .
1.20. Buduéi je sm518 _7sm6 =5 smE = smE =1,izraz
T . T
1 z =
(1) postaje sm18 n18s 18"

KoristeCi formule sin2x = 2sinxcosx i Sinx = cos(5 — X), izraz
(1) dalje moZzemo transformirati

1 2sin{g cos{g cosig cosig 1 sin ig cos ig cosig

2 2cos{% 4 cos 7%
e sn‘igcosig 1 snﬁg 1 cosls_l
-8 cosfg  © cosfg 16 cosfp 1O

&to je oCigledno racionalan broj.
1.21. Oznatimo li zadani produkt s A, imamo redom:
A = cos5° c0os10° cos15° - ... - cos40° cos45°-
-sin40° - ...-sin10°sin5°

V2A = (sin5° c0s5°)(cos10° sin10°) - . .. - (cos40° sin40°)

28.v2.A=sin10°-sin20° - ...-sin80°
28.V/2-A=(sin10°cos10°) - ... - (sin40° - cos40°)
212. /2. A= Y3(sin20° sin40° sin80°)

— Y3 in20°(sin40° sin80°)

— 33 §in20° (sin? 60° — sin? 20°)

= \/5( sin20°— sin®20°)

— Y(35n20° 74sin320°)

_ \/_gnsoo _

16’
odakle sada jednostavno dobivamo A = 3 - 2-%.

122. Zan=1je cos% = % tejereacijaistinita. Pretpostavimo
datvrdnjavrijedi zabroj n:

V4 1 A
ST :E\/2+\/2+\/2+...+\/§:§,

Ccos
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(uzapisu je n korijena). Tadazabroj n+ 1 imamo

T A
1+cos— 1+ - 21 A 1
COSZ:ZQ = J 2 J 2 _ A vV2+ A

2 2 4 2

Dobili smoidentiCanizraz, s n 4+ 1 korijena. Time je tvrdnja dokazana.

x F %

1.23. JednadZzba 2" = 1 ima za rje3enja djedetih n kompleksnih
brojeva:

2k .. 2k
\n/I:COSTT[Jrlsan, k=0,1,...,n—1.
Oznacimo ih redom
Or .. Oxn
Zp=C0S— +isn— =1,
n n

2 . . 2w
Z = C0S— +1isin—,
n n

2(n-1)

T .. 2(n-Lm
Zh-1=C0S———— +isin .

Ti subrojevi nul-toCkepolinoma z"— 1. Stogasetaj polinom dade prikazati
u obliku

2 1=(z-2)(z-2) (2 2-1)
=@Z-1(z-z) - (2-2-1)
Dijeljenjem sfaktorom (z— 1) dlijedi

-1
m:anl+2”72+...+z+1:(Zle)~~~(zfzn,1).

Ovarelacijavrijedi za svaki kompleksni broj z. |zaberimo z= 1:
N=1-z)1-2) - (1—2z-1)
i uzmimo apsolutnu vrijednost obiju strana:

Nn=1-z|-11-2| - |1— Z_1].
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Umnosci na desnoj strani sreduju se ovako:

2km . . 2k
11—zl = 1—(cos—n+|sm—n)
n n

2kr . . 2km
=|1—-cos— —ish—
n n

Odavde

n= Zsin% : Zsin%ansin (nfl)ﬂ.

&o dokazuje tvrdnju.

1.24. (&) Imamo redom

. . : o o+f a—p
sna+snf a sin == cos —*

cosa + cosf b COSO‘_JZFB Cosa_;ﬂ N

olo

{.
ta+[37§7 1 - cos(a + fB)
972 "o\ Trcos@1p)
b? — a?

T pra?’

sin(a + ) = /1—co(a + B) = 2ab

@+

odakle kvadriranjem dlijedi cos(a + B) tj.

(b) Krenimo od identiteta

in% cosB 4 gn B cos & in &+ B
SInZCOSZ+S|n2C082_ an >

o B - o B
COos 5 Ccos 5 COoSs > Ccos 5

Iz jednadzbi a? = sin® a+sin? B+ 2sinasinf i b? = cos® a4 cos? B+
2 2
- . -2
2coso cosf3 zbrajanjem dobivamo cos(a — ) = %. Nada-
: a—pB  Jeos(a—P)+1 VaZ+b?
lje, cos 5 = \/ 5 = >

N[

tg S +tg

. Kako vrijedi b =
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- b
cosa + cosf = 2cos&2ﬁ cosa—zﬁ , to imamo cos O‘;B - ,
Va2 + b2
odakle dobivamo
. (X—‘rﬁ b? a
sin =4/1- =
2 a+b?  VaZ+b?
cos%cosg = %(cosa—gﬁ +cosa—J2rﬁ)
:l(VaZH)Z+ b ):a2+b2+2b
2\ 2 Va+/ a2
B 4a

. (04
Napokon se dobiva th +tg§ 2 i
1.25. Redomje ac = %-sin2x-sin2z-sin’y i bd = 1 sin2x-sin2z
cos’y, odakle zbog cos’y = 1 — sin’y dlijedi
ac
. 1
bd + ac @
Dajeje bc = 1 sin2y-sin2z-sin®x i ad = £ sin2y-sin2z- cos’ x odakle
dlijedi

SNy =

bc

in®x = ) 2
SX ad + bc (2)
Nadaljeje ab = 2sin2x-sin2y-sinzi cd = $sin2x-sin2y- cos? z, ;.
ab
T
sSnz= . (3
Jednostavno dobivamo
abc

- Six-sin?y-sin?z
odakleuz (1), (2) i (3) konatno dlijedi
(ab + cd) - (ac+ bd) - (ad + bc) = abcd.
1.26. Imamo redom:
sn’x—sn’(y—z =a
[sSinx — sin(y — 2)|[sinx+sin(y — z)] = a
Xty—z  X—y+z X+y—z X-y+z

2cos 5 5 2s8n 5 cos 5 =a
. X—y+2z X—y+2z . X+y-—z X+y—z

2 .2 =
sin > cos > sin 5 cos > a

sn(x—y+2zsn(x+y—2z =a. (1)
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Sli¢no dobivamo
sin(—=x+y+2zsin(x+y—-2 =b (2
sin(—x+y+2z)sin(x—y+2z =c. (3)
Pomnozimo li (1), (2) i (3), teizvadimo li drugi korijen, dobivamo:

Sn(—x+y+2)sin(x—y+2z)sn(x+y— 2z = vabc. (4)
Podijelimoli (4) redoms(1), (2) i (3) dobivamo sin(—x+y+2z) = \/%’

sin(x—y+z) = 1/a_bc i sSin(x+y—2z) = ’/a_é) ,odakledijedi —x+y+z=

. bc . ac . ab
arcsin g,x—y+z=arcsm F,x+y—z:arcsm ?.Zbr&
janjem ovih jednadzbi dobivamo
. bc . ac . ab
X+Yy+z=acsiny/— +acsin,/— +acsiny/ —.
a b C
Upotrebom identiteta

sin(a + B+ y) = sino cosf cosy + cosa sin 3 cosy
+ cosacosfsiny —sinasinfsiny,

teuz sin(arcsinx) = x i cos(arcsinx) = v/1 — x2, dobivamo

= F0-H0-D)F0-H0-Y

\/ab 1—— 1—a—c)— abc.

b
1.27. Vrijedi
sSnx  cosx  sin?x+ cos®x 1
tgx+ ctgx = — = - = — .
CoSX  sinx SinXcosx sinxcosx
Oznafimo t = sinxcosx. Kvadriranjem i sredivanjemizraza
SinX + cosx
sinx-cosx
. 1+V1+mp
dobivamo mPt?2 — 2t — 1 = 0. Odavde t = TJF Zbog t > 0
. 1+ V1+n? m?
imamot= —————. Zato, tgx + ctgx = —————.
e g g 1+vVme+1





