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PREDGOVOR

Citatelj smije preskogiti ovaj predgovor, prolistati preostale stranice
i ocijeniti sadrzaj. Oni koje zanima naSe miSjenje i motivacija mogu
nastaviti Citati.

MatematiCki znalci ¢e re€i daje temavrlo ‘uska — $to seto zaboga
o periodickim funkcijama dade napisati?! | autori su toga svijesni, stoga
ne ocekujte previse. NaSe su namjere vrlo skromne. |pak, tema nam se
ucinila viestruko zanimljivom i korisnom, temom koja zasl uzuje odrede-
nu pozornost. Razlog je tome svakako &o je fenomen periodicnosti vrlo
prisutan i vaZan u svakodnevnomeZzivotu. On nam pruzaidealnu priliku da
ucenik proSiri svoje znanjei poimanje o funkcijama, tim svakako (uz broj)
temeljnim pojmom matematike. Ovakva se podrucja ne stignu obraditi na
satovima redovite nastave u srednjoj Skoli, dok se gotovo pretpostavljaju
kao poznatau svakom kursu matematicke analize (ili vise matematike) vet
u prvim godinama studija. Mnogi di¢ni problemi i zadaci pojavljuju sei
naraznim natjecanjimaiz matematike. Metode njihovog rjeSavanjagotovo
su nepoznate mladim matematicarima.

Ovaj je materijal namijenjen ponajprije njima, kao knjiZicalaganoga
Stiva za dodatnu nastavu. Sigurno €e biti od koristi svakom buducem stu-
dentu prirodoslovnogili tehnickih fakulteta, no njime zelimo zainteresirati
i sve ljubitelje matematike.

Nekoliko rijeCi o sadrzaju.

Nakon uvoda daj e se definicijaperiodicke funkcijei neka pojasnjenja
s time u svezi, zatim primjeri periodickih funkcija te se razmatraju neka
znaCajna svojstvatih funkcija. 1zloZen je bogat niz raznovrsnih i nadamo
se zanimljivih zadataka, s detaljnim rjeSenjima (ponegdje i na vise naci-
na). Ovakav ‘model’: (zadatak — rjedenje) naravno, imai dobrih i 10Sih
strana. LoSe se mogu jednostavno izbjeti samo ako to Citatelj hote. . . Na-
ime, zadatak valja pokusati i nastojati rijeSiti samostalno, atek nakon vise
neuspjelih pokusaja (kojih e vremenom biti sve manje!) treba pogledati
postupak rjeSavanja— ne samo rezultat! Za one koji ipak ne mogu odo-



liti napasti prebrzoga Citanja rje3enja, ostavljen je poprilican broj dic¢nih
zadataka za samostalnu vjezbu.

Svakako valjaukazati na €injenicu damnogi ucenici pojam periodic-
nosti iskljugivo vezu za trigonometrijske funkcije. Cak postoji uvrijezeno
midljenje da se svaki izraz s trigonometrijskim funkcijamamora definirati
periodicku funkciju. Cilj je, izmedu ostaloga, ovom knjizicom ukloniti te
zablude. Stoga su navedene mnoge nestandardne funkcije koje posjeduju
svojstvo periodicnosti, kao i neke druge s njimablisko vezane.

Nakon svega, gotovo uvijek ostaju i — pogreske. Nadamo se samo
da su rijetke, s dugim periodom ponavljanja. Nemamo ih kome pripisati,
osim mozda jedan drugome. Svima koji nam ukazu na njih, a dakako i
onimakaoji iznesu svoje primjedbei prijedloge, bit ¢emo zahvalni.

Autori

U Zagrebu i Zadru, oZzujka 1996.
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Uvod

Zasto periodicnost?!

Periodickepojavei procesi, kako u nasem svakodnevnom zivotu, tako
i u prirodi, tako su Cesti i obicni daih vrlo Cesto podrazumijevamoi mozda
zbog toga ne zapazamo kao neobicne. U krajnjem ducaju moZe doti i
do nezgode koja ¢e nas podgjetiti na monotoniju periodi¢nosti kojom se
podvrgavaju nasi Zivoti. Recimo, upravo onako kao o se dogodilo iz-
vjesnom Englezu koji se zarezao pri brijanju jednoga jutra, samo zato Sto
nije mogao otrpjeti iznenadnu spoznaju da je brijanje periodickafunkcija
vremena koja se istom monotonijom ponavlja svakog dana.

| doista, u priblizno jednakim vremenskim intervalima mi ponovno
radimo iste stvari na priblizno jednak nagin. | naSe disanje i otkucaji srca
periodicke su naravi. Kao i Covjek, tako i priroda robuje periodicnosti.
Dan i no¢, godisnja doba, polozgji planeta, plimai oseka, vrtnja Zemlje
oko Sunca, kao i oko svoje osi, svi oni, ai drugi, periodickog su karak-
tera. Kod nekih pojava periodicnost je strogo definirana i jednostavno se
moze uotiti. Kod drugih pak, moZe se zamijetiti nakon dugo vremena, kao
slozena pojava, pa se i ne moze lako raspoznati (Sunceve pjege).

Primjene matematike zahtijeval e su stvaranje velikog brojaspecijalnih
funkcija od kojih su najjednostavnije trigonometrijske funkcije. Medutim
idgja koja lezi u temelju njihova znaCajnog svojstva — periodicnosti —
zapravo je tako jednostavna da se ovdje moZe opisati njezin glavni dio.

Promatrajmo neku periodicku pojavu; npr. prolazak velike kazaljke
sata preko oznake 8 h. To se dogada u tocno odredenim intervalima od
jednoga sata. Prema tome mozemo kazati da je polozaj velike kazaljke
periodicka funkcijavremena €iji je period jedan sat. Ovo %o smo opisali,
moZze seizraziti i algebarski, ali i 0 tome kasnije.

M noge periodicke pojave prisutne su u znanosti. Valovi i titranja, koji
igraju znacajnu ulogu u fizici i tehnici, primjeri su takvih pojava. Zato se
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periodicke funkcije temeljito ispituju vet vise od 200 godina. Naglasimo
i to da su za periodicke pojave i procese trigonometrijske funkcije sinus i
kosinus — prirodna abeceda.

ZamatematiCaraval je zgodan izraz za opisivanje periodicnosti nekih
funkcija. Ako senekaod tih funkcijaprikaze graficki, ondaje periodicnost
oCigledna(d. 1.)

9. L

Da se uvjerimo kako graf koji izgleda ‘valovito’ ne predstavlja oba-
vezno val u smisdu valanavodi ili u nekom drugom sredstvu, promotrimo
kardiogram. To je elektri¢no registriran graf otkucaja srca, a u registra-
cijama posebnih uzbudenja bilo kakve naravi tg graf izgleda kao pregek
stvarno vrlo valovitog mora. Medutim, otkucaji srca nemaju niega s
‘valovima u obicnom smislu. Naime, kardiogram zapravo pretstavlja
periodicke fluktuacije energije otkucaja srca

Kao &to vidimo, spomenute pojave i procesi su oko nasi u nama, i
trebalo je s njima pozabaviti se. Za njihovo teorijsko opisivanjei prouca-
vanje duzi nam pojam periodicke funkcije. Taj je pojam znatajan, kako
zamatematiku tako i za druge znanosti.

MoZda je zanimljivo da se dio matematike, koji otkriva periodicnost
i analiziraih kada je to moguce, zove — harmonijska analiza, zbog svog
podrijetla u teoriji zvukai titrgjucih zica. Glazbena nota sastavljena je od
svoje temeljnei uzastopnih ‘harmonija’ koji noti daju njenu karakteristic-
nu ‘kvalitetu’. Nadalje, radio-valovi se, kao Sto znate, upotrebljavaju za
prijenos zvukova ljudskih glasova i glazbenih instrumenata. Tako se npr.
Cesto glazbeni ton prikazuje sinusoidom.

Imai drugih valnih pojava koje su isto tako obicne kao i vet opisani
strogo periodicki valovi. To su prigudenaharmonijskatitranja. Amplituda
tih titranjanije konstantakao u slucaju harmonijskog gibanja, vetjefunkci-
javremenakojatezi nuli kadavrijemebivasve vete (tezi u beskonatnost);
drugim rijeCima, amplituda postupno opada.
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Jedan takav primjer nalazimo u knjizi Alica u zemlji Cudesa (vjerojat-
no znate daje njen autor, L. Carrol bio profesor matematike u Oxfordu). U
treCem doZivljaju pod naslovom Kaukus trka i druga mi§a prica, Miseva
pricaje prikazananajednoj valovitoj krivulji migeg repa(d. 2.).
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9. 2

Ali autor se sigurno nasalio; buduci da je mis plivao u lokvi suza,
titrgji repamorali bi biti jo3 vise prigudeni.

Nadalje, ovdje se moze spomenuti josjednazanimljivapojavakojase
zoverezonancija. Toje harmonijsko gibanjeali s naglim rastom amplitude
titranja pod djelovanjem €ak i vrlo malih vanjskih sila.

Rezonancija ima veliku ulogu u fizici i tehnici. Tako npr. neka gra-
devinaima svoj odredeni period titranja koji ovisi samo od svojstvatijela.
Ako pak, neka vanjska periodicka sila izvede tijelo iz stanja ravnoteze a
njen period titranja je priblizno jednak vlastitom periodu tijela (ili se po-
dudaraju), onda utjecaj te sile, pa ¢ak i kad je mala, moze hiti vrlo velik
tako da setijelo mozei raspasti.

Zato sepri projektiranju gradevina, mostovai dl. uzimau obzir ¢vrsto-
catih tijelavezanas pojavom rezonancije. Poznato je daneznatno njihanje
elasticnog tijelamozeizazivati njegov lom. To se objaSnjavarezonancijom.
Zato vojska preko mosta ne marSiranego ide ‘ slobodno’.

Pojavarezonancije kod nekih strojevamozeizazvati lom dijelova, &to
jeranijebio Cest Sucaj kod pumpau busotinamazadobivanjenafte. Zatoje
zadatakonstruktoradaiz krivuljaperiodickih silaharmonijskom analizom
pronadu kriti¢nu frekvenciju, te usklade broj okretajatako dau postrojenju
nikako ne dode do rezonancije.
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Periodicke funkcije analizirgju se u dijelu matematicke analize na-
zvane teorija Fourierovih! redova. Ta teorija je nezaobilazna u mnogim
fizikalnim teorijama (toplina, svjetlost, zvuk, elektricitet,...) Bez obzira
&0 na ovome mjestu, dakako, ne mozemo navesti detalje vezane za tocan
prikaz famoznog Fourierovog teorema, ipak ¢emo kazati nekoliko rijeci.
Uz odredena ogranienjaradi se o djedeCem: bilo koja‘dobra’ periodicka
funkcijamoze se prikazati kao zbroj dovoljnog broja periodickih funkcija
oblika ag (konstantne funkcije), a, sinnx te b, cosnx, n € N.

Brojevi ag, an, by € R oviseo promatranim periodickim funkcijama, i
imaju seizraCunati kada je danajednadzba(formula) same funkcije. Tako
npr. nad. 3. dan je graf koji se opisuje €injenicom da pripada periodickoj
funkciji ssperiodom 2 i davrijedi

1, za0<x <1,

f(x) =
-1, zal<x<2

-1
.3

Fourier u fizici kaZe otprilike ovo: bilo koji periodiki poremeta)
moZe se razloziti u u zbroj jednostavnih harmonijskih poremetaja koji
se prikazuju valovitim sinusnim i kosinusnim krivuljama. Ako pogledate
graf nadici 3, mozeteli povjerovati da se on moze razloziti u neprekidne
valovite krivulje? A ipak je tako.

| dok smo kod Fouriera, joS samo ovo. Kod primjena ¢esto je jedna
komponenta veta i znaCajnija fizicki od ostalih; njoj odgovara ‘temelj-
ni’ periodicki poremeta). U prvoj aproksimaciji treba razmatrati samo tu
komponentu, jer druge kojase pribrajaju su premanjoj od manje vaznosti.

Tako se, unutar utvrdenih granicatocnosti, ako znamo osnovnu, moze
predvidjeti ponavljanje pojavakoju ispitujemo, npr. periodicnost SunCevih
piega

I nakraju mozdavaljaspomenuti pojam ‘ gotovo periodicke’ funkcije.
Ovo je osobito znaCajan pojam u nekim fizikalnim primjenama. Spomenut

1J. B. Fourier, francuski matematicar
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¢emo samo toliko: ‘ Gotovo periodicka funkcijaf (x) zadovoljavasjedeci
uvjet: za svaki po volji mali, broj € > 0 postoji broj T # 0 (zovemo ga
‘gotovo period’) takav da za proizvoljni x vrijedi

f(x+T)—-f(X)| <e
tj. vrijednost f (x + T) jednakajef (x) stocno3tu do e.

Pojednostavljeno govoreti, to se objadnjavatime &to iracionalni broj
moZzemo po volji velikom to€noStu aproksimirati racionalnim brojem. Re-
cimo jos, da &o je e manji tim bolji je ‘gotovo period” T. Primjer takve
pojave je odnos zemaljske prema suncevoj godini.
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1.

Sinusoida

Periodicnost realnih funkcija. Mnoge fizikalne pojave odlikuju se
svojstvom periodi¢nosti. Tako na primjer svaka 24 sata pravilno se iz-
mjenjuju dan i no¢, nakon svake (suncane) godine Zemlja e se nati na
jednakoj udaljenosti od Sunca, nakon svake dvije sekunde klatno sata na-
lazi se u istome poloZaju, bas kao i minutna kazaljka po isteku jednoga
sata.

Svakako da se periodicnost javljai u mnogobrojnim drugim situacija
ma. Stogaje proucavanje periodicnihfunkcijavazno podrucje matematicke
analize.

Sinus i kosinus funkcija. Najvazniji primjeri periodicnih funkcija
trigonometrijske su funkcije.

Nekaje E(t) polozaj totke najedini€noj kruznici, kojoj odgovarakut
od t radijana(d ?7?).

9. 1.1. Definicija sinus i kosinus funkcije

Koordinate x i y tetotke mijenjaju se spromjenomkuta t. Ovisnost
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tih koordinata o kutu opisanaje sinusi kosinus funkcijom, jer vrijedi
X = Cost,
y =dgint.

PredoCimo li tu ovisnost u sustavu u kojemu na jednu 0s nanosimo
vrijeme t, dobit éemo grafovedane nadlici ??.

sint
NN LN

-1

9. 1.2. Graf sinusi kosinus funkcije

Vidimo dati grafovi imaju svojstvo ponavljanja, graf funkcije nain-
tervalu [0, 27] identi¢an je onom naintervalu [27, 47 ili pak naintervalu
[-27,0] i d. Taje Cinjenica podjedicatoga o za polozaj totke na jedi-
ni¢noj kruznici vrijedi E(t) = E(t + 2n) = E(t + 4n) = E(t — 27) i 9.
Zapisemo li to svojstvo formulom, dobiti ¢emo

sin(t+ 2r) = sint,
cos(t + 27) = cost.

KaZzemo da su sinusi kosinus periodicke funkcije s periodom T =
2.

*

* *

Zbog svojstva periodicnosti, vrijednost funkcije sinus i kosinus do-
voljno je poznavati unutar intervala [0, 2] . Ako je x proizvoljan realni
broj, tada se vrijednost funkcijau tocki x ratunaformulom

snx = sin(x — 2knx),
CosX = cos(x — 2kr),

gdje je k takav cijeli broj da za argument vrijedi 0 < x — 2kr < 27,
Takav k uvijek postoji, dobivamo gadijeljenjem broja x s 2.

Primjer 1.1. Izratunajmovrijednost trigonometrijskihfunkcijau ne-
kim toCkama (argumenti su zadani u radijanimal):
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sin2lzn = sin(21m — 20m) = sinz = 0,
NVARAY _ Mrn /3
in(-57) =sn(-5" +14n) =sing = 5%
/4 4 5 1
cos(—g) = cos(—§ +2n) = cos(?) =3
cos(30) = cos(30 — 87) = cos(4.867) = 0.154,
sin(60) = sin(60 — 187) = sin(3.451) = —0.305.

Koristenjem dodatnih svojstava trigonometrijskih funkcija, moguce
jenjihovo ratunanje svesti nainterval [0, 5]. Naime, vrijedi

sin(t+ m) = —sint, (1.2
cos(t 4+ ) = — cost, (1.2)
T .
cos(t + E) = —sint, (1.3
. T
sm(t + E) = cost. (1.4
* F ox

Ove formule danas gube na svojoj vaznosti, vrijednosti trigonomet-
rijskih funkcija za neki konkretni broj t najceSte nalazimo pritiskom na
tipku ratunala. Ipak, ugodno je znati da u tome trenutku sklop u racunalu,
prije no $o zapoCne ratunanje same funkcije, svodi tg broj na interval
[0, Z], koristeCi pri tom gornjeformule.

*

* *

Uz gore navedena, koristimo Cesto i djedeta dva svojstva:

sin(—t) = —sint, (15)
cos(—t) = cost. (1.6)
Kazemo da je funkcija sinus nepar na, afunkcijakosinus parna funkcija

(vidi §3).
Sve gore navedene formule dadu se izvesti iz dviju osnovnih, koje
nazivamo adicijski teoremi zatrigonometrijske funkcije:
sin(t + s) = sintcoss+ costsins, (1.7)
cos(t + s) = costcoss — sintsins. (1.8)
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U tu je svrhu dovoljno poznavati djedete karakteristiCne vrijednosti za
sinusi kosinus:

sin0 =0, cosO0=1,
T T

sh-=1 cos- =0
2 ’ 2 ’

sint =0, cosmw = —1.

*

* *

Formula (1.3) kazuje da se kosinus funkcija dade svesti na sinus
funkciju. To znali da e za proucavanje obiju biti dovoljno opisati sinus
funkciju.

Zapravo, pravilnijejereti dasui sinusi kosinusfunkcijatek specijalni
slu€ajevi funkcije koju nazivamo sinusoida, a zadana je jednadzbom

y = Csin(ot+ ¢). (1.9
Zaista, stavljajuci u gornjuformulu C =1, w = 1 dobiti cemoza ¢ =0
sinus, aza ¢ = —7 kosinus funkciju.

Sinusoida. Fizikalno, sinusoidu dobivamo pratei gibanje tocke ko-
ja se nalazi na rubu kruznice polumjera C i okrete se stalnom kutnom
brzinom o (d. ??).

9. 1.3. Ordinata totke koja se krete stalnom kutnom brzinom opisuje sinusoidu

Postavimo koordinatni sustav tako da prolazi sredistem kruga. Ako
je u pocetnom trenutku t = O pravac OM zatvarao kut @ s pozitivnim
dijelom koordinatne osi, tada e u trenutku t on zatvarati kut wt+ ¢ . Ne-
kaje y ordinatatocke M (udaljenost tocke do Ox osi). Ta se udaljenost
mijenja s vremenom t po zakonu

y(t) = Csin(wt + ). (1.10)
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A AN
Fy TN

9. 1.4. Graf sinusoide

Graf ovefunkcije dan je slikom ??.

Polozgj tocke M semijenjauvremenu. Danaglasimo tu ovisnost, mo-
Zemo pol 0zg tocke oznatiti s M(t) . Tocka M €e opisati puni krug (i poja-
viti se ponovo u pocetnom poloZaju) nakon &to proteknevrijeme T = g ,
jer je to vrijeme jednog punog okreta. Dakle, vrijedi M(0) = M(T).
Primijetimo da €e isto vrijediti i za svaki drugi poloZaj tocke, ne samo za
poCetni. Ako se u trenutku t tockanalazi u polozaju M(t), tada e pois-
teku vremena T onabiti u istoj tocki, dakle M(t) = M(t+T). OCigledno
je daceisto svojstvo imati i ordinatate tocke, stogavrijedi

sn(ot+ @) =sin(o(t+T) + ¢).

Kazemo dajesinusoida(1.10) periodickafunkcijasperiodom T = i)_n

Primjer 1.2. Graf sinusoidemozemo dobiti najoSjedan interesantan
nacin. Zamislimo daje naoprugu objeSeno peroi potom oprugapomaknu-
taiz ravnoteznog polozgjai/ ili gurnutanekom pocetnom brzinom (d. 27?).
Pretpostaviti ¢emo vrlo jednostavni model u kojemu zanemarujemo tre-
nje. Tada e se pod utjecajem sila koje djeluju na pero ono gibati tako
daje u svakometrenutku udaljenost perado ravnoteznog polozaja opisana
sinusoidom:

y(t) = Csin(wt + ).

2 g/
SN SN\
N\

9. 15
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Graf te sinusoide mozemo dobiti tako da biljezimo poloza pera na
traku papira koja se namotava stalnom brzinom.

* Fox
Konstante koje se javljaju u jednadZbi sinusoide nazivamo ovako:

C — amplituda,
o — kruznafrekvencija,
¢ — fazni pomak,

2n .
T="— .

> period

Primjer 1.3. Nacrtg funkciju y = 2sin(3x —1).

> Krivulju crtamo na osnovu djedetatri podatka:

1° Period: T = %ﬁ

2° Amplituda: C =2

3° Nul-totka: sin(3xo—1) =0 = 3x—1=0 = x = 3.

Graf funkcije je sinusoida koja krece iz tocke % naos apscisai €ija
je val smjedten u intervalu duljine perioda. 1zvan toga intervala, sika se
periodicki ponavlja(v. sl ??)

ANV
Y

9. 1.6. Graf sinusoide y = 2sin(3x — 1)

2
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Zadatak 1.4. Odredi jednadzbe sinusoida prema dici ?? a) —c)

AN EVANAW
VAV \/

9. 1.7.

a) f(x):Zsingx;

b) f (x) zzsng(x—G)zzsn(Ex—n),
T T

LT .
C) f(x):ZSnE(x—Z):an(Ex—g).

Napomena. Amplituda je uvijek pozitivna, iako mi u zapisu Cesto
dozvoljavamo i negativni predznak sinusoide. Tako npr. zapis
y=—-3sin(2x—1)
treba Citati nanacin:
y=-38n(2x—1) =3sn(2x— 1 — x),
tejeamplituda C = 3, afazni pomak —1 — 7. Uvijek se predznak ispred
amplitude moZe svesti ha promjenu faznog pomaka.

*

* *

Sinusoida je zbroj sinusi kosinus funkcije. Nije o€igledno, nois-
tinaje da svaku sinusoidu mozemo prikazati kao zbroj jedne sinusi jedne
kosinus funkcije. Po adicijskom teoremu vrijedi

C sin(wt+ @) = C sing coswt + C cos¢ sinot
= Acoswt + B sinwt

gdje smo oznatili A := Csing, B := Ccos¢. Dakle, svaku sinusoidu
mozemo prikazati u obliku zbroja sinus i kosinus funkcije, bez faznog
pomaka.
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Mozemo ispisati i obratne veze, ako su A i B poznati, mozemo
odrediti C i ¢, jer vrijedi
A? + B> =C?sin¢p 4 C?cos’p = C?> = C=+/A2+B2
(1.11)

. A .
sSng = - = @ =arcsn (1.12)

A
C ~/A2+BZ

\ AN
\ A\
\ \/// \

9. 1.8. Nije otigledno da je zbroj sinus funkcije i kosinus funkcije — s raZicitim
amplitudama ali istom frekvencijom — ponovo sinusoida. Njena amplituda iznosi

C=+vA2+B2.

*

* *

Primijetimo da uvjetom (1.12) kut ¢ nije jednoznatno odreden, jer
istom sinusu odgovaraju kutovi u dva kvadranta. Koji je od njih ‘pravi’
mozemo ustanoviti provjerom predznakakoeficijenata A i B.

Pri tome nam duZi sljedetatablica

A | B | kvadrant
+ | + I

+ | - I

- | = Il

- | + v

Primjer 1.5. Nacrtgj funkciju y = v/3c0s2x + sin2x.

> Odredimo jednadzbu sinusoide u obliku (1.10). Po formuli (1.11)
ratunamo amplitudu:

C=+/(V32+12=2
Fazni pomak ratunamoiz (1.12). kako suobakoeficijenta A i B pozitivna,
on se nalazi u prvom kvadrantu. Tako imamo
V3

sin A — =1
*=c™2 =3
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Trazenafunkcijaimatako formulu

y= Zsjn(2x+ g)

Graf ovefunkcijedan jenadlici ??.
21
\ q /
I 2n 51
21

9. 1.9. Graf funkcije y = 2sin(2x + %)

Primjer 1.6. Jeli funkcija
f(t) = sin2t 4+ 2cos4t
sinusoida? Je li ona periodicka?

Odgovor na prvo pitanje je negativan. Zbroj dviju sinus (ili kosinus)
funkcijasrazititim frekvencijamanije nuzno sinusoida. No, njihov zbroj
moZze biti periodickafunkcija. Tako za ovu funkciju vrijedi

f (t4 2m) = sin(2t + 4r) + 2 cos(4t + 8n)
= sin(2t) + 2cos(4t) = f (1), vt e R.
Vrijedi ¢ak i
f (t+ ) = sin(2t + 27) + 2 cos(4t + 4n)
= sin(2t) + 2cos(4t) = f (1), vt e R.

i ovafunkcijaima svojstvo periodicnosti.

Ovaj primjer ukazujedaje periodicnost potrebno promatrati i zafunk-
cije koje nemaju oblik sinusoide. Mi ¢emo to uciniti u djedeim poglav-
ljima. Pri tom ¢emo nastojati odgovoriti na djedeta pitanja

e Kako se definira periodicost proizvoljne funkcije?

o Kako se odreduje ngjmanji period takve funkcije?

e Kojeoperacijei s kakvim funkcijama Cuvaju periodicnost?
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1.1
1.2.
13.
14.

1.5.
1.6.

1.7.

1.8.
1.9.

1.10.
1.11.
1.12.
1.13.
1.14.
1.15.

1.16.

Zadaci za vjezbu

Nacrtgj funkciju f (x) = —3sin(2x+ 1) .

Nacrtaj funkciju f (x) = v/3sin2x 4 cos2x.

Odredi jednadzbu sinusoide f (x) = sinx + cosx, a zatim je nacrtg.
Odredi jednadzbu sinusoide f (x) = sinx — v/2 cosx, a zatim je nacrtaj.

Nacrtg) sinusoidu f (x) = 3\? sin2x+ 3% COS2X.
. . 3. X ®m
Nacrtg) sinusoidu f (x) = -3 sm(i = E)'
Napis jednadzbu sinusoide f (x) = cos(g — 37)()+sin(%)( — g) . Nacrtgj

graf.
. . LT X . X
Nacrtgj funkciju f (x) = —Zsmg cosi + ZCOSE smz.
3

Nacrtaj funkciju f (x) = —3 cos(% —x).

Nacrtaj funkciju f (x) = —% cos(v/2x + g —1).

Nacrtaj funkciju f (x) = sin3x + | cos3x| .

Nacrtaj funkciju f (x) = |sin3x| + v/3| cos3x] .

Nacrtaj funkciju f (x) = | sin3x| + v/3| cos3x .

Napi§ jednadzbu sinusoide f (x) = cos()—z( +1) — \/§sin()—2( +1).
Nacrtaj funkciju f (x) = | sinx| cosx + | cosx| sinx.

Nacrtaj funkciju f (x) =1 — %sin(% -1).
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2.

PeriodiCke funkcije

Pojam periodi¢nosti, koji je prirodno vezan uz sinusoidu, mozemo
definirati i za proizvoljnu drugu realnu funkciju.
Definicija. Zafunkciju f kazemodaje periodicka ako postoji realni
broj T > 0 takav dajezasvaki x € D(f)
X+ T e D(f) (2.1)
i ako vrijedi
f(x)=f(x+T). (2.2
Broj T zoveseperiod funkcije f .

x ¥ ox

Uvjet (2.1) jetrivijalno ispunjen ukoliko je funkcija f definiranana
cijelom R. Ako to nije ducaj, tada je taj uvjet u neku ruku podjedica
(vaznijeg) uvjeta (2.2) jer, dabi (2.2) uopte mogao imati smisla, morgju
svi argumenti lezati u podrucju definicije. Stoga se ¢esto (jednostavnosti
radi) u definiciji periodicnosti zahtijevadabudeispunjen samo uvjet (2.2),
imagjuci u vidu da je time i postavljen uvjet (2.1) na podrudje definicije
funkcije f .

y
AV aryard
x-2T ol xT X x+T x+2T

9. 2.1. Graf periodicke funkcije
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Mi ¢emo Cesto koristiti ovako pojednostavljene definicije periodic-
nosti.

Nadlici ?? dan je primjer grafajedne periodicke funkcije
Mozemo reti da se graf periodicke funkcije preslikava sam u sebe pri
trandaciji zavektor & = f(T,O) duljine T, duz os x.

*

* *

Primjer 2.1. Koliki je period funkcije

X X
= i iy ] _')
f(x) S|n2+sm3.

Period prvesinusoideje T; = % = 4m, period druge T, = % =
6. To znafi da e se ponaSanje prve funkcije ponavljati na svakom
intervalu duljine 47, a druge na svakom intervalu duljine 6z. Zelimo
li uskladiti ponasanje obiju funkcija, kao jedinicu moramo uzeti interval
duljine T = 12z! Zaista, vrijedi
X+ 127 . X+ 127
5 ) +sn( )

f(x+ 12n):sin(
- sin()—z( +6r) +sin(’—3f +4r) :sin)—z( +sin)—3f — £ (x).

Primjer 2.2. Jeli funkcija
f (X) = sin2x 4 cos2zx

periodicka?

Oba su pribrojnika periodicke funkcije. Period prve funkcije je
T, = m, aperiod druge T, = 1. Medutim, njihov zbroj nije periodicka
funkcijal Tu €injenicu ovogatrenutkane mozemo dokazati, no razlog tome
intuitivno mozemo nati u tome S$to ne postoji interval €ija bi duljina bila
visekratnik brojeva T, i T,, poput onogau proSiome primjeru.

*

* *

PeriodiCnost trigonometrijskih funkcija promatrali smo u proslome
poglavlju. Ipak, ponovimoi utvrdimo to svojstvo, imajuci u vidu definici-
ju danu u ovome poglavlju.

Teorem 2.1. Funkcijesinus, kosinus, tangensi kotangens periodicke
su funkcije.
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Dokaz. Funkcijesinusi kosinus definirane su na itavom brojevnom
pravcu R. Funkcijatangens nije definirana u tockama {+7, i%“, R
afunkcijatangens u totkama {0, +7, £2x, ...} . Stoga, ako jetockat u
domeni bilo koje od ovih funkcija, tadajei t + 27 takoder u domeni tih
funkcija.

Buduc¢i da na jedinicnoj kruznici totke E(t), E(t + 27), E(t — 27)
leZze naistome mjestu, to vrijedi

sn(t £ 2z) = sint, cos(t £+ 2mr) = cost,
tg(t + 27) = tgt, ctg(t + 2m) = ctgt.
Prematome, broj 2z period je tih funkcija.

x X

Primijetimo da vrijedi jednakost

*

snZ = sin(E + 2—71)
6 6 3/
Slijedi li odatle daje broj %ﬁ period funkcije sinus?

Odgovor je, dakako, negativan. Tako na primjer, ne vrijedi sin0 =
2

sin 3
Primjer 2.3. Funkcija f (x) = sin?x periodicka je funkcija s peri-
odom 27, posto je definiranaza svaki reani broj i vrijedi
sin?(x + 27) = [sin(x & 27)]? = [sinX]?.
Medutim, za svaki realni x vrijedi i sljedetajednakost
sin?(x + 7) = [sin(x + 7)]? = [~ sinx]? = sin®x
te zakljuCujemo daje T = 7 takoder period ove funkcije, manji od pocet-
nogaperioda 2 .
* F ox
Ako je f periodicka funkcija, a T > 0 njezin period, onda pre-
ma definiciji periodicke funkcije za svaki xo € D(f) vrijedi: x + T,
X0+ 2T e D(f),itd., tj. Xk =%+ KT € D(f), k € N. Dakle, vrijednost
funkcije f u svim tockama mora biti jednaka: f (x) = ¢ neovis od k.
Nadalje, uzmimo daje za sve ostale x, x # X« funkcija f nedefinirana,
pa smo tako dodli do najjednostavnijeg primjera periodicke funkcije:
F(x) = {c, zax=x =X + KT, keZ,
| nedefiniranazax # .
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Graf ovakve funkcije je beskonatan skup totaka
I'={(xc):x €D(f), ceR};

zapravo to je beskonacan skup tocakakoje se nalaze najednakoj udaljenosti
(vidi d. ??)

9. 22

Primjer 2.4. Funkcija f (X) definiranasa
0, zax=2k, ke Z,
f(x)=¢ —1, zax=2k— 1, ke Z,
nedefinirana za ostale vrijednosti
je periodickas periodom 2, jer zasvaki x € Z vrijedi f (x+2) =f(x).
Graf tefunkcijedan je nadlici ??

Od osobitogaje interesa poznavati ngjmanju pozitivnu vrijednost pe-
rioda funkcije. Obicno, kada govorimo o periodu funkcije, mi mislimo
upravo nanajmanji pozitivni period funkcije (ako on postoji!). Taj najma-
nji pozitivni period zove se temeljni period funkcije.

Mora li periodicka funkcijaimati temeljni period? Odgovor na ovo
pitanje je negativan!, protuprimjer éemo dati u § 6. Medutim, pokazat te-
mo takoder dasve periodicke elementarnefunkcije (razlicite od konstante)
imaju temeljni period.
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Za sada temo obratiti pozornost na natin ratunanja tog temeljnog
perioda.

Teorem 2.2. Temeljni period funkcije kosinus jednak je 27 .

Dokaz. Nekaje Ty temeljni period funkcije kosinus. Onda za svaki
X € R vrijedi
cos(X + Tp) = COSX,

paza x = 7 dobivamo
cos(5 + To) = cos5 sinTo +sin 7 cosTo = cosTp = 1.

No, najedini€noj kruznici samo totka E(0) ima apscisu jednaku jedinici.
Buducti daje najmanji pozitivni broj t zakoji je E(t) = E(0) jednak 2r,
ondaje Tp = 27.

Dokazi da je teméljni period sinusa takoder jednak 27. (Napravi
dokaz analogan gornjem, ili pak iskoristi vezu sinx = cos(x+ %) izmedu
sinusi kosinusfunkcije.)

Teorem 2.3. Temeljni period funkcije tangensjednak je .

Dokaz. Zasveki t € R tocke E(t) i E(t+ m) nalaze se najedini¢-
noj kruznici i simetri¢no su polozene s obzirom naishodiste koordinatnog
sustava (vidi 9. ??).

E(t)

tgt

E(trm)

9. 2.4. Periodi¢nost funkcije tangens

Prema tome, odgovarajuce koordinate tih to€aka su suprotnih predz-
naka, pa vrijedi
snt=y, cost=x, snlt+fm)=-y, cost+m)=—X
Ondaje
y —y_ Yy
= - :t = — = —,
gt==2,  WtErm)=— =7
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Stogaje 7 period funkcije tangens. Pokazimo da je to ngimanji period.
Nekaje T bilokoji periodtefunkcije,ondajetgT = tg(0+T) =tg0 = 0.
No, kako naiintervalu (0, ) tangensnijenigdjejednak nuli,toje T > &,
paje m doistatemeljni period funkcije tangens.

Dokazi daje temeljni period funkcije kotangens takoder jednak 7.

*

* *

Periodicku funkciju f perioda T dovoljno je poznavati samo nain-
tervalu [0, T) jerza x € D(f) postoji jedinstveni broj K i broj xo € [0, T)
takvi daje x = KT + xo . sadaimamo

fxo) =f(o+T)=F((x0+T)+T)
=f(X+2T)=... =1 (X +KT) =f(X).
Graf takve funkcije dobivaseiz grafafunkcije f o) (restrikcijefunkcije
f nainterval [0, T) ) translacijom udesno za cjelobrojne kratnikeod T .

Ponekad se kaze da smo funkciju f “periodicki produzili” izvan in-
tervala [0, T) . Vie o produzenju bit e kazano u sljedetem poglavlju.

Teorem 2.4. Ako je T period funkcije f , ondajei nT, n € N,
takoder period te funkcije.

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indunkcijom.

1) Bazaindukcije. Zan = 1 tvrdnjavrijedijerje f (x+1-T) = f (x),
zbog periodi¢nosti od f .

2) Korak indukcije. Neka je broj nT period od f . Tada za svaki
x € D(f) vrijedi f (x+nT) =f (x). Dokazimodajei (n+1)T period od
f.

f(x+ (n+1)T) =f (x+nT + T) = (zbog periodicnosti od f )
= f (x+ nT) = (zbog pretpostavke indukcije) = f (x),

atojei trebalo dokazati.

Teorem 2.5. Ako je Tp temeljni period funkcije f , onda ona nema
drugih perioda osm kTp, k € N.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji period T; funkcije f takav da
T1/To nijecijeli broj. Onda T; mozemo prikazati uobliku Ty = KTo+ T2,
gdieje k cijeli broji 0 < Ty < To. Buduti su To i Ty periodi funkcije
f ,ondazasvaki x € D(f) vrijedi

f(X) =f(X+T1) = (X+KTo+ T2) = f (x+ T2).
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Odavdevidimo daje pozitivni broj T, koji jemanji od Tg, period funkcije
f . Tojeu proturjedju s pretpostavkom da je Ty temeljni period funkcije
f . Prematome, naSaje pretpostavkaneistinitapaje T1/To cijeli broj.

*

* *

Teorem 2.6. Akoje T temeljni period funkcije f , ondaje % teme-
ljni period funkcije f (ax) .

Dokaz. Definirgimo novu funkciju g formulom g(x) := f (ax) . On-
dazabilo koji broj x+ s € D(g) vrijedi

gx+s) =f(a(x+s)) =f(ax+ as).
Buduti daje T temeljni period funkcije f , to je ngimanji pozitivni broj
zakoji vrijedi f (ax + as) = f (ax) broj as= T. Sadaimamo
f(x+s) =f(ax+as)=f(ax+T) =f(ax) = g(x),

atoznati daje s= % temeljni period funkcije g(x) = f (ax) .

*

* *

Sada bismo mogli postaviti pitanje: Kako dokazati neperiodicnost
nekefunkcije? U tu je svrhu, recimo, dovoljnoistaknuti neka svojstvakoja
poriodicka funkcija mora imati. Pokaze li se da dana funkcija nema ta
svojstva onda ona nije periodicka.

Teorem 2.7. Ako je f periodicka funkcija s periodom T, onda vri-
jedi:

1) o D(f) = x+KkT eD(f), ke N,

2) X0 ¢ D(f) = x+KT ¢ D(f), ke N.

Ovo svojstvo neposrednoizlazi iz same definicije periodickefunkcije.

Posljedica. Domena periodicke funkcije neogranicen je skup.

Nekaje D(f ) domenaperiodickefunkcijei nekajoj jeperiod T. Ne-
kaje x € D(f ) proizvoljan. Tadazabilokoji k € N vrijedi Xx£KT € D(f)
(jer je f periodickafunkcija). No, kako je k proizvoljan prirodni broj, to
su brojevi x+ kt povolji veliki. Prematome D(f ) nemoze biti ograniCen
skup.
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Primjer 2.5. Dokazi dasu funkcije:
1) f(x) =dnvXxX2 —3x+ 2,

2X
290 =5
neperiodicke.

> 1) Buduti daje D(f ) = [1, 2], tj. ograni¢enjeskup,to f nemoze
biti periodickafunkcija

2) D(f) = R\ {-1,2}. Dabi g bilaperiodicka, ne bi smjela biti
definirananiti utotkama —1+KkT, 2+KT, k € N. Zato g nijeperiodicka
funkcija.

Teorem 2.8. Nema je f (x) periodicka funkcijai a € R. Jednadzba
f (x) = a ili nemarjeZenjaili ih ima beskonatno mnogo.

Ako je f (x) periodicka funkcija s periodom T, onda iz jednakosti
f(x+KkT) =f(x), ke Z odmahizlazi teorem.

Podjedica. Periodicka funkcija ne moze biti rastucaili padajuca na
Citavoj domeni.

Primjer 2.6. Dokazi da su neperiodicke ove funkcije:

1) f(x) =37,
X2 — BX+ 2
2900 = e v

3) h(x) = cos2x + cos(x\/3).

> 1) Poznatojedaje f (x) = 37* padgjucafunkcijazasvaki x € R,
pane moze hiti periodicka.
X2 — Bx+4 2

2) Nekaje a € R. Jednadzba —————— = a nemozeimati vise
X2 —6x+ 8

od dvarjeSenja. (Zasto?) TodrugimrjeCimaznali dafunkcija g svesvoje
jednake vrijednosti primau ngjvise 2 tocke, pa prematome ne moze biti
periodicka.

3) UoCimodaje f (0) = 2, parijeSimo jednadzbu

c0s2x 4 cos(xV/3) = 2.
Buduti daje cost < 1, tajednadzbaje ekvivalentna sa sustavom
cos2x=1,  cos(xv/3) = 1.

. _ S 2l
Prva jednadZzbaimarjeSenje x = krr, k € Z, adruga x = —z l ez,
pa je lako vidjeti da je jedinstveno rjeSenje sustava x = 0. To znali da
jednadzbaimasamo jednorjeSenje, pa f nemozebiti periodickafunkcija.
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Teorem 2.9. Akoje f (x) periodicka funkcija ondajednadzba f (x +
T) = f(X), gdje T uzimamo kao nepoznanicu , a X kao parametar, ima
u krajnjem sluCaju jedno neni&ticno rieSenje T = Top, za sve vrijednosti
parametra x € D(f ).

Ovaj teorem je definicija periodicke funkcijeizrazenanadrugi nacin:
poznato je da, ako je f (x) periodicka funkcija onda postoji takav realan
broj To # 0 dazasvaki x € D(f) vrijedi f (x+ To) = f (x), &0 zapravo
znali daje broj Tp # O rjeSenje jednadzbe f (x + T) = f (x) za svako
znaCenje parametra x € D(f ).

| ovim je teoremom vezan djedeti standardni natin dokazivanja ne-
periodicnosti funkcije f (x): ako mozemo nati takve dvije vrijednosti
argumentax = a i x = b dajednadzba(u T)

fla+T) =f(a), f(b+T)=f(b)

nemaju opce nenisticnorjeSenje T = Ty, ondafunkcija f nije periodicka.
Primjer 2.7. Jeli funkcija f (x) = cosx + sin(xy/2) periodicka?

> Nekapostoji broj T # 0 takav daje
cos(x + T) + sin(v2(x + T)) = cosx + sin(xv'2)
zasve X € R. Uvrstimo u tu jednakost x = 0, zatim x = —T, paimamo
cosT +8n(Tv2) =1,  cosT —sin(TV2) =1

Zbrajanjem ovih jednakosti izlazi cosT = 1,paje T = 2kn, ke Z, a
njihovim oduzimanjem dobivamo sin(Tv/2) = 0, T = _nz leZ.
Sada selako uvjeravamo dajejedinstvenorjeSenje T = 0, ato znali daje
f neperiodicnafunkcija.

Teorem 2.10. Akoza a € R i perioditku funkciju f (x) s periodom
T nanekomintervalu [a, a+T] vrijedi |f (X)| < M, ondajetanejednakost
ispunjena za svaki x € D(f ).

Posebno, za periodicku funkciju f (x) definiranui neprekinutu na ci-
tavom R, uvijek postoji broj M > 0 takav da gornja nejednakost vrijedi
zasvaki X € R.

Dokaz. Dokazimo sada teorem. Neka je f (x) periodicka funkci-

ja s periodom T i neka dana nejednakost vrijedi za x € [a,a+ TJ.
Budu¢i da je f periodicka funkcija onda nejednakost vrijedi i za x €
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[a+KT,a+ (k+ 1)T], k € Z. Medutim, svaka vrijednost argumenta x
pripadanekom od tih intervala, pa prematome dananejednakost vrijedi za
svevrijednosti od X.

Primjer 2.8. Funkcija f (X) = x- cos(x?) je neperioditka.

> Pretpostavimo da je f (x) periodicka funkcija perioda T > 0.
Buduti daje D(f ) = R, aza x € [0, T] vrijedi
x-cos(x®)| < X < T, g [F(OI<T,
onda prema teoremu 2.9. za svaki x € R moralo bi biti ispunjeno
f )] <T.
Medutim, nije tako, npr. za x = v/2kr, ¢im k € N zadovolji nejed-
2

nakost k > T—
2n

Teorem 2.11. Ako je periodictka funkcija derivabilna u svakoj tot-
ki svoje domene onda je njena derivacija takoder periodicka funkcija s
periodom T.

Dokaz. Neka je f(x) periodicka funkcija s periodom T, i ne
ka ona ima derivaciju f’(x) u svakoj tocki x € D(f). Onda vrijedi
D(f') = D(f ), paiztogaizlazi, daakoje x € D(f’) ondax+T € D(f).
JoS moramo utvrditi dazasvaki x € D(f’) vrijedi f'(x+T) =f'(x). U
tu svrhu funkciju f (x4 T) moZemo shvatiti kao slozenu funkciju, paderi-
viranjemjednakosti f (x+T) = f (x) imamo f/(x+T)-(x+T)" =f'(x),
tj. f'(x+T)="F'(x) zasvaki x € D(f ). Toznali daje f’(x) periodicka
funkcijaperioda T .

Primjer 2.9. Funkcije

1) f(x) = sin(x?),

2) g(x) = sin2x + sin(xy/3)
su neperiodicke.

> 1) Derivacijafunkcije f glasi f/(x) = 2xcos(x?) . Analognokao
u primjeru 2.7. pokazi daje f’ neperioditka funkcija, pa prema teoremu
2.11. nije periodickani funkcija f (x) .

2) Derivacijafunkcije g glas

g'(x) = 2cos2x + V'3 cos(xV/3).

Sliéno, kao u primjeru 2.6. 3) pokazi daje g’ neperiodickafunkcija, pa
premateoremu 2.11. ni g nije periodickafunkcija
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RijeSeni zadaci

2.1 Neka je P skup svih perioda funkcije f (x). Ako su T1, T2 € P,
Ty + T2 #0,0ndaje T1 + T» € P. Dokazi.
> Nekaje xp = x; + T1. Buduti daje T; period od f , onda postoji
f(xo) ivrijedi f(x2) =f(xg+T1) =f(x). Noi T, jeperiod od f , pa pos-
toji f(xo 4+ T2) i vrijedi f(x2 + T2) = f(x2) = f(xg + T1) = f (x1), odnosno
f(x14+T1+T2) =f(x1). Kakojepo pretpostavci T1 + T2 # 0 timeje pokazano
daje T1 + T periodod f .
2.2. Dokazi dajebroj 1 period funkcije
F(x) = COS 27X
~0.25-sin2n(x—0.5)°
> Akojex € D(f),ondaje x+1 € D(f) (Sto temo provjeriti i ratunomt!),
_ cos2m(x £+ 1)
fX+Y) = 525 Snan(x £ 1-05)
_ cos(2nx + 27m)
~ 0.25-sin(2n(x — 0.5) + 2n)
COS 27X
= 0% sn2ax—05 | ¥
2.3.  Jelifunkcija f (x) = a+ bsin(cx+d), a,b,c,d € R periodicka?
> Da, i to bez obziranavrijednosti koeficijenata. Period joj jeili 2r/c (za
¢ # 0) ili svaki pozitivni broj (ako je ¢ = 0).
2.4. Dokazi dajebroj 7 period funkcije

f (x) = | cosx| — log cos 2x.
> Provjeravamo (2.2):
f (x+ m) = |cos(x+ )| — logcos2(x £+ 7)
= |- cosx| — logcos(2x + 2r)
= |cosx| — logcos2x = f ().
Kako glase ostali periodi funkcije f .
2.5. Jesu li dljedete funkcije periodicke
1) f(x) = In(In(cosx)) ,
2) f (x) =sin(Inx),
3) f(x) = cos(In(cosx)) ?
> 1) Ne, jerje D(f) = (. Naime, vrijedi cosx < 1 teje In(cosx) < 0 i
zato In(In(cosx)) nije definirano niti zajedan x.
2) Ne. Jedina nul-tocka funkcijeje x = 1.
3) Da Period je 27.
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2.6.  Jelifunkcija f (x) = 5x — 4 perioditka?

> Ne. Ngjednostavnije je promotriti toboznji identitet f (x) = f(x+ T)
koji se svodi na 5x — 4 = 5x + 5T — 4 odakle dijedi T = 0. Zato ne postoji
pozitivni period.
2.7.  Pokazi dafunkcija f (x) = x° nije perioditka

> Ako je funkcija periodicka, tada za svaki x € R mora vrijediti f (x) =
f (x+T), odnosno

X = (x+T)°.
Uvrstimo ovdje x = 0. Dobivamo 0 = TS teje T = 0, So znali da f nije
periodicka.
2.8. Odredi temeljni period (ako postoji) funkcije
f(x) = Jtg2(x— 1).
> Nekaje T periodod f . Ondazasvaki x € D(f ) vrijedi
g2(x+T —1) = tg2(x—1).

tj.

J tg2(x+ T —1) =tg2(x — 1).

Odavde, za x = 1 dlijedi tg2T = 0,1. T = k- Z, k € N. Najmanja pozitivha
vrijednostje T = 7.

Ovime nismo dokazali daje T = % zaista period. To jeistina, no to tek
trebamo provjeriti uvrdtavanjem u jednadzbu funkcije. nakon $to smo utvrdili da
T jeste period, gornji ratun nam osigurava da je to temeljni period.

2.9.  Jelifunkcija f (x) = 1/]|2sin3x(x + 0.5)| periodicka?

> Vrijedi D(f) = R. Moguci period T funkcije f potrazit ¢emo iz iden-

titeta

V/]2sin3r(x+ 0.5+ T)| = v/|2sin3xn(x + 0.5)]
Posebno, za x = —0.5 mora vrijediti
V/|28n3aT| =0
1

i odavde T = % k € N. Ngmanjapozitivnavrijednost je T = 5. Provjerimo je
li to period funkcije f :

f(x+ 3) = y/12sn3n(x+ 0.5+ 3)|
=+/]28n(3n(x + 0.5) + m)|
=+/| = 2sin(3n(x + 0.5)|
= /]2sin(3r(x + 0.5) = f ().

Prematome, 2 temeljni je period dane funkcije.

cos X
2

2.10. Dokazi dajebroj 2z temeljni period funkcije f (x) =
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X+ 21

> Broj 27 jeste period ove funkcije, posto imamo
Nl
—Ccos=| = |cos=|.

= |cos( X+
N 2 2 2

Dokazimo da je to temeljni period od f . Pretpostavimo suprotno: postoji broj T
takav daje 0 < T < 271 i

cosX+T = cosZ
2 | 2|
Posebno, za x = m morabiti
T
cosﬂJr ‘:0,
tj.
T
sn- =0
2 bl

ato je nemoguce ukolikoje 0 < T < 2r. Stogaje T temeljni period.
2.11. DokaZ da je funkcija f (x) = sin*x perioditka i odredi joj temeljni
period.
> Broj T = r period je ove funkcije:
f (x4 T) = sin*(x+ 7) = (—sinx)* = (x).

PokaZimo da je to temeljni period. Vrijedi f(0) = 0. Prva sjedeta nul tocka
funkcije f pozitivno je rjeSenje jednadzbe sin*x =0,iiznos x = 7. To znai
da se u toj tocki prvi put ponavlja vrijednost funkcije i zato njen period mora biti
barem 7. Stogaje T = 7 temeljni period.
2.12.  Jelifunkcija f (x) = e¥"* perioditka?

> Promotrimo identitet f (x) =f (x+T):

SNHT) — 8NX . gn(x + T) = sinx.

Specijalno, za x = 0 imamo snT = 0 i odavde T = kr, k € N. Nagmanja
vrijednost T = 7 nije period (uvrsti x = Z 1), dok sljedeta T = 27 jest. Toje
temeljni period funkcije.
2.13. Odredi temeljni period (ako postoji) funkcije f (x) = cos?" x.

> Uvrstimo x = 5 ujednadzbu f (x) = f (x+T):

coszn(g +T) = Cosan =0.

Odavde je T = kr, k € N. Najmanja moguca vrijednost T = 7 period je ove
funkcije. Provjeri!
2.14.  Odredi temeljni period (ako postaji) funkcije f (x) = sin”™1x, ne N.

> Jednadzba f (x) =f (x+ T) daje

sn?" x4+ T) = sin"1x, vx € R.
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Posebno, za x = 0 dobivamo
s 1T=0 = snT=0,
teje T =km, ke N. Provjerimojeli T = & period dane funkcije:

2 x=—f (x),

f(x+m) =sn" x4+ 7) = (—sinx® 1 = —sn?"?
te 7 nijeperiod. Za T = 27 imamo

sn?" (x4 27) = sin?""1x,

teje 2z tenmeljni period.
2.15. Odredi temeljni period (ako postoji) funkcije f (x) = | cosx| .
> 1. naCin. 1z jednakosti
| cos(x + T)| = | cosx], vx eR,

zax= % dijedi cos(3 +T)=0,tj. inT=0tejeT=kn, ke N.Zak=1
dobivamo T = n. Provjeradgje:

| cos(x + m)| = | — cosx| = | cosx|
pajeto temeljni period.
2. nadin. Buduti daje cos®x = %X toje

1+ cos2x
| cosx| = —

pajetemeljni period dane funkcije 7.

x F o

2.16. Nekajef : R — R funkcijai a € R takvi davrijedi f (x+a) = —f (x),
Vx € R. Pokazi daje f periodicka.
> Pokazimo daje 2a period.

f(x+2a) =f((x+a)+a) =—f(x+a) =f(x).
2.17. Nekajeac R" if,g: R — R takvefunkcijedaje f neparna, g parna
i f(x) =g(x+a). Dokazi daje g periodickafunkcijai odredi joj period.
> Vrijedi
g(x+4a) =g(x+3a+a)=f(x+3a =—f(—x—3a)
(jer jef neparna)
= —g(—x—3a+a) = —g(—x—2a) = —g(x+ 2a)
(jer jeg parna)
= —f(x+a) =f(-x—a) = g(~X) = g(x).
Prematome, g je periodicka funkcija s periodom 4a.
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1-f(x)
1+1(x)

218. Ako zasvaki x € R vrijedi f(x+ 1) =
periodicka funkcija.
> lzra€unajmo vrijednost funkcije f uargumentu x + 2:

, pokazi da je f

L1000 14f0-14f(x
1—f(x+1) l+f(x) 1+f(x
f(x+2):1+f(x+1):1+ )~ Tef it ™

1+ (%) 1+f(x)

Dakle, vrijedi f (x+2) =f (x) zasvaki x € R teje f periodicka speriodom 2.
2.19. Akozasvaki x € R vrijedi f(x+ 1) +f(x — 1) = V2f (x), pokaZi da
je f periodickafunkcija
> Po uvjetu zadatka je
f(x4+1) = V2f (x) — f (x— 1).
Dalje ratunamo
f(x+2) = f (x+1)+1) = V2f (x+1)—f () = V2[V2f (x)—f (x=1)]F (x)
2f (X)—V/2f (x—1)—F (X) = f (X)—V/2f (x—1),
f(x+4) = f ((x+2)+2) = f (x+2)—V2f (x+1)
= f (X)—V2f (x=1)—V2[V2f (x)—f (x=1)]
= f (X)—V2f (x=1)—2f (X)+V2f (x=1) = —f (x).

Iz ovejednakosti, premazadatku 2.1, slijedi daje f periodickafunkcijasperiodom
T =28.

Zadaci za vjezbu

2.20. Nekaje P skup svih perioda funkcije f(x). Akosu T1, To € P i
Ty # T,,ondaje Ty — T, € P. Dokazi.

2.21. Nekaje P skup svih perioda funkcije f (x). Ako su T1,To € P i
k-Ti+1-T,#£0, k1 €Z,ondaje KTy + [T, € P. Dokazi.

2.22. Kojesu od djedetih funkcija periodicke?
1) f(x)=sin*x; 2) f(x)=xtgx; 3) f(x) =2ctgx+1;
4) f(x)=logsing, 5) f(x)=sinsnx 6) f(x)=|sin(x+ %)|?

2.23. Odredi temeljni period ovih funkcija
1) f(x) =sin(2x+ 3); 2) f(x) =sin®x—cos’x;
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3) f(x) =3sin(4nx+ 1); 4) f(x) = cos|x|;
5) f (x) = sinxcos3x; 6) f(x) = 2lcos(m/2)l,
f(x) = smxnL zsm2x+ gsm3x

8) f( ):2tg2 3t93'
2.24. DokaZi dasu sljedete funkcije periodicke i odredi im temeljne periode:
1) f(x) = 3cos®x — 4cos2x; 2) f()—5cossz+s|n3

2’
3) f(x)=sindx+ cox; 4) f(x) =sinx+sin’x;
2.25. Funkcija f zadovoljavaidentitet
_f(x)—5
f(x+1)7f(x)7_3, vxeR.

Pokazi daje f periodickai odredi joj period.
2.26. Funkcija f zadovoljavaidentitet
1+1(x)
1-f(x)’

zaneki k € R\ {0} . PokaZi daje f periodickai odredi joj period.
2.27. PokaZi dasljedete funkcije nisu periodicke:

f(x+k) = VX € R,

1) f(x):cos)—:t; 2) f(x) =x+sinx

_ 2cos2x _ 3~
3) f(x)= 71+sjn2(x\/§)’ 4) f(x) = cosX;
5) f(x) =sin\/[x; 6) f(x)=1/logs SX;XZ;
7) f(X) =% — 4+ In(—x); 8) f(x) =In(v}2+1-x);
9) f(x) = 7x—sin*(2x); 10) f(x) =51 —5;

2

11) f(x) = x3|; 12) f(x) = ﬁ;

13) f(x) = cosx + cos(xv/2) + cos(xv/3);
14) f(x) = 3xsin2x.
2.28. Zakoje vrijednosti a € Z funkcija f (x) = cosaxsin(5x/a) ima period
3r?
2.29. Funkcijaf : R — R definiranasa
f(X) = ag + (a7 cosx + by Sinx) + (a2 cos2x + P Sin2x) +
+ (ancosnx + bn sinnx),
periodicka je funkcija perioda 27 . Dokazi!
2.30. Nekajeac R" if,g: R — R takvefunkcijedaje f parna, g neparna
i f(x+a) =g(x—a). Dokazi daje g periodicka funkcija s periodom
8a.
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2.31l. Nekaje f reanafunkcija definirana zasvaki x € R i neka za svaki x

vrijedi
f(x+a) =3+ /f(x)—fx?

gdieje a € R™. DokaZi daje f periodicka funkcija perioda 2a.
2.32. Nekasuf,g:R — R inekazasve x,y € R vrijedi

f(x+y) =f(x—y) —29(x)g(y).
Akoje f periodickafunkcija, dokaZi dajei g periodickafunkcija.
2.33. Akozafunkciju f vrijedi f (x+T) =k-f(x), Vx€ R,zaneki ke N
i T> 0, dokazi dase f moze prikazati u obliku f (x) = a - g(x), pri
Cemu je g periodicka funkcijasperiodom T. Pokazi davrijedi i obrat.
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3.

PeriodiCko prosirenje

Nekaje [a,b) interval duljine T i f : [a,b) — R proizvoljnafunk-
cija. Zelimo odrediti perioditku funkciju perioda T , oznatimo jeimenom
F, Cije se vrijednosti naintervalu [a,b) podudaraju s onima funkcije f .
Kako temo postupiti?

Primjer 3.1. Nekaje f (x) = sinx, 0 < x < 7. Kako izgleda peri-
odickafunkcijaperioda 7 kojase podudaras funkcijom sinus naintervalu
[0, 7) ?

NagjlakZe je nacrtati njen graf. Dovoljno je graf poCetne funkcije
nanijeti lijevo i desno na svakom intervalu duljine z (9. ??).

9. 3.1. Perioditka funkcija koja se podudara sa sinus funkcijom
na intervalu |0, )

TeZe je (a ponekad vrlo teSko) odrediti njenu eksplicitnu formulu.
(Na sretu, ta nam formula ngjcedte i ne treba.) U ovome primjeru, za
X € [—m,0) moravrijediti

F(X) =F(x+x) =f(x+m) =sin(x+ m) = —sinx = | sinx|.
Kakoje |sinx| = sinx i naintervalu [0, 7r) , anasvim se ostalim interva-
limaduljine 7 situacija ponavlja, to vrijedi

F(x) = |sinx|.
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*

* *

Funkciju F nazivamo periodickim proSirenjem funkcije f .

Primjer 3.2. Nekaje ponovo f (x) = sinx, ali promatrana na inter-
valu [0,1) duljine 1. Kako izgleda periodicko proSirenje ove funkcije?
Graf ovefunkcijedanajeud. ??

9. 3.2. Perioditko proSirenje sinus funkcije s intervala [0, 1)

Formulu ovoga proSirenjamoguce je eksplicitno napisati:
F(x) = sin{x}
gdjeje {x} decimalni dio broja x. Naime, vrijednost proSirenjau tocki x
podudarase svrijednostu funkcijesinusutocki X' izintervala [0, 1) koja
‘odgovara tocki x; onoj zakoju vrijedi x = X' + k, zaneki cijeli broj k.
No to je upravo decimalni dio broja x.
Vi%e o ovakvim primjerimaemo govoriti u petom poglavlju.

Konstrukcija periodickog proSirenja. Nekaje f definirananain-
tervalu [a,b) duljine T. Kako ¢emo opisati periodi¢ko proSirenje ove
funkcije u optenitom slucaju? Pretpostaviti ¢emo, jednostavnosti radi da
je pocetni interval [a,b) = [0,T) , jer €eto uglavnomi biti slucgj u svim
periodiCkim pro&irenjima. Opcenitiju situaciju Citatelj ¢e moti lako sam
opisati.

Vrijednost proSirenjau proizvoljnoj tocki x dobivamo nasljedeti na-
Cin. Zasvaki x € D(F) jednoznagno je odredenatocka X, in [0, T) za
koju vrijedi

X=X +k-T
za neki cijeli broj k. Tu tocku (odnosno realni broj koji joj odgovara)
dobivamo naprosto dijeljenjembroja x s T ; k je kvocijent (cjelobrojan),
a X ostatak dijeljenja. Zaostatak pri dijeljenjuuvijek vrijedi 0 < xo < T.
Sada mora biti, zbog pretpostavljene periodicnosti proSirenja

F(X) =F(o+k-T)=F(x) =f (%)
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Prema tome, periodicko proSirenje definira se nanacin
F(x) =f (x—KT)
gdjeje k € Z odabrantako dabude 0 < x — KT < T.

Parne, neparne funkcijei periodicnost. Funkcija f je parna, ako
vrijedi
f(=x) =f(x)
za svaki realni x iz domene funkcije f . (Ta domena stoga mora biti
simetri¢na sa sredistem u ishodi&tu.) Graf parne funkcije simetrian je s
obzirom naos Oy.
Funkcija f jeneparna, ako vrijedi

f(=x) = —f (x).

Njen je graf simetriCan s obzirom naishodiste koordinatnog sustava.

ARV
VA

9. 3.3. Graf parne funkcije (lijevo) i neparne funkcije (desno)

Primjer 3.3. Funkcije 3, 2x?, 3x*, cosx, sin(x?) su parne. Funk-
cije 3x — 2x3, sinx, x + tgx su neparne. Funkcija € niti je parna, niti
neparna (i ‘veCina funkcijaje takva).

Primjer 3.4. Akoje f proizvoljnafunkcija, tada je funkcija defini-
ranasa

Fa(x) = f(x) +2f (—x)
parna, dok je
fn(X) — f (X) _2f (_X)

neparna (provjeri!). Pri tom vrijedi
f(X) = fp(X) + fn(X).
Dakle, svaka se funkcijamoze rastaviti nazbroj parnei neparne funkcije.
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Funkcija f kojaje zadananaintervalu [0,b) moZe se proSiriti tako
da njeno periodicko proSirenje bude parna ili pak neparna funkcija, na
sjedeti nacin: najprije funkciju definiramo naintervalu ( —b,0) tako da
onabude parna odnosno neparnanaintervalu ( —b, b) , a zatim periodicki
proSirimo dobivenu funkciju na€itav R, raunajuci daje T = 2b.

Primjer 3.5. Nekaje f (x) =X, 0 < x< 1. Odredi i skicirgj
1° periodicko proSirenje,

2° parno periodicko proSrenje,

3° neparno periodicko proSrenje ove funkcije.

9. 3.4. Tri proSirenja iste pocetne funkcije. UoCi da prvo nije niti parna niti neparna
funkcija dok je drugo parna a trete neparna funkcija. Primjeti da je period prve funkcije
T =1, dok druga i treca imaju period T = 2.

RjeSenje je skicirano nadlici ??.
Mozemo li odrediti eksplicitneformuleovih funkcija? lako to pitanje
nije od presudne vaznosti, pokusajmo odgovoriti nan;.
Ad 1° Zaprvu funkciju vrijedi formuladanau optoj konstrukciji:
F(x)=f(x—k)=x—k
gdje je k takav cijeli broj daje 0 < x — k < 1. No to svojsvo ima broj
k = |x| (najveti cijeli dio broja x). Zato je
F(x) =x— [x] = {x}.

Ad 2° Prvo smo duzni funkciju definirati naintervalu ( —1, 0] tako
dabude parna:

F(x) = —x, —-1l<x<O.
U rubnim tockamastavimo F(1) = F(—1) = 1. Tada e vrijediti
F(x) = ||, -1<x< 1L
Zaproizvoljni drugi x pisemo
F(x) = |x — 2K].
gdjeje k takav cijeli broj daje —1 < x—2k < 1.
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Spomenimo da ovafunkcijaimai drugi prikaz, nakoji cemo se osvr-
nuti u sljedetem poglavlju.
Ad 3° sadaje
F(x) = x, -l<x<1.
U rubnim tockamafunkcijanije definirana (mozemo je definirati po svojoj

volji) Obicno stavljamo F(1) = 1, nojos¢eSte (iz razloga u koje sada ne
mozemo ulaziti) F(1) = 0. Zaproizvoljan x stavljamo kao i gore
F(x) = x — 2k,

gdjeje k takav cijeli broj zakoji vrjedi —1 < x — 2k < 1.

RijeSeni zadaci

317 Funkdija f (x) jezadananaintervalu [0, 3) grafom nadlici

y
2’ j/
0 1 | 9)2 X

9. 35.

Odredi dva moguta produzenja ove funkcije za sve ostale x € R tako da
dobijes periodicku funkciju stemeljnim periodom 1) Top = 4,2) Tg = 5.

> 1)
y
\ m
0 1 ‘ 4‘ X
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9. 3.7.

3.2. Funkcija f (x) zadanajes 2 totke:
) A=(12),B(3,1) 2 A=(ab), Bc,d).
Pro&iri funkciju f do periodickefunkcije F ( nenuzno svudadefinirane).
Koji jetemeljni period funkcije F ?

> 1)
y
2 A
o CL_V_S) o o o
T B
o o] o o] w o] o
T
o] 1 712 X
9. 38

2) Nekaje T > 0. Promatrgimo ove brojeve ax = a+ KT, k € Z,
q=c+IT,l € Z,isavimo f(ax) =f(a) =b, f(g) =f(c) =d zasve
k,leZ.

Ako su te relacije takve da se ne moze dogoditi daje x = ax = ¢ |
f(x) = b # f(x) = d, onda ¢e ta funkcija biti periodicka s temeljnim periodom
T. Ako bi zaneke k, | bilo ax = ¢, onda se zadana funkcija f ne moze pro&iriti
do periodicke funkcije s periodom T (zasto?). Naime, jednakost ax = ¢ daje
a+kT=c+IT (k—-NT=c—atj.

c—a
T=— N 1
—, me €
Prema tome, dana funkcija f moZe se proSiriti do periodicke funkcije s
temeljnim periodom T zasvaki T > 0 osmzaone T zakoje vrijedi (1) .
3.3. Danajefunkcija f(x) =2—x%, x € [0,1) . Odredi i skiciraj

1) periodicko proSirenje,
2) parno periodicko proSirenje
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> 1) F(x) =f(x—k) =2—(x—k)?, 0< x—k < 1, ke Z. 2) Najprije
funkciju valja definirati naintervalu (—1,0] tako da bude parna:

F(X) = 2— %%, x € (—1,0]. Nakrajevima intervala stavimo F(—1)
F(1) = 1. Tadaje

FX)=2—(x—2k)?, —1<x—2k<1;keZ.

y y
NI VIV Y
10 1 x 1 0 1 X
34. Nekajef(x) =

—2X, =1 < x < 0. Odredi i skicirg
1) periodicko proSirenje
2) neparno periodicko proSirenje.
> 1) F(x)=f(x—k)
2) F(x)

stavljamo F(x)

—2(x—k), -1<x—k<0,keZ.
—-2x, —1 < x< 1, F(1) = 2 = F(—1). Zaproizvoljni x
—2(x—2k), -1<x—2k<1,keZ.

y y
1 1
0 X 0 X
9. 3.10.
3.5. Danajefunkcijaf (x) sa
Z, 0<x<m,
f(x) = { 2 d
0, x=0.
Odredi neparno periodicko proSirenje ove funkcije.
>
F(x) =

—E,—n<x<0 F(x)=0
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Zaproizvoljni x stavljamo

F(x) O<x—2kr<m, keZ

_I
=3
F(X):_gv —nm<x—2kp<0 kez

F(x) =0, x=km, keZ

§to mozemo pisati ovako

x = kr,

-2, (Zk—1)m < x < 2k,
F(x) = { 0,
2, 2kr<x<(k+Lm ke Z.

Nacrtgj graf!

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

Zadaci za vjezbu

Danajefunkcija f (x) sa

. { cosx, x€ [0, %], xe [, 2x],
0, xe (%, 3.

Produzi funkciju f do periodicke funkcije definirane na Citavom R.

Danaje funkcija f (x) = X2 — 1 naintervalu [0,2) . Odredi i skicirgj:

1) periodicko proSirenje,

2) parno periodicko proSirenje.

Danajefunkcija f (x) = 2x — 1 naintervalu (0, 1]. Nadi:

1) parno periodicko proSirenje

2) neparno periodicko prosirenje.

PokaZi daje rastav funkcije
.09 = p(x) + (¥

na zbroj parne i neparne funkcije jedinstven.

Nekaje P polinom. Dokazi:

1) P jeparnafunkcijaako i samo ako imasamo parne potencije;

2) P jeneparnafunkcijaako i samo ako ima samo neparne potencije.
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3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

Dokazi dljedetu tablicu mnozenja, zbrajanjai komponiranja funkcija:
parna+ parna = parna
parna x parna = parna
parnao parna = parna
neparna -+ neparna = neparna
neparna x neparna = parna
neparnac neparna = neparna
neparna x parna = neparna
parnac neparna = parna
neparnao parna = parna
Neka je f bijekcijai neparna funkcija. Dokazi da je onda i inverzna
funkcija f —1 takoder neparna funkcija.
Dokazi dajejedinafunkcija definirananaCitavom R, kojajeistodobno i
parnai neparnafunkcija f (x) = 0.
Danaje funkcija f (X) sa
f():{\sinx|, 0< x< 2m,
—|sinx|, 2w < x<4r.
Produzi funkciju f (x) do periodicke funkcije definirane na Citavom R .
Funkciju f (x) = X%, 0 < x < 2 produzi do perioditke funkcije defi-
nirane na Gitavom R. Nadi eksplicitnu formulu te funkcije. (Odgovor:
(x+2+2[-%])?).
Nacrtaj graf periodickefunkcijesperiodom T = 2, kojajedanaformulom

x+1 -1<
Foo = { )

<0,
1-x 0< 1

X
<
Odredi njenu eksplicitnu formulu naintervalu [2k — 1, 2k + 1] .
Danajefunkcija f (x) = 2(x—1)? naintervalu [0,2] . Produzi funkciju f
do periodicke funkcije definirane nacitavom R . NapiSi njenu eksplicitnu
formulu naintervalu [2k, 2k + 2], k€ Z.

Danajefunkcija f (x) sa

sinx, o<x<m,
f(X)—{O7 T < X< 2m,
—(x—2m)%, 2m < x<3m.

Produzi ovu funkciju do periodicke funkcije definirane na Citavom R.
NapiS njenu eksplicitnu formulu naintervalu [kz, (k+ 3)x], ke Z.
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3.19.

3.20.

Nacrtgj graf periodicke funkcije s periodom T = 7, koja je dana formu-
lom

X, 0<x< 3,
f (X) = 1 T T
—3+3, 3SXST
Odredi njenu ekplicitnu formulu naintervalu [kr, (k + 1)z}, k€ Z.
Danajefunkcija f (x) naintervau [0, 5] formulom

0, 0<x<L4<x<K5
X—1, 1<x<2,

f(x) =
1, 2<x<3

—x+4, 3<x<4

Produzi funkciju f do periodicke funkcije definirane na Gitavom R . Na-
pi& njenu eksplicitnu formulu naintervalu [5k,5(k + 1)), k€ Z .
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4.

Operacije s periodickim funkcijama

Krenuvs od jednostavnih funkcija algebarskim operacijamaili kom-
poniranjem funkcija mozemo stvarati sve dozenije i dozenije funkcije.
Ako su sve ili bar neke pocetne funkcije periodicke, pod kakvim e se
uvjetima periodicnost Cuvati?

Navedimo nekoliko primjera.

Primjer 4.1. 1° Zbroj dviju periodickih funkcija istoga temeljnog
perioda periodickaje funkcijaistoga temeljnog perioda:

sinx+ v/3cosx = 2sin(x+ Z).

2° Zbroj dviju periodickih funkcija istoga temeljnog perioda peri-

odicka je funkcijadrugoga temeljnog perioda:
(sinx+ sin2x) + (—sinx) = sin2x.

U prvoj je zagradi periodickafunkcija perioda 27, u drugoj takoder, dok
je njihov zbroj periodickafunkcijatemeljnogaperioda 7.

3° Zbroj periodickih funkcija razlicitoga temeljnoga perioda peri-
odickaje funkcija:

SiN2x + cos3X.

Prvi je pribrojnik periodic¢ka funkcija perioda 7, druga perioda 27/3.
Zbroj je periodickafunkcija perioda 27 .
4° Zbroj periodickih funkcija razlicitoga perioda nije periodicka
funkcija
sinX + sin zx.
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5° Kompozicija periodicke funkcije s neperiodickom je periodicka
(tamo gdje je definirana):
log(sinx).

6° Kompozicijaperiodickefunkcije s neperiodickomnije periodicka:
sin(x?).

Analogni se primjeri mogu nafi i za umnozak odnosno kvocijent
periodickih funkcija.

*

* *

Pokuajmo sistematizirati svojstva periodickih funkcija iskazanih u
ovim primjerima. Krenimo s funkcijamaistoga perioda.

U djedetim teoremima nuzno je zahtijevati da periodicke funkcije
s kojima vriimo neke algebarske operacije imaju isto podrucje definicije.
Zbog jednostavnosti iskazateorema, pretpostavljat cemo dasu svefunkcije
definirane na itavom R.

Teorem 4.1. Nekasu f i g periodicke funkcije perioda T. Tada su
funkcijef +g,f —g, f -g, f /g (tamogdjeje g # 0) periodicke perioda
T.

Dokaz. Dokaz je trivijalan i prepustamo ga Citatelju. Medutim ov-
dje je vazno spomenuti da se pri svim ovim operacijama temeljni period
funkcije moze promijeniti (smanjiti!). Primjer za zbroj (razliku) dan jeu
2°. Kao primjer za umnozak (kvocijent) mogu posluziti sinus i kosinus
funkcijekoje su perioda 27, dok je njihov umnozak i kvocijent periodicak
funkcijaperioda 7 :

. 1 sinx
SiNX- COSX = 35 SN 2X, — =1gx
COSX

S tim u vezi vazno je naglasiti da ne postoji opceniti postupak koji
bi nam ukazao koliki ¢e hiti temeljni period zbroja, razlike, umnoska ili
kvocijenta periodickih funkcija.

Teorem 4.2. Neka je f periodicka funkcija perioda T i g proizvo-
ljna funkcija takva da je definirana kompozcija h(x) = g(f (x)). Tada je
h perioditka funkcija istoga perioda T .

Dokaz. Dokaz je ponovo trivijalan:
h(x+T) =g(f (x+T)) = 9(f (x)) = h(x).
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*

* *

| ovdje je vazno primijetiti da se temeljni period moze umanjiti. Evo
primjera. Nekaje f (x) = sinx, g(x) = x?. Njihovakompozicijaje
h(x) = g(f (x)) = (snx)?
periodicka funkcija temeljnoga perioda 7. Takoder, ne postoji nacin da
unaprijed predvidimo dali ¢e setemeljni period umanjiti niti koliki e biti.
Stoga je korisno izvjezbati odredivanje temeljnih perioda kompozicija na
nizu primjera.

Primjer 4.2. Nekaje f periodiCkafunkcijaperioda T, a g proizvo-
ljnafunkcija. Za obrnutu kompoziciju f (g(x)) neCemo iskazati teorem o
eventual noj periodiCnosti jer taj nijeistinit. Evo primjerazagore navedene
funkcije f i g; funkcija

nije periodicka.

Kazimo sada &o se dogada kad kretemo s periodickim funkcijama
razlicitoga (temeljnoga) perioda.

Primjeri navedeni u drugome poglavlju sugeriraju da se mogu dogo-
diti dvije bitno razliCite situacije: zbroj periodickih funkcija moze, ai ne
morabiti periodiCkafunkcija(isto vrijedi i zaproizvoljnu drugu operaciju).
Svojstvo periodicnosti ce ovisiti 0 medusobnom omjeru temeljnih perioda.

Definicija. Nekasu Ty i T, periodi periodickih funkcijaf i g. Za
njih kazemo da su sumjerljivi ako je kvocijent T, /T, racionaan broj.

Akosu Ty i T, sumjerljivi, tada postoje prirodni brojevi p i q takvi
davrijedi

Ti_p
T. q
Tadaje qTy = pT.. Stogaje
T=dTL=pT:

zajednicki period obiju funkcija (visekratnik perioda je period!). Time
moZzemo primjeniti teorem 4.1 i dobivamo:

Teorem 4.3. Zbroj, razika, umnozak i kvocijent periodickih funkcija
sa sumjerljivim periodima ponovo je periodicka funkcija.
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Period te funkcije dobiva se gornjim postupkom. Temeljni period
moze pak biti i manji.

Primjer 4.3. Evo primjerazagornji teorem.

f g zajednicki period | primjer funkcije

T | T3 T tg X 4 cos6x

47 | 671 127 sin3 4 cos3

2n | V2rn ne postoji COSX + Siny/2x
* F ox

Obrat ovogateorematakoder jeistinit; Zbroj dviju periodickih funk-
cijaperiodickajefunkcijaakoi samo ako suim periodi sumjerljivi! Dokaz
toga prelazi medutim nivo naSeg razmatranja. Dat cemo ga u podjednjem
poglavlju.

RijeSeni zadaci

4.1. DokaZi da je funkcija f (X) = tgx + ctgx periodicka i nadi joj temeljni
period.
> Temeljni period funkcijetangens, baSkao i kotangensje 7. Stogajefunk-
cija f periodicka s periodom 7. Dabismo utvrdili dajoj je to temeljni period,
potrebno je funkciju prikazati u drugome obliku. Vrijedi
F(x) = sinx = COSX 1 2
T cosx  SinX  SiNXcosx  sin2x’
Budu¢i da je temeljni period funkcije sin2x jednak 7, to je m temeljni period
promatrane funkcije.
4.2. Odredi funkciju f : R — R koja nije perioditka, ai je x — f(x)?
periodicka.
> Takvaje npr. funkcija
-1, x<0
f (X) — ) < b
1, x> 0.
Kvadrat ove funkcije je konstantna funkcija, koja je periodicka.
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Koristeti ovu ideju mozemo nati i primjer neperiodicke funkcije za koju je
f (x)? periodicka, razligita od konstante! Definirajmo funkciju f ovako:
f(x) = —sinx, X € [2k,2k+ 1] zaneki k € Z,
~ lsnx,  xe€[2k—1,2K zanekik € Z.
Njen je kvadrat periodicka funkcija f (x)2 = sin’x perioda 7. Uvjeriteseda f
nije periodickal (Jedini kandidat za period T = 27 otpada, nacrtajte sliku!)
4.3.  Odredi period funkcije f (x) = cos(sin(sinx)) .
> Stavimo x = 0 ujednadzbu f (x+ T) =f (x):
cos(sin(sin(0 + T)) = cos(sin(sin0)) = 1.
Zato je sin(sinT) = 2kz $to moze biti samo &ko je sin(sinT) = 0. Sli¢no,
odavdeje sinT = 0 tekonatno T = kn, k € N. Lako jeprovjeritidaje T =«
temeljni period.
4.4,  Odredi temeljni period funkcije f (x) = sin3mx + 2cos 5x.
> 1.naCin Nekaje T period od f . Ondazasvaki x € R morabiti
sin3(x+T) +2cos 3 (x+ T) = sin37x + 2C0S ZX.
Ako u ovu jednakost stavimo x = 0, pazatim x = —T, dobivamo

sin3aT +2cos 3T = 2,
—sin3aT + 2cos ZT = 2.
Nakon zbrgjanjatih jednakosti izlazi
T
cos7 =1
teje T = 4k, k € N. Ako temejni period postoji, on je neki od ovih brojeva.
Provjeravamo najprije ngjmanji medu njima. T = 4 daje

f(x+4) = sin3n(x+4) + 2cosg(x+4)

= sin(3nx + 127) + ZCOS(gX + 2m)

= sin3nx+ZCosgx: f(x)

i tojest temeljni period.

2. natin. Zafunkciju f1(x) = sin3zx temeljni period je T1 = % temeljni
period funkcije fo(x) = 2cos3x je To = 4. Ova su dva broja sumjerljiva, jer
je 6Ty = T,. Stogaje T = To period funkcije f . (Time nismo provjerili daje
to temeljni period. Detaljniji pogled nafunkciju — pribrojnici se sastoje od samo
jednoga ¢lana— omogucava nam zaklju€iti dajeta period temeljni.)

4.5.  Odredi temeljni period funkcije f (x) = | sinx| + | cosXx| .
> 1z jednakosti

|sin(x+ T)| +|cos(x+ T)| = | sinx| + | cosx|
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zax=0 izlazi
|sinT| 4+ |cosT| = 1.
Kvadriranjem ove jednakosti dobivamo
2|sinT|-|cosT| =1 = [sin2T|= 1.
Odavdeje T =k- 5, ke N. Provierimojeli T = Z period funkcije f .

T . T T
f(x+ 5) =|sin(x+ §)| + | cos(x + §)|
= |cosx| + | — sinx| = cosx| = | sinx| = f (X).
Zakljutujemo daje T = % temeljni period.
4.6.  Ako jefunkcija f (X) = cosx + cosajx + COSagX + ... + COSanX Peri-
odicka, ondasu ajg,ay, ..., an racionani brojevi. DokaZi!
> Nekaje T > 0 period funkcije f . Tadavrijedi zasvaki x € R:

cos(x+ T)+cosag(Xx+ T) + ...+ cosan(X+ T)
= COSX + €COSaiX + ...+ COSanX

odnosno

[cos(x 4+ T)— cosx] + [cosay (X + T) — cosagX] + . ..

+ [cosan(x+ T) — cosanx] = 0

Posebno, za x = 0 mora vrijediti

[1—cosT]+[1—cosagT]+ ...+ [1—cosanT] =0
fj.

.o T . oaT .2anl
2sin 2+25|n > +...+2dn > =0.
Svi su pribrojnici pozitivni, pamora biti
T T _LoanT
sn§79n7+...7sm770.
Odavde dlijedi

T =2k, 1T = 2k, ...,anT = 2kn1t

zaneke cjelobrojne Kk, ki, ..., kn. Eliminacijom broja T dobivamo

BN R T !
l_k7 2_k7"'7 _k
ato zna€i dasu brojevi a;, ap, ..., an racionani.

4.7.  Jelifunkcija f (x) = cos(v/2x) + cos(v/3x) periodicka?
> Uvrstimo u identitet
cos(V2(x + T)) + cos(v/3(x + T)) = cos(v/2x) + cos(v/3x)
vrijednost x = 0:
cos(v/2T) + cos(v/3T) = 2.
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Oba pribrojnika moraju biti jednaka 1. Stogaje
V2T = 2kr, V3T =2nm,  zanekek,ne Z.
Dijeljenjem ovih jednakosti zakljuCujemo da za neke cjelobrojne k i n vrijedi

v2_k

V3 n
&o je nemoguce, jer je slijeve strane iracionaan bro.
4.8. Dokazi dafunkcija f (x) = sin)—l( nije periodicka.

> Funkcijanijedefiniranasamo utotki x = 0 zato ne moZze hiti periodicka.
49.  Dokazi dafunkcija f (x) = cos+/X nije periodicka

> 1. naCin. Pretpostavimo daje T period funkcije. tada mora vrijediti

cosvX+ T = cos+v/X
zasvaki realni broj x. Stoga mozemo pisati
VX+ T = £x+ 2kn, keZz.
Kvadriranjem dobivamo identitet
T = +akny/X + 47
koji bi trebao vrijediti za svaki pozitivni x, $o je nemoguce.

2. natin. Maksimum funkcije f (jednak 1) postize seutotkama /X = 2kr,
odnosno x = 4k?zn?. Kako razlika tih totaka nije stalna vet se povetava s k, to
zna€i da se razmak izmedu dva uzastopna maksimuma povetava te funkcija ne
moZe biti periodicka.

3. natin. Podrugje definicije funkcije je D(f) = RT. Takva funkcija ne
moze biti periodickajer za x < T broj x — T nije viSe u domeni!

4.10. Odredi sve a € R takvedajefunkcija f (x) = cos(ax)+cosx perioditka
> |z osnovnerelacije
cosa(x+ T) + cos(x + T) = cosax + cosx
za x = 0 dijedi
cosaTl + cosT = 2.

Ovaje jednakost ispunjena samo ako su oba pribrojnika jednaka 1. Odavde dlijedi
aT = 2k, T = 2nr, zanekek ne Z.

Odavde dijedi a= E a jeracionalni broj.

4.11. Odredi temeljni period funkcije f (x) = cos* x + sin*x.

> Danu funkciju moZemo pisatu u obliku

f(x) = (coszx+ sinzx)2 — 2co? xsin®x=1— % in% 2x = % + %cos4x.
Lako je provjeriti daje temeljni period ove funkcije /2.
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4.12.  Jelifunkcija f (x) = sin|x| periodicka?
> Ne. Tojeparnafunkcijakojazapozitivne x izgledapoput sinusa. Nacrtaj
diku!
4.13. Jeli funkcija f (x) = |sin|x|| periodicka? Ako jest, odredi joj temeljni
period.
> Zapozitivni x vrijedi |sin|x|| = |sinx|. Zanegativni X je |sin|x|| =
|—sinx] = |sinx|. Zatoje f (x) = | sinx|. To je periodicka funkcija temeljnoga
perioda 7 . Provjeri!
4.14.  Jeli moguce:
1) dazbroj dviju svuda definiranih periodickih funkcija bude neperiodic-
kafunkcija?
2) dazbroj dviju svuda definiranih neperiodickih funkcija bude periodic-
kafunkcija?
3) da zbroj svuda definirane neperiodicke i svuda definirane periodicke
funkcije bude periodicka funkcija?
> 1) Da npr. f(x) = cosx, g(x) = cos(xv/2). D(f) = D(g) = R,
Ty =2m, To = v2r; f(X) + g(X) = cosx + cos(xv/2) je neperiodicka funkcija
2) Da npr. f(x) = €+ 2dnx, gx) = —€°, D(f) = D(g) = R;
f (x) + g(x) = 2sinx, ato je periodicka funkcija.
3) Da, npr. f(x) = cosx+cos(xv/3), g(x0 = 2—cos(xv/3), f (X)+g(x) =
2 + cosx je periodicka funkcija.
4.15. Doka¥i dajefunkcija f (x) = v/ €2°0(vX? neperioditka.
> Pretpostavimo daje f (x) periodickafunkcija. Ondamorgju biti periodic-
kei ove funkcije:
f1(x) = (f () = 0",

f2(x) = Inf1(x) = 2cos(v/X).

Medutim, D(f) = [0,= o) , pa f2 ne moze biti periodicka funkcija. To znafi
dani f (x) nije periodicka funkcija
4.16. DokaZi dafunkcija f = cosx - cos(xv/2) nije periodicka

> Uotimo dafunkcijaf za x = 0 primavrijednost 1, parijeSimo jednadz-
bu

cosx - cos(xv/2) = 1. (4.1)

Ddjeje:

1) cosx =1, cos(xv/2) = 1;

ili

2) cosx = —1, cos(xv/2) = —1.

1) x=2kn i xv/2=2n, k|| € Z. Ako zaneke k|, x # 0 zadovolji
obje jednad?be, onda nakon dijeljenjaimamo /2 = lk € Q, atoje proturjetje.
To ipak znati dau slu€aju 1) imamo jedino rjeSenje x = 0.
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2) Analognim postupkom mozemo pokazati da u ovom slu€aju uopce nema-
mo rjeSenje(uvjeri seuto!).

Prema tome iumamo f (x) = 1 samo za x = 0, drugim rjeCima jednadzba
(1) ima samo jedno rjeSenje. To znati da funkcija f prima vrijednost 1 samo
jednom, pa ne moze biti periodicka
4.17. DokaZi dafunkcija f (x) = sin-sin(xy/2) nije periodicka.

> Nagjprije primjetimo da rasudivanje provedemo u §.16. zadatku ovdje ne
ide (uvjeri se!). Zato moramo postupiti drugacije.

Potrazimo nultockefunkcije f (x) , tj. nadimosve x € R zakojeje f (x) = 0.
Iz sinx-sin(xy/2) = 0 izlazi sinx = 0 ili sin(xv/2) =0, tj. x = a = k=,

. I
keZilix=Db \/E’IEZ'

Pretpostavimo sada da je f periodicka funkcija s periodom T. Ako je
f(T)=f(0+T)=1(0)=0,ondajeili T=ay ili T =b, zaneke ko, lo # 0.
Uzmimo najprije slucej daje T = ay,. Kakoje f (by + T) =f (b1) = 0, to broj
b1+ T = by + &, morabitiili a ili by. U prvom slu€guimamo by + a, = a,

g B M A Y 1
f. \/erﬂ ko = 7k, paie 5 =k — ko, 0dnosno \/ﬁ—k_ker,SIOJe
proturijegje. U drugom sluégjuimamo by + &, = by t. % +7-ko = % »pa

je I_Tzl = ko, odnosno /2 = % € Q, &rto je opet proturjecje. Analognim

postupkom bi uslu€aju T = by, dodli do proturjecja (uradi to!). Prematome, nasa
pretpostavka daje f periodicka funkcija mora se oboriti.
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4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.
4.24.

4.25.

4.26.
4.27.

Zadaci za vjezbu

Nacrtgj graf funkcije m(x) = min{sinx,cosx}, x € R, i odredi joj
period.
Nadi temeljni period (ako postoji) funkcije:
1) f(x) = cos4x + tg3x;
2) f(x)=sn?% —cos? §;
3) f(x) = /sin(cosx);
4) f(x)=|sinx| +|sin(x+ 1)| + |sin(x+ 2);
(x) = cosx — Incosx;
(X) = 9005 12 + 12 cos® 9x.
| sinx| sinx
2cosx 2| cosx|

5 f(x
6) f(x

Nacrta) graf funkcije f (x) = . Kqji je period te funk-
cije?
Dokazi da nisu periodicke ove funkcije:

1) f(x) = /Snvx;

2) f(x)=3(2~27%);

3) f(x)= csax+smx a jeiracionalan broj;
4) f(x)=cos IXI

5) f(x) = V30,

Jeli funkcija f (x) = sin % periodicka?

Jeli funkcija f (x) = Si%( + vIncosx periodicka?
Nadi temeljni period (ako postoji) funkcije
f (x) = 4cos>x - sin3x + 4sin> - cos 3x.
Dokazi da je funkcija f (x) = sin % + sin(xv/2) periodickai nadi joj
temeljni period.
Jeli funkcija f (x) = eV %%~ 1 perjoditka? Nacrtaj sliku.

Jeli funkcija f (x) = %’z periodicka?
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4.28.
4.29.

Jeli funkcija f (x) = 4 /In

.1 periodicka?
| sinx|
Funkcija f (x) = cos(ax + sinbx), a,b € R\ {0} je periodicka ako i
samo akoje & € Q. DokaZi.
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D.

Nestandardni primjeri periodickih funkcija

Funkcija signum. Funkcija signum (predznak) oznatava se simbo-
lom sgn i definiraformulom

-1, x<0,
sgn(x) = { 0, x=0,
1, x> 0.
Njen graf dan jenadlici ??.

-1

9. 5.1. Graf funkcije signum

Dakako, ova funkcijanije periodicka. Medutim, komponiranjem ove
funkcije s periodickim funkcijamamozemoizvesti interesantne periodicke
funkcije.

Primjer 5.1. Funkcija f (X) = sinzx periodicka je funkcija s peri-
odom 2. Njena kompozicija s funkcijom signum periodicka je funkcija
perioda 2;

h(x) = sgn(sinx).
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Kako onaizgleda? Kako vrijedi

<0, —-1<x<0,
sinnx{zo, x=0,
>0, 0<x<1,

to eksplicitna formula ove funkcije, na intervalu duljine jednog perioda
glasi:

hx)=¢ 0, x=0,

{—l, -1 <x<0,
1, O<x<1

Na drugim intervalima funkcijaizgleda poput periodickog proSirenja

ovefunkcije(d. ??).

9. 5.2. Graf funkcije sgn(sinzx) . Vertikalne crte, dakako, ne pripadaju grafu funkcije
— nacrtane su stoga jer uljepsavaju ovakve slike!

Ovaje funkcijaneparna, jer je kompozicija dviju neparnih funkcija.

* ¥ ox

Akojef proizvoljnaperiodickafunkcija,tadajekompozicija sgn(f (x))
uvijek periodickafunkcija, definiranaformulom

-1, f(x)<O,
sgn(f (x)) = { 0, f(x)=0,
1, f(x) > 0.

Uvrsti ovdje neke druge primjere funkcija f i izratunagj eksplicitnu
formulu ove kompozicije. Primjeti da e onabiti konstantna, ukoliko je f
stalnoga predznaka.
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Funkcijanajveti cijeli dio. Nekaje x proizvoljanrealni broj. Funk-
cijanajveti cijeli diobroja x oznaCavases | x| i definirakao najveti cijeli
broj < x.

Tako, na primjer, vrijedi [25] = 2, |V2] = 1, |-V2] = -2,
3] =3, |—-3] = -3 idi¢no.

Graf funkcije najveti cijeli dio dan je nadlici ?2.

y
2 —
|
|
1 7—3
|
|
; J
2 1 0 1 2 X
— -1
|
—

9. 5.3. Graf funkcije najveti cijeli dio stepenasta je funkcija

Najveti cijeli dio ne definira periodicku funkciju, medutim, razlika
brojai njegovog najveteg cijelog dijelato jeste!

Decimalni dio broja x oznaCavamo simbolom {x} i definiramo for-
mulom:

{x} :=x—|x].
Tako naprimjer vrijedi {1.53} = 0.53, {3} =2, {V2} =v2-1,
{3} =04di {-1.2} =08, {-1} = % i di¢no.
Graf ove funkcije dan je nadici ??

9. 5.4. Decimalni dio broja x definira periodicku funkciju

Decimalni dio predstavlja periodicko prosirenje funkcije
f(x) =X, 0<x< 1

*

* *
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Zadatak 5.2. Odredi temeljni period funkcije
f(x) =1+ 3{x+ 0.25}.

> Vrijedi D(f ) = R. Nekaje T period danefunkcije. Ondavrijedi
1+3{x+025+T} =1+ 3{x+ 0.25}, ¥X € R.
Specijalno, za x = —0.25 imamo {T} = 0. Zato je T cjelobrojan.
Uzmimo T = 1 i provjerimojeli to period od f .
f(x+1) =14+3{x+0.25+1} =1+ 3{x+ 0.25} =f (x).
Stogaje T = 1 temeljni period dane funkcije.

Zadatak 5.3. Pokazi dafunkcija f (x) = {x} +sinx nije periodicka

> Period funkcije {x} je 1, period sinusa 2z. Ovadvabroja nisu
sumjerljiva, zato njihov zbroj nije periodickafunkcija
Tu Cinjenicu mozemo direktno provjeriti na sljedeti natin. Pretpos-
tavimo daje funkcijaperiodicka, s periodom T. |z identiteta
{x+ T} +sin(x+T) = {x} +sinx
uvrstavanjembrojevax =0 i x = —T dijedi

{T}+snT =0,

{-T} —snT =0.
Zbrgjanjem ovih jednakosti dobivamo {T} + {—T} = 0. kako su oba
pribrojnika nenegativna, to mora biti {T} = 0 teje T cjelobrojan. Iz
prve jednakosti sada Citamo sinT = 0 i odavde T = krr, zaneki k€ Z.
Medutim, nijedan takav nije cjelobrojan (ossim T = 0 kojeg ne uzimamo
u obzir).

*

* *

Arcus funkcije. Arcus (Citaj: arkus) funkcije inverzne su funkcije
trigonometrijskim. OznaCavamo ih simbolima arcsin, arccos, arctg,
arcctg i nazivamo (redom) arcus sinus, arcus kosinus, arcus tangens i
arcus kotangens. Za nas ¢e (pri proucavanju periodickih funkcija) hiti
interesantne funkcije arcus sinusi arcus kosinus.

Opi&imo kako dobivamo funkciju arcus sinus. Njenaje definicija:

y=arcsnx < x=sny.
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Kako sinus poprima vrijednost unutar intervala [—1, 1], to dijedi daje
funkcijaarcus sinus definirananaintervalu [—1, 1]. Vrijednost funkcijeu
tocki x odgovaraonome y zakoji je siny = x. Medutim, poznato nam je
dajednadzba

siny = x (5.1)

imabeskonatnomnogorjedenja y. Dahbismo mogli odrediti funkciju arcus
sinus jednoznatno, moramo se ograniciti samo na ona rjeSenja koja leze
unutar intervala [—7, 7]. Naime, zasvaki x € [—1, 1] jednadzba (5.1)
ima jedinstveno rjeSenje unutar toga intervala. To rjeSenje vrijednost je
funkcijearcussinusu tocki x. Graf funkcijearcussinusdan je nadlici ?7?.

NI

Nls

|
|
|
]
|
|
I
|
|

9. 5.5. Graf funkcije arcus sinus

Na primjer, arcsin(0) = 0, arcsin(3) = Z, arcsin(—?) =-Z.

*

* *

Slicno se dobiva i funkcija arcus kosinus. | ona je definirana na
intervalu [—1,1], ali poprimavrijednosti unutar intervala [0, ] (sl ??).

1 T ToX
2
|

9. 5.6. Graf funkcije arcus kosinus

*

* *
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U kakvoj su vezi ove funkcije s periodickim funkcijama. Njihova
kompozicija s periodi¢kom funkcijom ponovo je periodicka funkcija, po
teoremu 4.2.

Stavimo

f (x) = arcsin(sinx).

Ovo je periodicka funkcija perioda 2! Ona je neparnafunkcijajer su i
sinus i arcus sinus neparne funkcije. Moramo odrediti njenu formulu na
intervalu [0, ] . Naintervalu —% < x < Z onaglas

f (x) = arcsin(sinx) = x, nggg
jer sutu arcussinusi sinusinverzne funkcije! Da bismo odredili funkciju
u potpunosti, jo$ moramo odrediti njenu vrijednost na intervalu [Z, 7] .
Za broj x iz tog intervala vrijedi sinx = sin(m — X), pri ¢emu je
0<7m—-x<73.Zaoje

arcsin(sinx) = arcsin(r — xX) = 1 — X, —3 <x<m

Zakljutujemo da funkcija f predstavlja periodicko proSirenje ove
funkcije. Njen je graf dan nadlici ??.

NlaT
|

3. 5.7. Graf funkcije arcsin(sinx)

Kolikajevrijednost ovefunkcijerecimoutocki x = 20? Ratunanuci
dzepnim racunalom dobivamo
arcsin(sin20) = 1.150.
Mi znamo daje ovavrijednost dobivenaiz formule
X — 2K, akoje — 7 <x—2kr < 7;
f(x) = { T — (X—2km), akoje —m<x—2kn < 7
il 2 <x—2kr<m.
gdje je k takav cijeli broj davrijedi —m < x — 2kr < . Dakle, k=3 i
postoje —7 <20—-6m < 3,
f (20) = 20 — 67.
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*

* *

Slitno se moze kazati i zafunkciju arccos(cosx) . | to je periodicka
funkcijaperioda 27, kojanaintervalu 0 < x < « imaformulu

arc cos(cosx) = X, o<xg

Kakojetafunkcijaparna(jer jekosinus parnafunkcija), to onapredstavlja
parno periodicko pro&renje funkcije dane gornjom formulom. Graf je dan
nasdlici ??.

2m -‘n 0 T 2n

9. 5.8. Graf funkcije arccos(cosx)

Formula za raCunanje vrijednosti ove funkcije glasi
arccos(cosx) = |x — 2kn|

gdjeje k cijeli broj zakoji vrijedi —7 < x— 2kn < 7.
Evo vrijednosti funkcije u nekim tockama
arccos(cos i) = [1Z — 67| = Z,
arccos(cos—57) = | — B 4 8| = Z,
arccos(5) = |5—2n| =2nr - 5=1.283

Provjerite overatune nakalkulatoru (prebaciva gaprethodno naracunanje
trigonometrigikih funkcijau radijanima).

*

* *

Cikloida. Kota€ polumjera A okrete se kutnom brzinom w kotrlja
juci se po ravnoj podlozi. Narubu kotaca polumjera A uocimo tocku M.
U svakome trenutku biljezimo udaljenost totke M do podioge. Funkcija
koja prati tu ovisnost naziva se cikloida. Njen graf dan je slikom ??.
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9. 5.9. Graf cikloide

Cikloida je periodicka funkcija perioda 27/, jer e nakon jednog
punog okreta kotaca tocka doci u pocetni poloZgj i gibanje Ee se ponoviti.

RijeSeni zadaci

51 PokaZi da je funkcija f (x) = sgn,/#x periodicka i nadi joj

eksplicitnu formulu.
1 — cos2x
2
i f periodickafunkcija. Eksplicitnaformulaove funkcije glas
1, xeR\{kn:ke Ze};
F(X) — y € \{ Y € }
0, x=kmkeZ.

> Buduti daje = |sinx|, atoje periodicka funkcija, ondaje

5.2.  Jelifunkcija f (x) = sgn,/Insin ”—ZX periodicka? Ako je, nadi joj eks-
plicitnu formulu.
> Domenafunkcije ,/Insin ”—ZX jeskup {144k : k€ Z }. Tojeperiodicka
funkcija perioda 4. Eksplicitnaformula glas
F(x)=0, xe{l1+4k:keZ}.
wosXz1 T
5.3.  Nadi eksplicitnu formulu kompozicije f (x) = sgn2™ 2 2.

> Kako je 208 i -3 perioditka funkcija i pozitivna je za svaki x € R,
to je f(x) konstantna funkcija, pa njezina eksplicitna formulaglas F(x) = 1,
xeR.
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54. Danaje funkcija f (x) = sgn(Incosx) . Odredi eksplicitnu formulu funk-
cije f i nacrtg joj graf.
> Funkcija Incosx periodicka je funkcijas periodom 27 . Njenakompozi-
cija s funkcijom signum periodicka je funkcija perioda 27 .
<0, —%<x<0,0<x3;
0, x=0.
Eksplicitna formula ove funkcije glasi:
f(x):{ -1, -5 <x<00<x<3%;
0, x=0.
Eksplicitna formula periodickog proSirenja ove funkcije glasi:
Fx) = { -1, =5+ 2kn < x < 2km, 2kn < X < § + 2Km;
0, x=2km ke Z.
Graf funkcijeje nadlici

Incosx = {

21 X
9. 5.10.
. . sinx+ sin3x ) .
5.5. Danajefunkcija f (x) = sgn —————. Odredi eksplicitnu formulu
Jefunkaija f () = san = o 2 »
ove funkcije.
sinx + sin3x

> Funkcija g(x) = periodicka je funkcija s periodom 27z

\V/2C0S2X + 2
(dokazi!). Njena kompozicija s funkcijom signum periodicka je funkcija perioda
27.

Buduti da vrijedi

g(X): :07 X:—ﬂ'7—%,o,%7ﬂ;

{ <0, —m<x<=3%,-F<x<0;
>0, 0<x<%,Z<x<m,
onda eksplicitna formula periodickog proSirenja ove funkcije glasi:
-1, (k—Dr<x<—F+2kn, -3 + 2kn < x < 2K;
F(x)—{o, x=k-%;

1, 2km<x<3%+2km5+2kn<x< (k+1)mkeZ.
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5.6.  Tramvgj polazi saneke postaje svakih 10 minuta.
1) Nati zavisnost vremena Cekanja tramvaja od vremena dol aska putnika
na postaj u.
>
1) Nekaje x vrijeme dolaska putnika na postgju, a f (x) vrijeme Cekanja
tramvaja u minutama. Ondaje f (x) = 10{1 — Tlox}. Nacrtg) sliku.
5.7.  Pokazi dajefunkcija f (x) = 2cos(nx + 1) + {x} periodicka
> Period funkcije 2cos(nx + 1) je 2, afunkcije {x} je 1. Buduti dasu
brojevi 11 2 sumjerljivi, taje f periodickafunkcija. Njezintemeljni periodje 2.
5.8. Neka je f parna funkcija temeljnog perioda 27 definirana za svaki
x € R. DokaZi dapostoji funkcija g definiranazasvaki x € R, takvada
vrijedi f (x) = g(cosx) .
> Stavimo t = cosx, paje x = arccost, odnosno f (arccost) = g(t).
Tako imamo
f (arccosx), |x| < 1;
() = { proizvoljno, |x| > 1.

59. Dana je funkcija f (x) = x, 0 < x < %. Odredi i nacrtaj neparno
periodicko prosirenje funkcije f .

> F(x) =x, —F <x< 3. Zaproizvoljni x uzimamo F(x) = x — kr,

—% <x—kr < Z. U krgevimaintervala funkcija nije definirana pa stavljamo

F(X)=0,x=% +kn.

f(x)

N

VAV AV VA

172

S. 511

Napomenimo daje ovo (zapravo) graf funkcije f (x) = arctg(tgx) .
5.10. Jeli funkcija f (x) = arccos(| sinx| + Incos® x) ?

> Da, to je kompozicija funkcija arkus kosinus s periodickom funkcijom
|sinx| -+ Incos? x perioda 7 (provjeril).
5.11. Nadi temeljni period (ako postoji) funkcije f (x) = arccos(sin Z{x} —

1) + arcsin(cos 3 {x} + 1).

> Periodfunkcije arccos(sin 3 {x}—1) je 4, afunkcije arcsin(cos%”{x}%—
1) je §. Buduéi dasubrojevi 4 i § sumjerljivi, to je temeljni period funkcije f
broj 8.
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5.12. DokaZzi daprimitivnafunkcija periodicke funkcije ne morabiti periodicka
funkcija.

> Neka je f(x) periodicka funkcija i neka ona ima primitivnu funkciju
F(x) . Ondavrijedi:

/f(x)dx: {F(x) =c:ceR},

ili krate (i ¢este) pisano

Kako je ¢ proizvoljna konstanta, to njenim izborom mozemo, ai i ne moramo
dobiti periodicku funkciju.

Tako npr. za f (X) = 5+ 2cosx primitivna funkcija nece biti periodicka
funkcija.

Zadaci za vjezbu

5.13.  Jeli funkcija f (x) = sgn(x? + 1) periodicka?

5.14. Jelifunkcija f (x) = sgn(cos|x|) periodicka?

5.15. Nadi eksplicitnu formulu kompozicije f (x) = sgn(| sinx| + | cosx]) .
5.16. jelifunkcija f (x) = |x] perioditka?

| sinx|

sinx

5.17. Nacrtgj graf funkcije f (x) = sgn

5.18. Odredi temeljni period funkcije
1) () = (x— [x])sin(3nx);
2) f(x)=[3x] — |5x];

3 f(x) =} —2{x} + 4

4) f(x) =cos2m(x— |X]) +x— |x];

5) f(x) = arccos(sin(v2{x} — v/3)) — sin(ﬁ + \/§>;

V2
6) f(x) = arcsin2;
f (x) = arcsin(cos(In(cosx)));
8) f (X) = arccos(sin(cos(cosx))).

5.19. Jesuli perioditke funkcije 1) f (x) = a{x}; 2) f(x) = {ax}; a€e R,
a#0?
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5.20. DokaZi danisu periodicke ove funkcije
1) f(x) = 2{x} + cos2x;
2) f(x) = In(tgarctge®);
3) f(x) = /acsnlog,x:
4 f(x) = 2arcsm(2 c0sX?);
5 f(x) =
5.21. Danajefunkcua f(x) sa
F(x) = { 2sin(arcsinx), —-1<x<1,
1, 1<x<2
Prosiri funkciju f naostale x € R tako dabude periodicka
5.22. Zakakav jeredan broj a funkcija f (x) = |x] — |ax| periodicka?

5.23.  Jelifunkcija f (x) =

arcsmcos\/i

periodicka?

L
{3
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G.

Postoj anj e temeljnoga perioda

U ovome &emo poglavlju dati primjerei dokaze nekihteoremavezanih
uz postojanje temeljnoga perioda.

Konstanta. Konstantnafunkcija, f (x) = ¢ periodickajefunkcijajer
zasvaki x € R isvaki T > 0 vrijedi

f(x+T)=c="1(x.
Odmah zaklju€ujemo da ova funkcija nema temeljnoga perioda, jer ne
postoji najmanji poztivni broj.
No taje funkcijaizuzetak, ane pravilo. Vrijedi djedeti

Teorem 6.1. Akoje f periodicka funkcija koja je neprekinuta barem
u jednoj tocki, raziCita od konstante, tada f ima temeljni period.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: f nematemeljnoga perioda. Neka
je Xo toCka neprekinutosti funkcije f . Kako je f razliCita od konstante,
to postoji x; takav daje f (xo) # f (x1).

Konstruirajmo sada niz brojeva na djedeti natin. Za svaki prirodni
broj n pronadimo (1) period T, manji od 2/n (Sto mozemo jer funkcija
nema temeljnoga perioda) i (2) broj x, takav daje x, = x+ k- T, €
[Xo — %,% + 1] (%0 oZzemo jer je ovo interval duljine 2 oko totke Xo, @
broj T, manji je od duljineintervala).

Primjetimo da za ovako konstruirani niz brojevavrijedi x, — %o kad
n — oo, te, zbog periodicnosti funkcije f , f (X,) = f (Xa +KTn) = (X1) .
No kako je po pretpostavci f neprekinutau xo, mora vrijediti f (xg) =
limf (x,) = f(X1), jer X — Xo. Dobili smo proturjeje s potetnom
pretpostavkom f (x;) # f (Xo) . Prematome, f imatemeljni period.
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Primjer 6.1. Nati temeljni period (ako postoji) funkcije
f (X) = cos’ X+ cos’(x + @) — 2cosacos(x + a) cosx, a € R.

> Transformirajmo funkciju naoblik
f (X) = cosx[cosx — cosacos(x + a)]
+ cos(x + a)[cos(x + a) — cosacosx]
= C0s”X — COSXC0Sacos(X + &) — Snxsinacos(x + a)
= cos”X — cos(X + @) cos(X — a)
cos”x — 1(cos2x + cos2a)

=1 — Zcos2a.
Kakoje f (x) konstanta, ona nema temeljnoga perioda.

*

* *

Zelimo li pronati periodicku funkciju razlicitu od konstante, a koja
nematemeljnoga perioda, po ovom teoremu onanuzno morabiti prekinuta
u svakoj tocki.

Takva funkcijazaista postoji. Evo primjera. Nekaje

1 €Q,
) = { , X€Q
0, x¢Q.
Tvrdimo da je period ove funkcije svaki racionalni broj T > 0. Neka
je T > 0 proizvoljan racionalan broj. Pri raCunanju vrijednost funkcijeu
tocki x+ T, postoje dljedete dvije moguénosti:

XeQ = x+TeQ tejef(x+T)=1=f(x),

X¢EQ = x+T¢Q tejef(x+T)=0="f(x).
ZakljuCujemodajeuvijek f (x+T) = f (x) teje f periodiCkas periodom
T. Kako nema najmanjega racionalnoga broja, to f nema temeljnoga
perioda.

Primjer 6.2. Nepostoji periodickafunkcijakojoj je svaki iracionalni
broj period, aracionalni ne.

> Pretpostavimo datakvafunkcijapostoji. Medu periodimate funk-
cijesunpr. T, = /3 i T, = 1— /3. Kako je zbroj perioda period, medu
periodimamorabitii T, + T, = 1 € Q, o je u suprotnosti s uvjetom u
zadatku.
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Zadatak 6.3. Dokazi da nijedan polinom stupnja veteg od nula ne
moze biti periodickafunkcija.

> 1. nacin. Nekaje polinom

P(x) = aX" + a,_1X" 1 + ... + ag, an#0

stupnja n > 0. Za x = 0 on poprimavrijednost P(0) = ag. Pretpostavi-
mo da je P periodickafunkcijas periodom T. Ondabi zasvaki m € N
vrijedilo P(x+ mT) = P(x), $to za x = 0 daje P(mT) = ag. No, tadabi
vrijediloi

mIirr;O P(mT) = ap. (D

S druge strane, mozemo pisati

P(mT) = an(mT)" + an_1(mT)" 1 + ... + a
; -1 | @ a0
= (mT) (a" * m—'l'l * (mT)22 T (mT)n)'

Sadazan> 0i a, > 0 dobivamo

lim P(mT) = +oo,

m—oo
azaa, < 0izlazi limp_. P(MT) = —o0o, $to je u obaslucaja u suprot-
nosti s(1). Znaci, jedini periodicki polinomi su konstante P(x) = ag.

2. nacin. Pretpostavimo daje P periodicka funkcija. Onda, pre-
mateoremu 2.10 i njegova derivacija P’(x) je periodi¢kafunkcija. Dalje
dijedi dajei P”(x) takoder periodicka funkcija, itd. tako ¢emo doti do
(n — 1) -vederivacije polinoma P(x) :

Pin—1)(X) = nlapx + (n — 1)!a,_1.
Ovo je pak afinafunkcijakojanacitavoj domeni R ili rasteili pada, pane
moze biti periodickafunkcija.

3. natin Jednadzba P(x) = ¢ ima, zabroj c koji senalazi u podrucju
vrijednosti funkcije, najmanje jedno, a najvise n razliitih rjesenja. Zato
P ne moze biti periodickafunkcija.

Teorem 6.2. Akoje f (x) periodicka funkcija definirana na Citavom
R i radiCita od konstante, onda ne postoji limy_, . f ()—1().

Dokaz. Oznatimosa g(x) = f (%) i pretpostavimo suprotno, tj.
lim g(x) = a. (6.22)

X—00
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Najprije se uvjerimo da funkcija g(x) bar zajednu vrijednost x > 0
prima vrijednost razliitu od a. Posebno, ako je g(x) = a za bilo koji
x > 0, ondaje f (x) = g(£) = a zasve x > 0. No u tom slu¢gju zbog
periodi¢nosti funkcije f (x) izlazi daje f (x) konstanta nacitavom R, a
to je u suprotnosti sa uvjetom iz teorema. Prema tome postoji X > 0
takav davrijedi g(xo) = b # a. Uzmimo e3|a— b| > 0. Premadefiniciji
limesaiz (1) izlazi da postoji broj § > O takav dajezasvaki x # 0 za
koji vrijedi

x—0| <& (6.33)
i spunjena nejednakost
l9(x) — al <e. (6.44)
Medutim, za dovoljno veliko k € Z broj
v — 0
LT 11K
zadovoljava (3) (takav najmanji k, za Xp > 0 izlazi iz negjednadzbe
Xo
Trk =)
a X = Xp nezadovoljavanejednakost (4):
Xo 1+ KTxo 1
= =f =f(=+kT
90) = 97 eme) = F (T ) =T +XD)

1
( XO) 9(%o)
Prematome 1
lg) —al = |b—a| > Sb—a =

Time smo dodli u suprotnost s relacijom (2), o znati da ne postoji
limeof ().

Primjer 6.4. DokaZi da je funkcija f (x) = sinIn(1 + x?) neperi-
odicka.

> Derivacijafunkcije f (x) glasi

2x 1+ %
f’(x):l+X2-cosIn z

Dalje imamo:

1=x2 2x

\(x)\—’ G ‘cosln <
o=l X2 1+ %2

| <2,
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aodatle izlazi limy_og(x) = 0. Kako je funkcija f’(x) definirana na
Citavom R i razlicita je od od konstante, prema teoremu 6.2. ona je
neperiodiCna, pajei samafunkcija f (x) neperiodicka

6.1.

6.2.
6.3.
6.4.

6.5.

6.6.
6.7.
6.8.
6.9.

6.10.

Zadaci za vjezbu

Jesu li igtinite tvrdnje:
1) Ako funkcijaimajedan period, ondaih ima beskonatno mnogo;
2) Ako funkcijaima beskonatno mnogo perioda, onda onaima temeljni
period;
Jeli funkcija f (x) = 3(sin*x 4 cos* x) — 2(sin® x + cos® x) periodicka?
Jeli funkcija f (x) = |2x] + {2x} — 2x periodicka?
Ako zaperiodicku funkciju f i k € R\{—1,0,1} vrijedi f (kx) = kf (x)
zasvaki x € R, onda ona nematemeljnog perioda. Dokazi!

. . 2sinx
Jeli funkcija f (x) = 3 SV
DokaZi da funkcija f (x) = sin(2x + cos(xv/2)) nije perioditka.
Dokazi dafuncija f (x) = \/[x] — 1+ +/{x} — 1 nije periodicka
Jeli funkcija f (x) = [x] + [—X| periodicka?
Je li funkcija f(x) = arcsin({x}) + 1 periodicka? Ako jest nadi joj
temeljni period.
Nekasu f,g: R — R neprekinute periodicke funkcije sa zgjednickim
periodom T i nekaje

lim [f (x) — g(x)] =0.

X—00

Dokazi dazasvaki x € R vrijedi f (x) = g(x).

periodicka?
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/.

Fourierov red

Sinusoidaje najvazniji primjer periodicke funkcije. Sinusoidu speci-
janogaoblika
ChSIN(NX+ @n)

nazivamo n-tim harmonikom. Njen je temeljni period %ﬂ . Kakojevise-
kratnik periodaponovo period, to je 2z zajednicki period svih harmonika.
Pokazali smo u §1 da se ta sinusoida dade prikazati u obliku

a, cosnx + b, sinnx.

2
Period funkcija cosnx i sinnx takoder iznosi Fn 27 je zajednicki
period ovih funkcija.
Niz

1 . .
5, 008X, SinX, ..., coSNX, SiNMX, ...

nazivamo osnovni trigonometrijski sistem. Prematomejei suma (kona
¢nogili beskonatnog) reda

f(x) = % +acosx+b;sinx+ ...+ apcosnx+ bysinnx+ ... (7.1)
periodicka funkcija s periodom 27 (ukoliko suma postgji!). Ovaj red se

naziva (trigonometrijski) Fourierov red funkcije f . Brojeve ag, ay, . . .,
an, ..., b1,..., by, ... nazivamo koeficijentima Fourierovog reda.
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*

* *

Prirodno je postaviti obrnuto pitanje: ako je zadana periodicna funk-
cija f , mozeli se ona prikazati u obliku (7.1). Tq je prikaz vrlo vazan,
posto nam omoguéava da proizvoljnu periodi¢nu funkciju prikazujemo
preko harmonika. S takvim se prikazom mogu uspjesno rjeSavati mno-
gi problemi. Mi ¢emo se zadrzati samo na elementarnim primjerima i
primjenama.

Odgovoriti éemo na djedeta dva pitanja:

1) Koje periodicke funkcije se mogu prikazati u obliku reda (7.1)?
Vrijedi li jednakost u (7.1) u svakoj tocki x?

2) Ako postoji Fourierov red od f oblika (7.1), kako se raCunaju
koeficijenti a,, b,?

Pokazuje se da je jednostavnije odgovoriti na drugo pitanje.

Koeficijenti trigonometrijskog Fourierovog reda. Racunanje ko-
eficijenata a, i by zasniva se na djedetem svojstvu trigonometrijskih
funkcija.

Teorem 7.1. Zatrigonometrijske funkcije vrijedi

T { 2, n=0,
/ cosnxdx =
_x 0, n>0;
n
/ sinnxdx = 0;
—T
n 0 m=#n
/ snmx sinnxdx = { ’ 70 (7.2
o T, m=n;
m 0 m=£n
/ cosmx cosnxdx = { ’ 70
o T, m=n;

T
/ sinmx cosnxdx = 0.

-7
Dokaz. Pri raunanju integralakoristimo se formulama

. . COs(m—n)X— co n)x
SNMXsinnNx = ( ) S(m—’_ )

2 )

cos(m+-n)x+ cos(m—n)x

COSMX COSNX = 3 )
: Sin(m4-n)x+ sin(m—n)x
sinmxcosnx = :

2
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Tako npr. imamo
T . T gsin(m4-n)x+sin(m—n
/ COSMX smnxdx:/ (m+ )X; ( )de
-7 -7

- (g s

Ostali seintegrali raCunagju na dli€an nacin. Korisno je pri tome pro-
motriti odvojeno slugjeve m=ni m#£n.
Pretpostavimo sadada se f moZze prikazati u obliku reda:

f(x) = % + i(amcoszJr brmsinmx). (7.3)

m=1

Tada integriranjem dobivamo

T oo 3 T
f(x)dx:aon+2[am cosmx dx -+ bm/ sinmxdx} = a7,

—T m=1 -7 —T

pri Cemu smoiskoristili relacije(7.2). Analogno, mnozenjem prikaza(7.3)

S cosnx i potom integriranjem, uz pomoc relacija (7.2) dobivamo

T T

f (x) cosnxdx = @/ cosnxdx
n 2 ),

v

oo b3
+ Z[am cosmx cosnxdx + bm/ sinmx cosnxdx|= an7.
m=1 -

-

Na dli¢an nainimamo i

4 4

f(X) sinnxdx = @/ sinnxdx
- 2 )
oo T T
+ Z[am cosmx sinnxdx -+ bm/ sinmx sinnxdx|= by
m=1 -

—T

Dobili smo:
l V]
ag n/_ﬂf(x) dx,
l V]
an = —/ f (x) cosnxdx, (7.4
T -7



82 7. FOURIEROV RED

*

* *

lako Citatelj mozda nete nafi zamjerki na ovaj izvod formula (7.4),
moramo naglasiti da je on samo formalan, posto nisu opravdani svi ko-
raci postupka (postojanje reda te zamjena poretka integracije i sumacije).
Ovakav je nain izvodenjate formule, koristeti svojstva trigonometrijskih
funkcija, dao Euler! 1777. god. i one se stoga ponekad nazivaju Euler ove
formule.

*

* *

Prvo je pitanje mnogo kompliciranije. Trebalo je proteti stotinjak
godinadok nije dan zadovoljavajuti odgovor. Ni dan-danasne znamo koje
se sve funkcije mogu prikazati u obliku Fourierovog reda. Ipak, tg je
prikaz mogu¢ za Siroku klasu elementarnih funkcija. OpiSimo tu klasu.

Nekajef : [a,b] — R zadanafunkcija. Pretpostavimo da interval
[a, b] mozemo podijeliti na nekaliko dijelova tako da na svakom od njih
vrijedi:

1) f je neprekidna,

2) f imakonatne limese nakrajevimaintervala,

3) f imanajviSe konatno mnogo ekstrema.

Kazemo datadaf zadovoljavaDirichletove uvjete.

U tockama prekida funkcija moze imati proizvoljnu vrijednost. Mi
¢emo pretpostavljati daje u tim tockama vrijednost funkcije jednaka polo-
vini vrijednosti slijevai s desnate tocke. Nadlici ?? prikazane su neke
funkcije koje zadovoljavaju Dirichletove uvjete.

— WY

3. 7.1. Primjeri funkcija koje zadovoljavaju Dirichletove uvjete
Sada moZemo iskazati osnovni teorem:

Teorem 7.2. Nekajef periodickafunkcija s periodom 27 koja zado-
voljava Dirichletove uvjete. Tada se ona moze prikazati u obliku Fouriero-

1 Leonhard Euler (1707-1783), $vicarski matematicar
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vog reda
f(x) = % +a;cosx+ bysinx+ ...+ a,cosnx+ b,sinnx+ ... (7.1)
i jednakost vrijedi u svakoj tocki x. Koeficijenti se racunaju formulama
(7.4).
Dokaz ovogateorema je slozen i na ovome mjestu ga moramo pres-
koiti.

*

* *

Prije no &o damo primjer prikaza periodicke funkcije, korisno je
izvesti analogne formule za periodicke funkcije s proizvoljnim periodom.
Neka je sada f periodicka s periodom T = 2L. Funkcija g(x) =

f (%x) je periodickas periodom 27:

g(x +27) = f (ZlnerT) = f (2T_nx) —g(x).

Da bismo odredili Fourierov red za funkciju f, napisati ¢emo najprije
Fourierov red zafunkciju g, i zatim iskoristiti vezu

CRCORCl
Tako dobivamo

f(x):g(n—l_x) :%+§:(an cos?”—bn sin?(). (7.5)
n=1

Koeficijente ratunamo formulama:

0=t [Loeras =2 [ r(8) e~ 10

—T

L
:%/ﬂf(x)dx,
an:% " g(§) cosné dé = %/_if(%) cosné dé

‘L” (7.6)
1 nmX
= E/_Lf (x) €os—— dx,
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T

by = = g(é) snnzdz - |

Vi1 TJ) .

/f sin " dx

*

f(%) sinné dé

* *

Akojef zadanananekom intervalu, tadau Fourierov red rastavljamo
njeno periodicko proSirenje. Fourierov red ¢e se podudarati s funkcijom
na pocetnom intervalu, a van njega s periodickim proSirenjem pocetne
funkcije.

Primjer 7.1. Funkciju f (x) = x razvij u Fourierov red naintervalu
(0,1).

> Periodiznosi T = 1. Koeficijente ratunamo po formuli

o b 1
aoz—/f(x)dx:Z/ xdx =1,

1
/f os—dx_ /xcosZnnxdx
0

u=x dv= cosZnnxdx
= sin 2nzx
du = dx V=

2nm

: 1 1
=2 x~szmZX 1 sin2nzxdx | =0,
2nw |, 2nm Jg
1
/f s 2n—”de— /xsinZnnxdx
0
u=x dv—sm2nrcxdx
= cos2n
du=dx v=-— X
2nm
1 1
:2<—X-M +i/ cosZnnxdx> :—i.
2nw |, 2nm Jg nmw
Zatoje
1 =1 .
f(x)=2— — sin2nzux.
2 ~ nmw

Graf Fourierovog redaf danjenadici ??
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S. 7.2

Interesantno je graficki prikazati sumu nekoliko prvih ¢lanova reda.
Nata] cemo nacin dobivati sveboljei bolje aproksimacije poetnefunkcije.
Nekoliko prvih suma Fourierovog reda u ovome primjeru glasi

NI NIFRN-

sin2zx,

SiN 27X — i sin4nx.
2n

Nadlici ?? nacrtani su periodicko proSirenjefunkcijef i aproksimacijate
funkcije s prvetri parcijane sume njenog Fourierovog reda.

)
I

9. 7.3. Aproksimacija funkcije s nekoliko prvih parcijalnih suma njenog Fourierovog reda

QAP

Fourierov red parnih i neparnih funkcija. Ako jefunkcijaf, defi-
nirana na simetriénom intervalu [—L, L], parna, odnosno neparna, tada te
njen Fourierov red sadrzavati samo kosinus, odnosno sinus ¢lanove:

1. Akojef (x) = f (—x) zasvaki x, tj. f parnafunkcija, tadajeb, = 0
zasvaki ni

2 [+ n
an:—/f(x)cosixdx, n=o,
L Jo L
oo

T (7.7
f(X) ~ % + ZancosT.
n=1
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Razlog tome je &o se koeficijent by, ratunapo formuli

/f sinnixd

apod integralom je neparnafunkcijate je integral jednak nuli.
2. Akojef (—x) = —f (x) zasvaki X, tj. f neparnafunkcija, tadaje
a, = 0zasvakini

/f smnixd n>1,

:_+an nmx

Kazemodasmofunkcijuf razvili u Fourierov red po kosinus, odnosno
sinus funkcjama.

Ako jef definiranau potetku naintervalu [0, L], mi ju moZemo raz-
viti u red po kosinus odnosno sinus funkcijamatako da ju nadopunimo na
intervalu [—L, 0] do parne odnosno neparne funkcije.

(7.8)

Primjer 7.2. Razvij u Fourierov red funkciju definiranu naintervalu
[—1, 1] formulomf (x) = X2 (slika ??).

NIANIVANVANS

9. 7.4. Fourierov red parne funkcije sadrzavat te samo kosinus ¢lanove

> Funkcijaf je parna. Vrijedi L = 1. Po formuli 7.7 dobivamo
koeficijente

2 [t ! 2
aO:—/f(x)dx:Z/ X% cosnzxdx = =,

2 L 1
an = —/ f (x) cos X dx — 2/ x2 cosnzxdx.
L Jo L 0
Nakon uzastopne parcijal he integracije dobivamo

AEyEILE

&= ——
2 2
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Prematome, Fourierov red funkcijef glasi

f(x) = § — Z cosnnx
1 4 (cosnx COS 27X n cos3nX )
T3 2 22 32 VA
* * %

Uvrstavajuci neku konkretnu vrijednost brojax u prikaz funkcije pre-
ko njenog Fourierovog reda mozemo dobiti interesantne neelementarne
sume. Pogledajmo jednu takvu u dljedetem primjeru.

Primjer 7.3. Funkcijuf (x) = /4 razvij u Fourierov red naintervalu
(0, ) po sinus funkcijama. Pomotu dobivenog razvoja sumirgj redove

1 1 1 1
(a)1_§+g—?+..., (b)1_5+?_ﬁ+1_3,_

Bla

9. 7.5. Fourierov red neparne funkcije sadrZavat ¢e samo neparne ¢lanove

> Ratunamo po formuli (7.8):

2 [t . nrcX 2 (" . 1 n
_[/0 f(x) sin—- dx ﬂ/o Zsmnxdx_%[l—(—l) ].

Dakle, b2r| == O, b2n+1 == m Za[O
T ST S sin3x+sin5x+sin7x+ 0<x<n
4_n:O an+1 3 5 7 '

Specijano, zax = g dobivamo
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Zax = g dobivamo

7T V3 1 1. v/3, 1 V3 1
4= 2 T3 0tglg) gy g0t
V3 1 1 1
2(1_5 7 11 )

i sumaredapod (b) iznosi L.

2V3

Primjer 7.4. Funkcijuf (X) = x razvij uintervalu [0, 7]
1) po kosinusfunkcijama; 2) po sinus funkcijama.

1
+=+...

Koristeti razvoj u 1) izraCunaj sumuredal + R

> 1) Shvatimo funkciju f kao parnu na intervalu [—m, ]. Dakle,
L=mipo(7.7):

L b4
ao:g/ f(x)dx:g/ Xdx =1,

T
an = — /f nide_g/ X cosnxdx
T Jo

smnx 1 /" .
= — - = sinnxdx
T n 0 n 0

2 T
= T CosnNx
n<m 0

2
= [cosnz — 1].

Dakle,
4

an =0, aZn+1:—m-

Tako smo dobili:

T 4
:——— cos(2n+ 1 0< . 79
n; 2n+1 s(2n + 1)x , X< T (7.9)

Naintervalu [—, O] ovaj red predstavlja funkciju —x.
Stavljgjuci u x = 0, dobivamo

1 1 i

1 il
+ 52 8
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tej

7.1

7.2.

B. Po formuli ,
L 2 T
f(x d = —/ X sinnxdx
0 T Jo
< cosnx|® 1 /” )
=—| —x + = cosnxdx
s n | NJjo
2 2
= —= cosnz = — (—1)™1,
n s
e
el (_1)n+1
x:zz sinnx, O<x<m.
n
n=1
Zadaci za vjezbu
Razvij u Fourierov red sljedece periodicke funkcije
1) f(x):sin)—z(; 2) f(x):cos)—:;;
3) f(x) =|sinx|; 4) f (x) = sgn(cosx);
5) f(x) = sin’x.
Odgovor.
1 > gn-1nsinnx,
) nnzl( ) 4n2 — 1’
V3/(3 9 1 cosnx
2 (24275 (—pt ;
) = <2+ nX::l( ) 9n2—1>'
3) 2 ﬂ COS2X = COS4X ~ COosS6x .
T 1.3 3.5 5.7 )
4 & ( D"
4) p nZ::o ] cos(2n + 1)x;
1 1
5) 573 C0S 2x.

Razvij u Fourierov red perioda 2L funkciju zadanu na intervalu (—L, L)

formulom
DFfx)=x-5-2<x<2
2) f(x) =5x—3, -5<x<5;
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—|x], =5<x<5;
-3, —3<x<3
—L<x<0,

O<x<lL;
, —L<x<0,

O0<x<L.
—T<X<O,
O<x<m;
—T<X<O0,

, O<x<m.

oS (2n+1)mx
(2n +1)2 2
7NX
?1

1_
nzz

2) 3+@
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Razvij u Fourierov red naintervau (—, ) sljedeCe parne odnosno ne-
parne funkcije
D f(x) =[x
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7.4. Razvij u Fourierov red naintervalu (—m, )
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7.5.  Funkcijuf (x) = x? razvij u Fourierov red naintervalu ( 0, 277) . Pomocu
dobivenog razvoja sumira red
1
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2 4m 1 1.
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72
Zax = m odatle dobivamo S = o

7.6. Razviju Fourierov red funkciju ¢iji je graf nadlici:
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7.7.  Danajefunkcijaf (x) naintervalu ( 0, 2] grafom nadlici:
y
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S. 7.7.

ProSiri funkciju f dabude parna periodicka s periodom 2L = 4 i razvij je
u Fourierov red.
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