1.

Algebra skupova

1.1. Pojam skupa. Operacije sa skupovima.

Bez pojma skupane bismo mogli govoriti o Booleovoj algebri. U ma-
tematici se obi€no uzima daje skup jedan od osnovnih pojmova. Buduci
da u matematici, na odredenom nivou, osnovne pojmove ne definiramo,
mi ih opisujemo. Evo, zailustraciju, kako je to ucinio poznati francuski
matematiCar R. Baire: “Zbog jednostavnosti i opcenitosti, rijec skup ne
moze se tocno definirati * (Encyclopédie des sciences mathématiques).

Skupove, kao mnozinerazlicitih objekata, optenito oznatujemo veli-
kim latinicnim slovima A, B, C,.... Elementekoji ulaze u sastav skupa
oznatujemo maim latinichim slovima a, b, c,....

Ako skup A sadrzi element a, ondato piSemo a € A.

Ako b nije element skupa B, ondapisemo b ¢ B.

U nekim situacijamavazan jetakav skup koji sadrZi sve elemente pro-
matrane u danom trenutku. Taj skup se zove univerzalni skup i obicno se
oznaCavasasovom U. Nadalje, uvodi sei prazan skup koji, po definiciji,
ne sadrZi nijedan element. Oznafavamo gasa ().

Skup A je poskup skupa B ondai samo onda ako je svaki element
skupa A ujedno i element skupa B. To simbolicki pisemo A C B.

Skup A jejednak skupu B ondai sasmoondaakoje ACBi BCA.
To simbolicki piSemo A = B.
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Primjedba 1.1. Skup A jetzv. pravi podskup skupa B ako AC B i
A £ B itopisemo A C B.

Komplement skupa A s obzirom na skup U je skup koji sadrzi sve
one elemente skupa U koji ne pripadaju skupu A. To simbolicki pisemo
CA={xeU|x¢gA}.

Zadvapodskupa A, B C U definiramo:
AUB={xe U |xecAili xe B}
ANB={xeU|xeAi xeB}
A\B={xeU|xecA x¢B}
Ovo su osnovne operacije medu skupovima (Booleove operacije). Jasno
jedavrijedi
cA=U\A

Primjedba 1.2. Analogno se definira U i N za bilo koji konatan
broj skupova.

Poseban je pojam skup svih podskupova nekog skupa , i to je tzv.
partitivni skup. To simbolicki pisemo.
P(S)={A|ACS}.
Opcenitije, ako je {Ai}ici bilo koja, konatnaili beskonatnafamilija
skupova, ondaje
Ua

iel
skup koji sadrzi sve onei samo one elemente koji pripadaju bar jednom od
skupova A, a

A

iel
je skup koji sadrZi sve one i samo one elemente koji pripadaju svakom od
skupova A .
Nekaje F nepraznafamilija podskupovaskupa S, zakoju vrijedi:
1) akosu A, Be F,ondasui AUB, AnNBeF,
2) &koje A€ F,ondajei cCAc F.
Familija F sasvojstvimal) i 2) zove se polje skupovanaskupu S.
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Najjednostavniji primjeri polja skupovasu:

1

2.

3.

Fi= {®7 S}
F. =P(S
skup svih kona€nih podskupova skupa S, zajedno sa skupom

svih podskupovaod S koji su komplementi kona&nih podskupo-
vaod S.

Nadalje, pozornost usmjeravamo na svojstva operacija U, N, C.

Teorem 1.1. Nekaje F polje skupova na nepraznomskupu S. Onda
za proizvoljne A, B, C € F vrijedi:

1
la)
2.
2.a)
3
3.a)
4.

4.a)
5.

AUB=BUA
ANB=BNA
AU(BNC)=(AUB)N(AUC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC
AU =A
ANS=S
AUCA=S
ANcA=10
0+S

} zakoni komutacije

) o
) zakoni distribucije
} zakoni neutrala

} zakoni komplementa

Dokaz se lako moze provesti izravno iz definicije operacija U, N, i
¢, te definicije jednakosti dvaju skupova.

Pokazat cemo, medutim, jednu rigoroznu metodu dokaza skupovnih
jednakosti. Uvodimo najprije posebnu notaciju:

A B ZnaCenje

1 1 xeA i xeB
1 0 xeA i x¢B
0 1 x¢A i xeB
0 0 x¢A i x¢B

Zailustraciju dokazat éemo svojstvo 2.a) iz teoremal.1.
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A B C BUC An(BuC) AnB AnC (AnB)U(ANC)
111 1 1 1 1 1
110 1 1 0 1 1
101 1 1 1 0 1
100 O 0 0 0 0
011 1 0 0 0 0
010 1 0 0 0 0
001 1 0 0 0 0
000 O 0 0 0 0

Prematome ispravnost svojstva 2.a) djedi iz jednakosti 5. i 8. stupca.

U teoremu 1.1. valja uoCiti da se svojstva od 1. do 4.9) javljgju u
parovima. Zanjih kazemo da su dualne formule, a dvije binarne operacije
Ui N, kaoi dvaistaknutaelementa () i S su dualni elementi. U algebri
skupovavrijedi, naime, princip dualiteta.

Princip dualiteta. Ako je neka formula algebre skupova izvediva
primjenom zakona iz teorema 1.1., onda jeizvediva i dualna formula, koja
se iz polazne dobije tako da elemente zamijenimo njihovim dualima.

Primjedba 1.3. Od dvije dualne formule (tvrdnje) dovoljno je do-
kazati samo jednu, jer iz ispravnosti jedne, na temelju principa dualiteta,
dijedi ispravnost i druge.

Algebra skupova je uredenaSestorka (F(S),U, N, c, 0, S), gdieje:
F(S) — poljeskupovana S
U,N — binarne operacije
C — unarnaoperacija
() — prazan skup
S — neprazan skup.

Primjer 1.1. DokaZitedajeuredenasestorka (P(S),uU,n,c,0,S) a-
gebraskupovana S.

> Najprije dokazimo daje P(S) polje skupovana S.

1) Nekasu A, Be P(S). Ondasu A, BC S,paje AUBC Si
ANBC S,atoznaCidasu AUB e P(S) i AnNB e P(S).

2) Nekaje A € P(S). Ondaje AC S,pajecA=S\AC S,ato
znati daje cA € P(S).
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Prematome P(S) je polje skupova, ateorem 1.1. vrijedi za bilo koje
polje skupovapavrijedi i za P(S), iz tegaizlazi daje (P(S),uU,n,c, 0,9
algebra skupova.

Primjer 1.2. Nekaje AC N, = {1,2....,n}. Ondafunkciju

_ 1, zaxeA
it = 1L = { o =t
zovemo karakteristi¢na funkcija podskupa A. Pokazati davrijedi:
1) fg(x)=0
2) an(X) =1

3) fAmB(X) = fA(X) (X)

4) faue(X) = fa(X) + fa(X) — fa(X) - fa(x)
5) fA(X) = fB(X) — A=B

6) fCA(X) =1- fA( )

7) fR(X) =fa(x)

8) fas(X) =fa(x) - (1 —fg(x))

> 1) Nekaje x bilo koji elementiz N,,. Ondaje x € ¢ = Np, pa
je po definiciji fg(x) = 0.

2) Nekaje x € N, pax € @ = cNp, aodatleizlazi fy, (x) = 1.

3) 1° Nekaje x € AN B. Odatle, sjedne strane zakljucujemo da je
fans(X) = 1,asdrugestranex € Ai x € B,pajefa(x) =1i fg(x) =1,
odnosno fa(X)-fg(x) = 1, to zna€i davrijedi fans(X) = fa(X)-fg(x) =1
zaxe ANB.

2° Neka x ¢ AN B, pajesjedne strane fang(X) = 0, asdruge
strane je x € ¢(ANB) = cAUCB, &oznafi daje x € Aili x ¢ B, a
tomozemopisati (X ¢ Ai xeB)ili (xe Aix¢gB)ili (XA
x ¢ B). Odatleizlazi fa(x) =01 fg(x) =1 ili fa(x) =11 fg(x) =0 ili
fa(x) = 0ili fg(x) = 0. U svakomduCajudajeimamo fa(x)-fg(x) =0,
paje fars(X) = fa(X) - fg(x) =0 zax ¢ ANB. Dakleiz 1° i 2° izlazi
3).

4) Sliéno dokazu pod 3).

5) Nekaje fa(x) = fg(x). Dokazimo najprije daje A C B. Neka
je x bilo koji elementiz A. Ondaje fa(x) = 1, paje zbog pretpostavke
iz primjera fg(x) = 1, ato znati daje x € B. Dakle vrijedi A C B.
Analogno bi pokazali daje B C A, ¢imebi i 5) bilo dokazano.

6) frn.(X) = feaua(X) = fea(X) + fa(X) — fea(X) - fa(X)

1="fea(X) +fa(x) = fea(X) - fa(x) (1)
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Sdruge strane uzmimo bilo koji x € N, paje x € Aili x e cA tj. x€ A
ili x¢Z A, Stomozemopisati (x€ Ai X&CcA)ili (x¢g Ai xecA),ato
daljedaje (fa(x) =1 i fea(x) =0) ili (fa(x) =01 fea(x) =1). U sver
komsluéajuje%\dafA(x) fea(X) = 0, paiz (1) izlazi 1 = fea(X) +Fa(X),
fi. fea(x) = 1~ fa(x).

7) 1° Nekaje x € A, paje f2(x) =12 =1 =fa(X).

2° Neka x ¢ A, paje f2(x) = 02 = 0 =fa(x).

8) BuduCi daje A\ B = ANcB, to je fag(X) = fans(X) =

fa(X) - fea(X) = fa(X) - (1 = fa(x)).

Oznatimo sada s K(Np) skup svih karakteristicnih funkcija podsku-
povaod N, i nekasuna K(Ny) definiranedvije binarne operacije + i -,
te jednaunarnaoperacija’ ovako:

(f +9)(x) = max{f (x),g(x)}
(f-9)x) =f(x)-9(x
f'(x) =1-f(x)
Onda je uredena Sestorka (K(Np),+,-,”,0,1) agebra karakteristicnih
funkcija, pri ¢emu je 0 karakteristiCna funkcija praznog skupa, a 1 ka-
rakteristiCna funkcija skupa N,. Za tu uredenu Sestorku vrijedi teorem
analogan teoremu 1. Naime, dovoljno je uoCiti dapodskup A C N, mozZe-
mo zamijeniti funkcijom fa € K(Np), aoperacije +, -, ' saoperacijama
U, N, c. Preciznije izrazeno, algebra karakteristicnih funkcija K(Np)
izomorfnaje algebri svih pripadnih podskupovaskupa Np, .
K(Nn) < (Nn)
+ «— U
c— N
PR C

0——10

1+— Nj

Primjedba 1.4. Zafunkciju f : A — B kazemo daje izomorfizam,
akoje f bijekcijakojacuva operacije.
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1.1
1.2.

1.3.

14.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

Zadaci

U kakvom su odnosu skupovi 0, {0}, {{0}}?
Zadani su skupovi A = 0, B= {1}, C = {1,2}, D = {1,2,
3,4} . Popunitetablicu

C | A B C D

A

B

C

D
tako da na odgovarajuce mjesto upisete 1 ili 0 vet prematome da
li je neki skup podskup drugog skupaili nije.
Zadani su skupovi A = 0, B= {1}, C = {1,2}, D = {1,2,
3,4} . Popunitetablice:

U/ABCD n|[ABCD \|ABCD
A A A
B B B
C C C
D D D

Ako je A = {{1,2},{2,3},{1,3},{{1,2}}}, koja su rjegenja
ovih skupovnih nejednadzbi:

1) XC{1,2}; 2) {1} C X; 3) Xc{1,23}7
Kojarelacijapostoji izmedu skupova A i B, ako vrijedi:
1) AUB=ANB; 2) AnB=A; 3) AuB=B?

Nekasu A, B, C hilo koji skupovi. DokaZite da vrijedi:

1) akoje ACB,ondaje ANCCBNC,

2) akoje ACB,ondaje AUCCBUC.

Nekaje U = N, A= {1,2,3}, B = {1,2,3,5}. RijeSte ove
skupovne jednadzbe;

1) AUX=B; 2) AnX=1{12}; 3) A\X={1}.
Dokazite da svako polje skupovana S sadrzi bar 2 elementa () i
S.

Dokazitedaje F = {(), S} poljeskupovana S.
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1.10.

1.11.

1.12.

113
1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

Zabilo koji skup A € F(S) vrijedi AU S = S. Dokazite. Kako
glasi dua (dualnaformula)? Dokazite ga.

Zabilo koji skup A € F(S) vrijedi: AUA = A (idempotentnost
unije). Dokazite. Kako glasi dual? Dokazite ga.

Zabilokoji skup A € F(S) vrijedi: c(cA) = A (zakoninvolucije).
DokaZite.

Dokazitedaje cf) = S. Kako glasi dual? Dokazite ga.

Akosu A, B € F(S) takvi davrijedi AUB=Si AnB =,
ondavrijedi B = cA (ili A= cB). Dokazite.

Nekasu A, B € F(S). Ondavrijedi AU (AN B) = A (zakon
apsorpcije). Dokazite. Kako glasi dual? DokaZite ga

Nekasu A, B € F(S). Ondavrijedi c(AUB) = cANcB (de
Morganov zakon). Dokazite. Kako glasi dual? DokaZite ga.
Zabilo koje skupove A, B, C € F(S) vrijedi:

1) c¢(cAucB)=ANB; 2) AU(cANB) =AUB;

3) AU (BUC) = (AUB)UC (zakon asocijacije).

DokaZite. Kako glase duali? Dokazite ih.

DokaZite da je skup svih kona€nih podskupova skupa S zajedno
sa skupom svih podskupovaod S koji su komplementi konacnih
podskupovaod S, polje skupovana S.

Nekasu A, B, C hilo koji skupovi iz U. DokaZzite:
1) c(c(AuB)N(cAucB)) =AUB;

2) (AnB)U(ANcB)U(cANB)=AUB;

3) (ANBNC)U(cAnBNC)ucBuUcC=U.
Pojednostaviti:

1) AnB)Nn(BNC)N(CNA);

2) (AUB)U(BUC)U (CUA);

3) (AucB)n(cAucB)n(BU(ANB)).
Nekasu A, B, C bilokoji skupovi iz U. DokaZzite:
1) An(B\C)=(ANB)\C;

2) (A\B)U(A\C)=A\(BNC).

Nekasu A, B, C bilo koji skupovi iz U . Dokazite:
1) C\(AUB)=(C\A)N(C\B);

2) C\(A\B)=(C\A)U(CNB);

3) (A\B)\C=A\(BUC).
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1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.
1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

RijeSite djedete skupovne jednadzbe:

1) c(c(cANB)NcA)NA=X;

2) XU(AN(cANB))=B;

3) XN(AU(BUCA)) =BnN(ANcB);

4) AnX=(ANB)NcB.

RijeSite ove skupovne jednadzbe:

1) X=A\(A\B); 2) c(XUA)Uc(XUCA) =B;
3) XU(ANB) =A; 4) (X\B)\C=A\(BUC).
Akoiz SC AUB dijedi SC Aili SCc B, ondajeili A cC Biili
B C A. Dokazite.

Za skupove A = [-1,5), B = [0,7], C = [-5,5] provjeri-
te jednakost AN (BAC) = (AN B)A(AN C) gdje je AAB si-
metricna razlika skupova A i B, koja se moze definirati ovako:
AAB = (AUB)\ (ANB).

Medu danim relacijama odredite one koje su istinite

1) AAA=(; 2) (AAA) CA; 3) AAA=A;
4) AC (AAA); 5) AAD = ().

Dokazite:

1) A\ B= (AAB)NA; 2) A\B=AnNCcB.

Sto se mozeredi o skupovima A i B akoje AAB = ()?

DokaZite da za simetricnu razliku skupova, definiranu formulom
AAB = (A\ B)U (B\ A) vrijedi:

1) AAB = BAA; 2) AA(BAC) = (AAB)AC;

3) ANB = (AAB)A(AUB).

1) Zaskup S= {0,1, {1}, {0, 1}} napiSite partitivni skup.

2) NapiSite skupove: P(0), P(P(0)), P(P(P(0))).
Zaskupove A= {xeN|0<x<3},B={xeN|3<x<5}
provjeritedali vrijedi:

1) P(ANB)=P(A)NP(B);

2) P(AUB) D P(A)UP(B).

DokaZite:

1) P(ANB) =P(A)NP(B);

2) P(A)UP(B) C P(AUB);

3) akoje AC B, ondaje P(AUB) = P(A) UP(B).
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2.

Uvod u matematicku logiku

2.1. Algebra sudova (izjave)

Pojam suda. Operacije sa sudovima.

Sud (izjava) je svaka reCenica za koju znamo ili mozemo utvrditi da
li jeidtinitaili neistinita (istodobno ne moZe biti oboje. Treta mogucnost
jeiskljucena).

Sudove oznaCavamo velikim latinickim slovima. U vezi sa svakim
sudom govorimo o vrijednosti njegoveistinitosti. Zasud A sa tA oznaCa
vamo istinitost toga sudai stavljamo:

tA=T (ili tA=1) akojesud A istinit

tA= 1 (ili tA=0) akojesud A neigtinit.

Time je, zapravo, definiranafunkcija

t:S—{T,L}
gdje je S skup svih sudova. Elemente skupa S oznatavamo malim lati-
nickim slovima, i zovemo ih varijable algebre sudova.

Primjer 2.1.
A 7jeprost broj.
B : Spanjolskaje u Aziji.
5

C:6:5.
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tA=T,tB= L.
C nema vrijednost istinitosti, jer nije definirano dijeljenje s nulom,
paprematome C nije sud.

Dalje, zanas su od interesa operacije sa sudovima, ili nacini kako se
formirgju slozeni sudovi.

Neka su x, y neki sudovi. Osnovne logicke operacije definirgju se
ovako:

Negacijasuda x jesud: Nije x.

Konjunkcijasudova x, y jesud: xiy.

Digjunkcija (inkluzivna) sudova x, y jesud: xili y.

Implikacijasudova x, y jesud: Ako x onday.

Ekvivalencijasudova x, y jesud: x akoi samoako y.

Zatelogicke operacije upotrebljavamo posebne simbole:

AV, =, = .
Onda se gornji sudovi, redom, pisu:
=X, XAY, XVY, X =y, X < V.

Istinitost tih sudova, u zavisnosti od istinitosti polaznih sudova, utvrdu-
je se tzv. tablicom istinitosti (ona se moze uzeti za definiciju pojedine
operacije!).

x|x A|TJ_ v|TJ_

T‘J_ T‘TJ_ T‘TT

1| T 1] 1L L 1] T L
:>|TJ_ <:>|TJ_
T‘T 1 T ‘T 1
L |7 7T 1L | L 7T

Primjedba2.1. U implikaciji x = vy, X se zove pretpostavka
(antecedenta), a y zakljuCak (konsekventa).

Primjer 2.2. Nekasu dani sudovi:
x: Broj v/2 jeiracionalan.
y: Split je u Svedskoj.
Napisite sudove:
1) —x; 2) XA\Y; 3) xVy; 4) x = v, 5) X <=y
i odrediteim vrijednost istinitosti.



12 2. UvoD U MATEMATICKU LOGIKU

> 1) —x: Broj v/2 jeracionalan. t(—x) = L,
2) XAy: Broj v/2 jeiracionalani Split je u Svedskoj. t(xAy) = L,
3) xVy: Broj v/2 jeiracionaanili je Splitu Svedskoj. t(xvy) =T,
4) x = y: Akoje v/2 iracionalan broj ondaje Split u Svedskoj.
tx = y) =1,
. 9 x = y: V2 jeiracionalan broj ako i samo ako je Split u
Svedskoj. t(x <= y) = L.

Formule algebre sudova.

|zrazi (konatni) koji se izgraduju iz konstanti (T i L) i varijabli,
pomotu operacija —, A, V, = , <= Uz upotrebu zagrada, zovu
se formule algebre sudova. Npr. x, L, XA T, (xV-y) = y s
formulealgebre sudova. Broj zagradau formulamamoze sei smanjiti, ako
prihvatimo, po definiciji, dau nizu <— , = , v, A, = svaki Clan
veze jate od svakog koji mu prethodi. Tako npr. umjesto x = (yV 2)
mozemo pisati X = yV z, di uformuli (xVy) A z zagrade ne smijemo
ispustiti.

Formule A i B su istovrijedne (logicki ekvivalentne, semanticki
jednake) i pisemo A = B, ako je za svaku mogucu kombinaciju vri-
jednosti istinitosti njihovih varijabli sudova ispunjeno tA = tB. Npr.
X = —-X=-XA(X = Yy) u8&o se mozemo lako uvjeriti ako
sastavimo tablicu istinitosti.

Od posebnog su interesaformule koje su uvijek istinite, bez obzirana
vrijednost njihovih varijabli sudova, i zovu se tautologije ( identicki isti-
nite formule), i formule koje su uvijek neistinite, a zovu se antitautologije
(identicki neistinite formule, kontradikcije). Npr. x V —x je tautologija, a
X A =X je antitautologija.

Primjer 2.3. Ispitajte kakve su formule:
A=Xx = (y = X)

B=-(Xx = (x =Y))
C=x= yY)A(Yy = X).

> Sastavimo tablicu istinitosti
x|y|x|x=y|ly= x| x=y|x= (-x = y)|A|B|C
T|T| L T T T T T|IL|T
T|L| L 1L T T T T|IL|L
LT T T 1 T T T|IL|L
LT T T 1 T T|IL|T
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A jetautologija, B je antitautologija, a C nije ni tautologijani antitauto-
logija. Kazesedaje C ispunjivaformula(postoji kombinacijavrijednosti
istinitosti varijabli od kojih je sastavljenatako daje tC = T) i C jeobo-
riva formula (postoji kombinacija vrijednosti istinitosti varijabli od kojih
je sastavljenatako daje tC = 1).

Analogon teoremu 1. pog. | je:

Teorem 2.1. Zabilokojesudove x, y, z, T —istinitsudi L —lazan
sud, vrijedi:

1 XVy=yVXx

l.a) XAY=YAX

2. XA(YVZ)=(XAY)V (XA2)
2.a) XV(YAZ) = (XVY)A(XV2)
3. XV L =x

3.a) XAT =X

4. XV-X=T

4.a) XA—X=1

5. 14T

Dokaz se moze lako provesti pomocu tablice istinitosti. U teore-
mu 2.1. uoCavamo da se prvih 8 jednakosti javlja u parovima. Tako npr.
4.8) nastgjeiz 4. zamjenom V sa A, T sa L. To nijeslugjno. | ovdje
vrijedi princip duaiteta.

Princip dualiteta. Ako je neka formula algebre sudova izvediva
primjenom jednakosti iz teorema 2.1., ondajeizvedivai dualnaformula

Duana formula se dobiva iz polazne formule tako da se u polaznoj
formuli uCine djedete zamjene: V sa A, AsaV, Tsal, L saT.
Npr. dualna formula formule F = (x Ay) = (xV —y) je formula
FfF=xXxVy = (XA-y).

Algebrasudovaje uredenagestorka (S, v, A, =, L, T), gdieje

S={T,1}

V, A — binarnelogicke operacije

- — unarnalogickaoperacija

1 —lazansud

T —istinit sud
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Postoji velikadli¢nost izmedu algebre skupovai algebre sudova. Tre-
ba samo uvidjeti da su moguce ove zamjene:
skup «— sud
Ue——V
N +—— A
C+——
Toznali dajeal gebrasudovaizomorfnaalgebri skupova (P(S), U, N, c,®,S),
gdieje S= {a}. Pri tomeje
P
T+—S

Funkcije algebre sudova. Nor malne forme.

Formule algebre sudova mozemo smatrati izrazima za neke funkcije,
tj. svaka formula algebre sudova na prirodan na€in definira neku funkciju
(zovemo je Booleova funkcija) algebre sudova s vrijednostima iz skupa
{T,L}.

Npr. ako je dana nekaformula

=(XVY) V(XA (14+1=2))
ondato mozemo shvatiti kao funkciju
F:Xy)— (XVYy)V(=XAT)
gdieje T =t(1+4 1 = 2), pamozemo pisati
F(XY) = ~(XVY) V (-XA T)

Naravno, tablicom istinitosti lako je utvrditi datafunkcijapoprimavrijed-
nosti iz skupa {T,_L}.
Takoimamo F(T, L) ==(TVL)V(LAT)=LVvVL=1,itd
Od osohitog je interesa pitanje kako danoj funkciji pridruziti pripadnu
formulu.
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Primjer 2.4. Nekaje danatablicaistinitosti zafunkciju F(x,y, 2):

X z | F

FEEEAAAA
e e e I 1
e B e
N

Konstruiragjte formulu za tu funkciju.

> Sigurno mozemo pisati ovako:

F(X,y,2) = (LAXAYAZ V(T AXAYA=Z)V (LAXA-YAZ)
V(LAXA=YA=Z)V(TA-XAYAZV(LA-XAYA-Z)
V(TA-XATYAZ)V (LAXA-YA-2Z)

F(X,¥,2) = (XAYA=2Z) V (-XAYAZ)V (XA YA 2Z)

Ovgj izraz predstavljatzv. perfektnu disjunktivnu normalnu formu. Dakle,
ovaformaima onoliko komponenatadisjunkcije koliko u stupcu za F ima
znakova T , paje naosnovu togalako odmah napisati kona¢nu formulu.

Ali, danu funkciju mozemo zapisati i ovako:

F(X,y,2) = (LV-XVayV=z) A(TV-XV-yVz)
A(LV-XVYV-Z)A(LV-XVYVZA(TVXV-yV-z)
A(LVXVaYyVZOA(TVXVYV -2 A(LVXVYVZ)

F(X,y,2) = (-XV oy V =Z) A (-XVYVZ) A(-XVYV2Z)
AXV-YyVZ)AKXVYVZ)

Ovo je tzv. perfektna konjunktivna normalna forma (dual na disjunktivnoj

formi). Onaima onoliko komponenata konjunkcije koliko u stupcu za F
imaznakova L , paje opet jednostavno napisati konanu formulu.

*

* *

Generalizacija. Nekasu A, Az, ..., A, formule dane u obliku
konjunkcije . . _
XEAXE A AXS (1)
gdiesu x1, Xz,..., X, varijable algebresudova, i € {T, L}, X = x ako
jei=T,Xx=-xa&ojei=_1.
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Onda perfektna digunktivnanormanaformaod n varijabli glasi
F(X1,..., %) =A1 VA V...V A,
Dualno se definira perfektna konjunktivnanormalnaformaod n varijabli
FXt,..., %) =ALAAA ... AN Ay
samo su sadaformule Ay ,. . ., A, daneu obliku digunkcije
XEVXEV LV 2
pricemuje X =x akojei= 1, X =-x akojei=T.

Primjedba 2.2. U formulama (1) i (2) dolazi varijablaili njena ne-
gacija samo jednom.

Primjedba 2.3. Funkcije algebre sudova od nula varijabli su kons-
tante T i L, $to mozemo pisati:

Zadaci

2.1.  Medu djedetim reCenicamanadite sudovei odredite im vrijednost
istinitosti:

. Zagreb je ngjveti grad u Europi.

: 451 je prost broj.

: Neparan broj x je bez ostatka djeljiv s 5.

: Ako vrijedi Talesov teorem, ondaje 4% = 2*.

: Volite li matematiku?

: Kolikaje sumaprvih n prirodnih brojeva?

1 2x—3>0.

2.2.  Nanekom srednjovjekovnom sudenju optuzenomjereteno:“ Moras
dati jednu suvislu izjavu. Ako onabude istinita (i samo onda) bit
€eS objeSen, a ako bude neistinita (i samo onda) odrubit ¢emo fi
glavu”. Optuzeni odgovori:“Odrubit ¢ete mi glavu”. Dali je ova
posljednjareCenica sud? Dali se tom izjavom optuzeni moze spa-
siti? Znateli neku drugu izjavu koja bi mogla spasiti optuzenoga?

OTMTMmMmoO®>»
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2.3.

24.

25.

2.6.

2.7.

Odredite vrijednost istinitosti ovih sudova:
D D)+ (=2 +(=3) = (=) +(=2) + (=3);

3 4 7 3 11
_2\0 _ _1- 0 — _— -
4) (-2) 1; 5) 5% =1
6) J—8=-2; 7) | —5>5;

8) Skup Z jepodskup skupa R.
9) Postoji trapez koji ima dva prava kuta.
10) Sumavanjskih kutova svakog trokutaiznosi 180°.

Pomocu sudovaiz zadatka2.1. i simbolalogickih operacijazapisite
dljedete sudove:

1) Zagreb je ngjveti grad u Europi i 451 je prost broj.

2) Ako vrijedi Talesov teorem, onda je 4° = 2% ili Zagreb nije
najveti grad u Europi.

3) 451 je prost broj ondai samo onda ako je Zagreb najveti grad u
Europi.

Odredite vrijednosti istinitosti tih sudova.

Dani su sudovi:

A: 5> 6, B: 3|6, C: V(3,4 =24.
Procitajte ove sudove:

1) AA-B; 2) -Bv -A;

3) C = (AAB); 4) (A= C)VvB.
Dani su sudovi:

A: 2jeparanbrgj.

B: Iltalijaje mediteranska zemlja

C: =& jeracionalan broj.

Napisite rijeCima ove formule:

1) AVB; 2) Av —B; 3) B = A;

4) (-A = C)AA; 5 (-AAB) < (AvV -B).
Odredite vrijednost istinitosti tih sudova.

Nadite vrijednost istinitosti suda

(3<2 < —(2<2)Vv2>3)A3<3.





