1.

Definicijai neki primjeri matrica

Matrica je svaka pravokutna shema brojevaoblika

|'8.11 dip ... An
dp1 Az ... A
- { D E ©
Aml am2 ... @m
gdesua €eR,i=1,..., m; j=1,..., n. Brojeve &; nazivamo
elementi matrice.* Matrice oznaCavamo velikim slovima:
3 1
2 1 1357
A_[Sl]’ B = gfé’ C_{2468]'

Matrica A ima dvaredkai dva stupca, matricaB ima 3 redkai dva
stupca, amatricaC ima 2 redkai 4 stupca.

(1) je opti oblik matrice. Onaimamredakai n stupaca. Kazemo da
jetipa (m,n) (ili reda (m, n)). Elementi sujoj brojevi &, gdje indeksi
predstavlja broj redka, aindeksj broj stupcau kojem se element nalazi:

* Elementi matrice mogu biti i kompleksni brojevi, ali i drugi objekti, poput funkcija,
vektora, pai samih matrica. Ako su elementi matrice realni brojevi, nazivamo ih josi skalari.
Mi €emo proucavati samo matrice s realnim brojevima
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opéi element
¥ matrice

o O

indeks f/ Z \+ indeks
retka stupca
S. 11

Krate matricu zapisujemo: A = (&;).

Ako je broj redaka matrice jednak broju stupaca, tj. m = n, ondaje
zovemo kvadratna matrica reda n. Matricu tipa (1, 1) poistovjeCujemo s
realnim brojem. Matrica Ciji su svi elementi jednaki nuli (a; = 0, Vi, Vj)
zove se nul matricai oznaCavasO.

Zakvadratnematrice (i samo zanjih!) definiramo dijagonalumatrice
—onasadrzi elementesjednakimindeksima: a;1, ay, . . ., @n. Akosumat-
rici svi elementi izvan dijagonal ejednaki nuli, ondaje zovemo dijagonalna
matrica. Dijagonalne su matrice:

1000 an 0 0

30 288 0200 0 ap ... O
02/ ’ 0030/’ Lo
004 0004 _ '

0 0 ... am

Dijagonalna matrica Ciji su dijagonani elementi jednaki 1 (a; = 1,
i =1, ..., n) zove se jedinicna matrica i oznaCava s 1. Jedini¢ne su

matrice:
10...0
10 100 01...0
{01}’ 010, Tl
001 PR e,
00...1

Kvadratnaje matricagornjatrokutasta ako su svi njeni elementi ispod
dijagonale jednaki nuli, kao, na primjer:

HeNF

a;; a2 ... A
] 0 ay ... an
y . . .

OOoON

3
2
1 Do T
0O O ... am
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Kvadratna je matrica donja trokutasta ako su svi njeni el ementi iznad
dijagonale jednaki nuli, kao na primjer:

aap 0 ... O

70 500 a ap ... 0
33l [100] S
001 PonoTe

an1 &2 ... Am

Dvije matrice A i B su jednake ako
1) istog sutipa (jednak broj redakai stupaca),
2) imaju jednake odgovarajuce elemente (a; = by, Vi, Vj).
Matrica B je transponirana matrica matrice A ako je
bj =&;, zasve i,j.

Redci matrice B su stupci matrice A (u istom poretku) i obratno. Ma-
tricu B oznatavamo s AT. Ako je matrica A tipa (m, n), onda je matrica
AT tipa(n, m). Evo nekoliko primjeratransponiranja:

[32 T _[34
A‘_45} — A _{25}
(20
A=|12 zAT:[géﬂ
|13 4
[@11 @12 ... aun a1 a1 ... ami
dp1 Ay ... Ao T app a2 ... am
A=1| . . . = A' =| .
LAmi @m2 ... Amn Ain A2n ... Am

OcCigledno je davrijedi:
(i) AkojeA dijagonalnamatrica, ondaje A" = A.
(i) AkojeA gornjatrokutasta, ondaje AT donjatrokutastai obratno.
(i) (AT)T = A, zasvaku matricu A.

(iv) Zakvadratnu matricu transponiranjejeisto %o i zrcaljenje elemenata
matrice s obzirom nadijagonalu.

MatricaA jesimetricnaakoje AT = A (aj = aj, Vi, Vj). Simetri¢na
matrica je nuzno kvadratna. Primjeri:

13 7
12] |2 3.5 |3 01
21 |3 37% 711

8 2-3
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MatricaA jeantisimetritnaakojeA " =—A (aj=—a;, Vi, Vj). Anti-

simetricnamatricaje kvadratnai imanulenadijagondi jer a; = —a; —
aij = 0, Vi. Primjeri:
0-4-5 1
0 -4 g _(2) _é 4 0 3-1
4 0 1730’5—300'
-1 1 0 O

Matricakojaimasamo jedan redak naziva se vektor—redak, a matrica
koja ima samo jedan stupac naziva se vektor—stupac. Svaku matricu tipa
(m, n) moZemo shvatiti kao da je sastavljena od m vektora—redakaili n
vektora—stupaca.

1.1. Kojeg sutipasdjedete matrice:

i 7 -8
@ [35); o [o3 5 o |-swf
L 11 12
300]. . .
) |50 0], & [8-340]; f)I[7]
(00
1.2. Kako nazivamo sljedete matrice:

[ 3 5 6 i

a | 7-1 2| b) 888
-1 3-1 L
"7 000 4317

g |0-500] g |02 23|
0 000/ 00 00|
0 001 00 01
r1000 10001

g |0100] 6 |5200]
0010] 6730J’
0001 8904
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4 2 1
9) |2 3-1|;
1-1 7

i) [230 —-4]?
13.
[2 5 .
aA=| - 3-1};
-7 -0
1 .4 .
c)A=|-32.- 3 |;
51 -2
ra 3 log2
9 A= -nf7smoc;
e o -
L -2 m
1.4.
(5 2 .
QA= .- 11},
| -4 - 3
r3 -4 - X
- P
0) A= y 2 —e
L 0 In5
1.5.
[3 b O
a)A=|a-5¢c|;
|0 O=x
[ 22 Inb a®—c?
) A=|c+2 #° b?>—1|.
-8 0 7

01 3-1
-10-2 O
h) -32 0-5]|

10 5 0

Odredi sve elemente matrice A tako da ovabude simetri¢na:

2 - 8
by A=|1-5-|;
. —43
ro 2 - 1
=1 - 4
DA=15g 3 .|
L -15
a—b?> . -5
B 3 7w Xty
A= - cosx 1
e 2 -1 ¢

Odredi sve elemente matrice A tako da ona bude antisimetricna:

amn -
b)) A=|.- -b . |;
e n® 3

Odredi parametrea, b, ¢ € R tako damatrica A bude dijagonalna:

0 loga a’-c
b) A= [log;c = o |;
0 -1 tg5
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Odredi parametrea, b, ¢ € R tako damatricaA bude gornjatroku-
tasta:

2 0 -5 —5 In(3n) —4
a)A=| ¢ -z In3|; b)A=| sna -€& c |;
|4-b1-a® 5 tglbr) 0 2
[ x -3 -1
¢0A=| 2-lna x* -al.
| 10+logbh 1-¢® ¢

Odredi parametrea, b, ¢ € R tako damatrica A bude donja troku-
tasta:

1.8.

1.9.

[2 a?—4 b?—c?
a) A=|b a a’>-b?|;
|5 c-1 b
[ a logla—c| sinbn
b) A=| -1 bP-c  4-¢
| —c  a-b a+p*-¢?

Odredi parametrea, b, ¢ € R tako damatricaA bude trokutasta:

a) A=

b) A=

[a®+1 logc a?—c?
b bl-—c 1-7° |[;
| 1-c -3 (ab-1)2

-1 & -1

| a—v2 1-a" logc

[ sin(bz) b-a ab+c]

Nadi transponiranu matricu sljedetih matrica

a) {_i

d)

13].
24|

35
727 -1
b)[ ]; 9 |-12|;
121 3 B
40 0
) {3(1)] ) log of:
00 -7
a 00 03 7
h |[bdol; iy |-30-1];
cef -71 0

k) [4 —2 0 —1].
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1.10. Nadi transponiranu matricu sljedetih matrica:

s 1.3 51 5 1-3 4
1.3 4-5
a| 05 3-7|; b) ;
41 0 o 34 5-1
I i 4-5 1 3
r 2 —e -3 17
9 -e-1 0 =&
3 0 0-2|
L-1 © -2 1]
1.11. Jesuli jednake matrice A i B:
2 37 2 37].
a)A:{4—12}’B:[4—13}
237
b)A—{ig;],B— 403|;
000
1 2 3 1-2-3
C)A__—1—2—3}’B_[ 1 2 3}

1.12. Zakojea,b,ceR SUJednakematnceAl B:
43 a
a)A:_bZ—l}’B [ 12 1}

(3 a4 304].
b)A_bSC}’B[—153}’

2 a 2alj.
C)A:[b c}’B:{bco}’

or-[25) o= 23]
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2.

Operacije smatricama

Neka je M, skup svih matricareda (m, n) i nekasu A, B € M.
Zbroj matrica A i B definiramo sa:

A+B=C, Cij=&j+bij, C € M,

tj. element matrice C namjestu (i, j) jednak je zbroju elemenatamatricaA
i B natom istom mjestu. Primjeri:

EE{E e

3 0-7] [0-25] _[3-2-2
0-1-2|7|3-10] [3-2-2]

[a11 a2 aus b1y by bz a1+bi1 ait+bi ags+bis
ay ax a3 |+ | ba by by ag+bo1 axn+byn ax+bys |.

| A1 Az ass 31 bz b3 ag1+bs1 Az +bzy ags+Dss
Matrice

2 4] 32 4
A:[OJ ! 52{103}

ne mozemo zbrojiti jer nisu istog reda.

Nekaje o € R, A € My,. Umnozak matrice A realnim brojem
(skalarom) o definiramo sa:

aA = B, bj = o -aj, B e Mm,

tj. matricu mnozimo skalarom tako da svaki njen element pomnozimo tim
brojem.



2. OPERACIJE S MATRICAMA 17

Primjeri:
, [ 23] _[ 46]. 5 [-12 0]_[-3 6 0]
-10| |-20/| 34 -1 912 -3’
ab —-a —b|.
S
a1 ... aAin oag; ... Odin

o - . . =

aQm ... am O8mi ... O@m

Matricu (—1) - A oznatavamo s —A i definiramo oduzimanje matrica
A-B=A+(-1)-B.

NekajezadanonmatricaAy, Ay, ..., Anistog redai nrealnih brojeva
oy, 0, ..., 0. Tadamatricu

A =oAL+ As+ ...+ anAn

zovemo linearna kombinacija matrica A1, Ay, ..., Aq.

Zazbrajanje matricai mnozenje matrica skalarom na skupu My, vri-
jede svojstva:

(i) A+(B+C)=(A+B)+C,
(i) A+ B=B+A,

(i) A+ (-A)=-A+A =0,

(iv) A+0=0+A =A,

(W) o (BA) = (@B)A, a BER,
(Vi) o(A+B)=0A +0B, acR,
(vii) (a+B)A=aA+PA, a,PeR,
(viii) 1-A=A*

* Skup svih matrica My uz operacije zbrajanja matricai mnozenja skalarai matrice Cini
vektorski prostor.
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2.2.

2.3.

2.4.

Izratuna A + B ako je:

2 1-3 012].
a)A:[Sl 2]’ 82[345]’

364 0 1-1
byA=| 201|, B=| 1 0 2|;
102 —1-2 1

C)A:[zgg:g}, B:[ a —b C}.

Provjeri davrijedf A+B=B+Ai(A+B)+C=A+(B+C)
ako su zadane matrice

2 4-1 02 -3 1 3 5
A:[31 5]’82[122]’(::{246]'
|zratungj:
a)2A+%B—Cakoje

(2 -3 36 1 0],
A=1o 1}' B:{—eg}' C:{O—Z]’

b) A — 2B+ 3Cakoje

[ 313
A= 7 ] B=

e) A—AT akojeA = | — .
-1-31

Kakve su matricei zadatcimad) i €)?
DokaZi dazatransponiranje matrica vrijedi:
(i) (A+B)T =AT +BT,VA, B € My;
(i) (¢A)T = aAT,Va € R, VA € Mpp;
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

Neka je zadana kvadratnamatrica A € M,. Tadavrijedi:

a) A+ AT jesimetritna; b) A —AT jeantismetritna.
Dokazi!

Svaka se kvadratna matrica A moZe rastaviti na zbroj simetricne i
antisimetricne. Dokazi da su to matrice

As = %(AJrAT), A= %(AfAT).
10 3
Odredi tematriceakojeA = |2 1 —4|.
32-5
20 21 3
Zadane su matrice: A = 31|,B= { ] IzraCungj:
04 -1
-12
a) 2A +B; b) AT —2B.
Zadane su matrice:
12 3-1
A= 34|, B=1|2 -1/,
-11 3-1
12 -1 -1-31
C:{342}’ D:{—2—41}
|zratuna:
a) 2(A-B)+3(C-D)"; by A-C")+(B-D");
¢ 2AT —-B" —3(C+D); d (AT -B")" +3(C+D)".

Iz matri¢ne jednadZbe A + X = | odredi matricu X ako je:

31 2 100
A=|-10 1|, 1=|010].
001

21 -3

3

Q) 2A-X=1 ,A=] 2
-1

RijeS matri¢ne jednadzbe:

4 2 -
b) A+2X=1, A=| 0 -1 :
-2 -1
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2.11.

2.12.

314 1

Q) 3A_2X = 2B, A= [121}3— 3
2 1

d) 3B—X =2AT, A= 213, 3 1
101 21

Zakvadratnu matricu A definiramo njen trag kao zbroj elemenata
na dijagonali:

trA=ap+ap+...+ an.

Vrijedi: tr (A +B) = trA+ trBi trA = tr (A) . Dokazi!
Nadi trag matrica:
ooy 430
A=|-11 of, B— ,
53 _3 0 1 35
L L 1-1 23
r 10000 “tosr
020014 artg
c=|-12312], Db=|3 7
11043 nb
L 01005 g
. 12 -12 21
S\/akuodmatrlcaA{34],B{ 03},C __13],

D= {_2 _:ﬂ napis kao linearnu kombinaciju matrica

10 01 00 00]
El{o o}’Ez{o 0]7E3{1 o}’E4{o 1l






