1.

Djeljivost brojeva

1.1. Dokazi dajebroj p?> — 1 djeljivs24akoje p > 5 prost broj.

1.2. Nadi sve proste brojeve p takve daje 14p® + 1 takoder prost
broj.

1.3. Dokazi da broj djelitelja proizvoljnog prirodnog broja n nije
veti od 2\/n.

1.4. Koliki se ostatak dobije pri dijeljenju broja 21 s 3, akoliki pri
dijeljenju istog brojas5?

1.5. a) Za koje je cijele pozitivne brojeve n broj 2" — 1 kvadrat
cijelog broja?

b) Isto pitanjeza 2" + 1.

1.6. Koliki mogu biti ostaci pri dijeljenju kubovacijelih brojevas 9?

1.7. DokaZi da postoji beskonatno mnogo cijelih brojeva koji se ne
mogu prikazati u obliku zbroja kubovatri cijelabroja.

1.8. Nekaje 2P — 1 prost broj. Dokazi da je tada p takoder prost
broj.

1.9. Nekaje 2" + 1 prost broj. Dokazi da jetada n potencijabroja
2(n=2%).

1.10. DokaZi dajebroj 72" — 4?" djeljiv s 33.

1.11. Zakojeje prirodne brojeve n broj 20" + 16" — 3" — 1 djeljiv
s323?

1.12. DokaZi da je za proizvoljan cijeli broj n broj n® — 5n° + 4n
djeljiv sa 120.
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1.13. 15 prostih cijelih brojeva Cine aritmeticki niz. Dokazi da je
razlika niza veta od 30000.

1.14. DokaZi da je za proizvoljan n € N broj 521 4 3n+2. on—1
djeljiv s 19.

1.15. DokaZi daje produkt dvije podjednje znamenke kvadrata cije-
log broja paran.

1.16. Moze li kvadrat cijelog broja zavrsavati s Cetiri jednake zna-
menke razlicite od 0?

1.17. DokaZi daje zaproizvoljan n € N broj n* + 4 sozen.

1.18. Dokazi ako je zbroj tri cijela brojadjeljiv sa 6, tada je i zbroj
njihovih kubova djeljiv sa 6.

1.19. Dokazi daje zaproizvoljan m € N broj %H g + % cijel
broj.

1.20. NekKi cijeli broj zapisan je u dekadskom sustavu s 300 jedinica
i odredenim brojem nula. Mozeli on biti potpuni kvadrat?

1.21. Nekaje b podjednjaznamenkabroja 2" ; tadaje 2" = 10a+b.
DokaZi daje broj ab djeljiv sa6.

1.22. Od 15 listova papira je nekoliko listova izrezano na po 10 di-
jelova, zatim se od dobivenih listova jo5 neki izrezu na po 10 dijelovaitd.
Kad su prebrojani dobiveni listovi papira, pokazalo se da ih ima 1963.
DokaZi dasu listovi pogredno prebrojani.

1.23. Nadi ngjmanji prirodan broj koji pri dijeljenjus?2, 3,5, 7i 11
daje ostatak 1.

1.24. Nadi ngjmanji cijeli broj koji pri djeljenjus2,3,5,...,pi,-- -, Pn
(pi je proizvoljan broj izmedu prvih n prostih brojeva) daje ostatak 1.

1.25. DokaZi da postoji beskonatno mnogo prostih brojeva.

1.26. DokaZi dazaproizvoljni n postoji n uzastopnih cijelih brojeva
koji su svi doZeni (tj. bez obzira na to o je skup prostih brojeva besko-
natan, u nizu prirodnih brojeva postoje intervali proizvoljne duzine koji
uopte ne sadrze proste brojeve).

1.27. Dokazi da postoji beskonatno mnogo prostih brojeva koji pri
dijeljenju sa 4 daju ostatak 3, tj. prostih brojeva oblika 4n + 3. To isto
vrijedi zabrojeve oblika 6n+ 5.

1.28. Dokazi da postoji beskonatno mnogo cijelih brojeva koji nisu
oblika p + n? niti zajedan p i n > 1, gdjeje p prost, a n cijeli broj.
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1.29. DokaZi jednakost (2+ 1)(224+1)... (22 +1) = 22" — 1.

1.30. DokaZi dasu dvaproizvoljnabrojaniza 2% + 1= 3,22 +1 =
5,22 +1=17,...2% + 1 relativno prosti. |z togaizvedi dokaz u Zadat-
ku 1.25.

1.31. Najmanjecijelo broja x nazivase najveti cijeli broj ne veti od
X i oznaCavase smbolom |X| .

a) Nadi cjelobrojni dio djedetih brojeva: —1.5, —%, 0, 1, 2%,
3.99.

b) DokaZi dljedeta svojstva cjelobrojnog dijela:

1) [n+x] =n+ x| zacijeli n;

2) |ka/b] > k- |a/b] zacijei k.

1.32. DokaZi dapostoji tocno |N/q] prirodnih brojevakoji nisu veti
od zadanog broja N > 0 i koji su djeljivi zadanim prirodnim brojem q,
(g < N).

1.33. Dokazi da, ako je b > 0 cijeli broj, tadaje |a/b| = | |a]/b]
zaa> 0.

1.34. Sa n! se oznaCava produkt prvih n prirodnih brojeva (n! =
1-2-3-...-n). Dokazi daje najveta potencija prostog broja p kojim
jedjeljiv broj n! jednaka [n/p] + [n/p?] ...+ |n/p™|, gdieje p™ < n,
p™1>n.

1.35. Dokazi da n! niti zajedan n nije djeljivs p", gdjeje p prost
broj.

1.36. Dokazi dajebroj (n!)! djejivs (n!)("—b',

1.37. Zadanasu dvaprirodnabroja a i b. Pri dijeljenju a s b do-
bijamo ostatak r; . Podijelimo b sa r; (o€iglednoje r; < b); dobijamo
ostatak ry; dalje r; podijelimo s r,, dobijemo ostatak rs3, itd. Treba
dokazati da se nakon nekog koraka ovaj postupak prekida (tj. da e neki
ostatak r,_; hiti djeljiv s r,) i da &e podjednji ostatak koji nije jednak
nuli biti ngjveti zajednicki djelitelj brojevaa i b.

1.38. Dokazi da se za proizvoljne cijele brojeve a i b mogu nati
takvi cijeli brojevi m i n davrijedi ma+ nb = d gdje je d najveti
zajednicki djelitelj brojeva a i b. (Posebno, akosu a i b relativno prosti
brojevi tada iz rezultata zadatka dlijedi da postoje takvi cijeli brojevi m i
ndajema+nb=1.)

1.39. DokaZzi: brojevi 2P — 1 i 29— 1 relativno su prosti ako i samo
ako su p i q relativno prosti brojevi. Nadi najvetu zajednicku mjeru
brojeva 2P —1i 29— 1, ako p i q nisurelativno prosti.
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1.40. Dokazi da su svacjelobrojnarjeSenjajednadzbe xX™ = y", gdje
su mi n relativno prosti brojevi, danaformulom x =t" i y =t™, gdjeje
t proizvoljan cijeli broj.

1.41. Dokazi daje log?2 iracionalan broj.

1.42. Kakvi bi trebali biti cijeli brojevi a i b dabi log, b bio raci-
onalan broj?

RjeSenja

1.1. Prvorjesenje. DokaZimo ngjprijedasedijeljenjem prostog broja
p, p > 5 sa6 dobije ostatak 1 ili 5, tj. da se svaki prosti broj veti od 5
moZze napisati u obliku 6k + 1 ili 6k + 5 gdjeje k cijeli broj.

Zaista, ako sedijeljenjembroja p > 5 sa6 dobijuostaci 2, 3ili 4, tada
jetaj broj ili paranili djeljiv s 3 pane moze biti prost broj. Koriste¢i doka-
zanou slugju p = 6k+ 1 odmah dobijemo (6k+ 1)2—1 = 12k(3k+ 1),
dalje je lako vidjeti da je jedan od brojeva k i 3k + 1 paran, a ovo znaCi
daje p? — 1 djeljiv s 24. Slutg p = 6k + 5 promatramo anal ogno.

Drugo rjeSenje. Razmatrgimo brojeve p—1,p,p+ 1. Kakojep > 5
prost broj, tadasu p—1 i p+ 1 parni brojevi, pajejedan od njih djeljiv sa
4,1. p? — 1 djeljivjes8. Daljejejedan od brojeva p — 1, p, p+ 1 djeljiv
s3,akakoje p > 5 prost broj ondajeili p— 1 ili p+ 1 djejivs3.

1.2. p=3. Akoje p # 3 tadaje 14p?+ 1 djeljiv s3. Naime, kvad-
riranjem brojeva p = 3k+ 1 ili p = 3k— 1 dobivamo p? = 9k?> — 6k + 1,
tj. p> = 9k? 4 6k + 1 aobabrojapri dijeljenju s 3 daju ostatak 1. Znagi
daje broj 14p® + 1 djeljivs3. Akoje p = 3, tadaje 14p® + 1 = 127
prost broj.

1.3. Akoje ab = N, tadajeili a < VN ili b < v/N. Djdlitdlji
broja dolaze dakle u parovima od kojih je jedan uvijek manji od /N, pa
jenjihov broj najvise 2v/N.

1.4. Razmotrimokoliki seostaci dobivaju dijeljenjembrojeva 2, 22, 23,
...,2" ..., s3ili s5. Dobivamo:

a21,21,...,

b) 2,4,3,1,2,4,3,1,....

Sada primjetujemo da za n koji je djeljiv sa4 pri dijeljenju broja 2"
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s 5 dobivamo ostatak 1. Pri dijeljenju 2" s3 zaparan n ostatak je takoder
1. Odatleizlazi da su obatraZzena ostatka jednaka 1.

15. @ Broj 2" —1 zan > 1 pri dijeljenju sa4 dagje ostatak 3. Do-
kaZi dakvadrat cijelog brojadjeljenjem sa4 dgjeostatak Oili 1. Zan=1
2! —1=1 jekvadrat.

b) Akoje 2"+1 kvadrat, tadaje 2"+1 = k? i zato 2" = (k+1)(k—1)
tj. k+1=2", k— 1= 2". Odatle, oduzimanjem drugog broja od prvog
dobivamo 2 = 2' — 2™ pajeotitodajem=1, | —-m=1,t. m=1,
| =2 odakledlijedi n = 3.

1.6. Odgovor. 0, 1, 8. Akojebroj n djeljiv s3, tadaje n® djeljivs9.
Ako n nijedjdjivs3, tadaje n=3k+ 1 ili n= 3k+ 2. Ostalo je otito.

1.7. Koristeti rezultat prethodnog zadatkadokazi dase brojevi 9k+4
i 9k + 5 ne mogu predstaviti u obliku zbroja tri kuba ni za kakve cijele
brojeve k.

1.8. Ako p nije prost broj tadase p = k- i broj 2¢ — 1 lako
rastavljgju nafaktore 24 — 1 = (2k — 1)[2K(I-1) 4. 2k(1-2) - 4 2k 4 1],

1.9. Ako n nije potencijabroja2 tadaje n = 2' - n’ gdieje n’ > 1
neparan broj, | > 0; utomslugaju 2"+ 1 = (22)" + 1 djeljivs 22 + 1.

(Koristi ginjenicu daje X< + y< zaneparan broj k djeljivs x + y).

1.10. 77" — 4 = (7%)" — (4%)". Sadakoristi &injenicudaje x* — y
djeljivs x — y zaproizvoljan prirodan broj k.

1.11. Zaparan broj n. Trebanapomenuti daje 323 = 17 - 19.

Odredimo koliki se ostatak dobivadijeljenjembroja 20" +16"—3"—1
sal7i 19, i dokazimo da su za parne brojeve n oba ostatka jednakanuli,
azaneparne n su razli¢ita od nule. Na primjer, nadimo koliki je ostatak
kad se navedeni broj podijeli s 19. Dobijemo: 20 daje ostatak 1, 16 daje
ostatak —3, &0 znaci da 20" + 16" — 3" — 1 dajeisti ostatak kao i

1"+ (=3)"-3"-1=3"(-1)" - 1].
Razmatrajuci analogno ostatak dijeljenja zadanog broja sa 17, lako do-
bijemo da je za paran broj n on djeljiv sa 17 i s 19, a za neparan broj
nije.

1.12. n° -5+ 4n= (n—2)(n— 1)n(n+ 1)(n + 2). 1zmedu pet
uzastopnih cijelih brojeva nati ¢e se dva parna broja od kojih je jedan
sigurno djeljiv s 4, &0 znaci da je njihov produkt djeljiv s 8. lzmedu
3 proizvoljna uzastopna cijela broja nati ¢e se broj koji je djeljiv s 3, a
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izmedu pet proizvoljnih uzastopnih cijelih brojevanati ¢e se broj djeljiv s
5. Daklejebroj djeljivsa120(120=8-5- 3).

1.13. Prije svega primijetimo da se u zadanom nizu ne nalazi niti
jedan iz prostih brojeva 2, 3, 5, 7, 11, 13. Kad bi se bilo koji od ovih
brojeva (npr. 13) nalazio medu zadanima, tada bi prvi ¢lan niza p; bio
jednak jednom od brojeva2, 3, 5, 7, 11, 13. Tadabi i broj p; +p:1d takoder
bio €lan niza$to znaci dabi trebao biti prost broj, to nije.

Dalje dokazimo darazlika niza d morabiti djeljivasa2, 3,5, 7, 11,
13. Npr. pokazimodaje d djeljivsal3. Nekaje p; prvi €lan niza. Tada
su svi brojevi p1,p1 +d,...,p1 + 12d prosti. Pretpostavimo da d nije
djeljiv s13. Tadasvi brojevi py,p1+d,...,p1 + 12d daju pri djeljenju s
13 razliCite ostatke pajejedanizmedu njih djeljiv sa 13, o je u suprotnosti
s uvjetom zadatka da su svi brojevi prosti. Analogno dokazujemo daje d
diejivsa2, 3,5, 7, 11. Kakoje d djeljiv sa svim prostim brojevima?2, 3,
5,7,11, 13, tadaonnijemanjiod 2-3-5-7-11- 13 = 30030.

1.14. 521 3n+2.9n=1 — 5.250 1 27.6"~1. Broj 25 pri djeljenjus
19 daje ostatak 6, sto znali dazadani broj pri djeljenju s 19 dagjeisti ostatak
kaoi broj 5-6"+27-6""1 = 57.6""1. Zadnji je broj uvijek djeljiv s 19.

1.15. NapiS broj u obliku 10a+ b, gdjeje b podjednjaznamenka,
i kvadrirgj.

1.16. NemoZe. Koristi rezultat prethodnog zadatka.

1.17. Rastavi polinom n* + 4 = (n? 4 2)? — (2n)? nafaktore.

1.18. Broj

a+b+ct—a-b-c
=a(a—1)(a+1)+bb-1)(b+1)+c(c—1)(c+1)
uvijek je djeljiv sa 6 (tri uzastopna cijela broja sadrze jedan koji je djeljiv
s 3 bar jedan koji je djeljivs2). Znati dasu a+b+ci a+ b+ ¢
istovremeno ili djeljivi sa6 ili nisu djeljivi sa 6.
m m m mm+21)(m+2)

1.19. 3 + > + - &

1.20. Odredi zbroj znamenki zadanog brojai uvjeri sedaje djeljivs
3adanijedjeljiv s 9, &to znai da ne moze biti potpuni kvadrat.

1.21. Usporedi ostatke pri djeljenju broja 2" s3i njegove podjednje
znamenke b. Svi ostaci u ducaju kada je posljednja znamenka broja 2"
razliCita od 6 su jednaki paje 10a = 2" — b djdljiv s 3, odakle dlijedi da
jei a djejivs3.
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1.22. Odredi koliki je ostatak pri dijeljenju ukupnog broja listova
papira s 9 i koristi djedete: rezanje na 10 dijelova jednog lista papira
povetavaukupan broj listovaza9i prematome ostatak dijeljenja ukupnog
brojalistova s 9 se ne mijenja. Medutim, 15 i 1963 dijeljenjem s 9 daju
razliCite ostatke.

123. 2-3-5-7-11+1=2311.

124. 2.3-5-7-...-ph+ 1.

1.25. Ako bi skup prostih brojeva bio konaCan, broj pips...pn+ 1
(gdjeje p1p2 - - - pn umnozak svih prostih brojeva), bio bi sloZzeni djeljiv s
jednim od njih. Kako broj pipzp2. .. pn+ 1 pri dijeljenju sabilo kojim od
prostih brojeva py, p2, - . . , pn daje ostatak 1, dolazimo do kontradikcije.

1.26. Razmotri 1-2-3-...-(n+1) = (n+1)!. Tadasu svi brojevi
oblika (n+1)!'+2, (n+1)! +3,..., (n+ 1)! +n+ 1 dozeni.

1.27. Neka postoji konaCan skup takvih brojeva. Razmotri broj
4pi1p2...pn— 1, gdjeje pip2. .. pn Umnozak svih prostih brojeva oblika
4k + 3. Dokazi da ovaj broj ili ima prost faktor oblika 4k + 3 kaji je
razlicit od p1, p2, - - ., Pn ili je sam prost broj.

1.28. Razmotrimo sve brojeveoblika N? gdjeje N cijeli broj i doka-
Zimo dapostoji beskonatno mnogo cijelih brojevakoji se ne mogu zapi sati
u obliku p 4 n? niti zajedan p i n > 1. Nekaje N?> = p + r?, tada
je (N—=n)(N+n) = p; kako je p prost broj tadaje N —n = 1, tj.
p= 2N — 1. Dabi se, dakle, broj N? zapisao u zadanom obliku, nuzno
jedabroj 2N — 1 bude prost broj. Jasno je da postoji beskonatnho mnogo
cijelih brojeva N zakojejebroj 2N — 1 doZen.

1.29.

C+D(22+1)(2% +1)... (2% +1)
2-1)2+1(22+1)...(2% +1)
(2 -1)(22+1)... (% +1)
=2 -1)...(2% +1)
= ... =22"_1

1.30. Koristeti serezultatom prethodnog zadatka, dobijemo
(22 +1)-2=2"-1=(2+1)( +1)...(2%  +1)
tj.
2+ =02+ +1)...(" +1)+2
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odakle i dlijedi dokaz zadatka. Kako su svaka dva broja oblika 22" + 1
relativno prosta, tada je ili broj 22' + 1 prost ili ima prost faktor kojim
nije djeljiv niti jedan drugi broj niza 22" + 1. Odatle lako izlazi dokaz
Zadatka 1.26.

131 a) |-15] = 2; [—EJ = -1, [0] = 0; [1) = 1;
[25 —2;[3.99=13.

b) 1. Ogigledno je. 2. Primijetimo da je k—: - L%‘JH, gdieje
a a _ ka |a i
0<O¢<1,B={BJ+B,ngeJeO B <1,t. 5= {BJJFkB,

odavde neposredno dijedi daje VLJ k{bJ

1.32. Svi cijeli brojevi g,2q,..., |N/q]q nisuveti od N i djeljivi
susq; ([N/a) +1)g> N.

1.33. Akoje g > m, gdiesu mi b cijeli brojevi, (b > 0, m > 0),
tadajei |a|/b>m.

1.34. S obzirom narezultat Zadatka 1.32 ima tocno |n/p| brojeva
koji nisu veti od n i djdjivi sus p, |n/p?| djejivihs p?, [n/p®| die-
ljivih s p® itd. a za odredivanje potencije s bazom p kojom je djeljivo n!
potrebno je zbrojiti sve te brojeve. Dobivamo tako

[n/p + [n/P?] + [n/P°) + ... + [n/p¥].
Odavdeje k broj zakaji vrijedi pk < n, pk+l >n, . [n/pt] = 0.

1.35. Najveta potencija broja p kojim je djeljiv n! jednaka je
In/p] + [n/p?] + |n/p%| + ...+ |n/pX] . Dokazimo daje tg broj manji
od n. Stvarno,

In/p] + [n/P?] + [n/p°] + ... + [n/p¥]
2
<n/p+n/p>+...+n/p-+. “5-1S

1.36. Nekaje p bilo koji prost broj. Prema Zadatku 1.34, najveta
potencijabroja p kojomjedjejiv n! je [n!/p| +|n!/p?| + |n!/p?| +
Koristeti formulu iz Zadatka 1.31 dobijemo:

In!/p| + [nt/p?] + [n'/p%| +... = (n—1)!(|n/p] + [n/P?| +...).
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1.37. Premauvjetu zadatka vrijedi
a=qb+ry, gdieje 0<ry<b;
b=qori1+r2 gdieje 0<ry<ry;
ri =0sr2+rs, gdieje 0 <rz<ry;

m-2 = Oqmm—1+ m, gdjeje 0 <rpm < rm_1,
pa je niz prirodnih brojeva b,ry,ro, ...,y je padauéi Sto zna€i da se
postupak uzastopnog dijeljenjanakraju prekidatj. jedan od ostataka rm_1
e biti djeljivs ry, dakle rm—1 = gmi1fm-
Sada postupak izgleda ovako:

a=qb+ry,
b=aqory+ry,
r =0sr2+rs3,

M'm—2 = O0mfm-1 + 'm,

m—1 = Omt1fm.
Dokazi sadadaje ry, djeljiv proizvoljnim zajednickim faktorom brojeva a
i biobratno, ry, jezajednicki faktor brojevaa i b. Toznali daje ry, ngj-
veti zagjednicki djelitelj dvaju brojeva. Ovaj postupak naziva se Euklidov
algoritam.

1.38. lzrazi ry, pomotu a i b koristeti postupak iz prethodnog za-

datka.

1.39. Koristeti Euklidov algoritam, dokaZzi da je najveti zajednicki
dielitelj brojeva 2P —1 i 29— 1 jednak 29— 1, gdjeje d najveti zajednicki
djelitelj brojevap i q.

1.40. Zamijeni u x™ = y" x i y umno3kom njihovih prostih faktora:
X=p&.pe.....pf;y=p p2-....pl. Dobivamo:

plilm.p;zm_.”.pr,m:pllln_plzzn'.“.plrrn.
| zjednatavanjem eksponenatabroja p; naobje stranejednakosti dobivamo
kim = lin, {j l—l = %; kako su m i n relativno prosti i razlomak % se
1

ne moZe skratiti, paje ky = din, I3 = dym, pri ¢emu je d; cijeli broj.
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Analogno se dokazuje da vrijedi
kz = dgn, |2 = dzl"n7

kr = dfna |r = drm7
gdiesu dy, ..., d; cijeli brojevi.

Oznafimo s t broj pfljlpg2 ...p%, tada iz dobivenih jednakosti izlazi

x=t", y=t"

Ocito je da su za proizvoljan cijeli broj t izrazi x = t" i y = t7
riesenja jednadzbe x™ = y"; ranije smo dokazali da je svako rjesenje
predstavljeno u tom obliku, tj. ovi su izrazi svarjeSenja dane jednadzbe.

1.41. Nekaje log2 = %1 Tadaje 10™ = 2", &to je nemoguce za
cijelebrojeve mi n.

1.42. Ako su log,b = P cijeli medusobno prosti brojevi, tada je
aP =hd. q

|z Zadatka 1.40 proizlazi da postoji cijeli broj t takav daje a = t9,
b=tP.





