1.

Opcinsko natjecanje

Ciklus susreta i natjecanja mladih matematiCara, ucenika osnovnih i
srednjih 3kola Republike Hrvatske, u podjednjoj godini 20. stoljeta zapo-
Ceo je kao i ranijih godina 3kolskim natjecanjima. Ona su se provodila
tijekom sijeCnjai veljate. Odaziv ucenikabio je tradicionalno velik. Ngj-
bolji ucenici na 3kolskim natjecanjima pozvani su na optinskai gradska
natjecanja. Ova natjecanja odrzana su 3. ozujka 2000. po jedinstvenim
kriterijima Drzavnog povjerenstva za matematicka natjecanja, koje je pri-
premilo i zadatke za ta natjecanja. Evo tih zadataka.

Osnovna Skola

4. razred
4.1. |zra€unaj:
58.284 — 58273+ 11- 42 — 1001

4.2. Tri ribara ulovilasu 296kg ribe. Kada je prvi prodao 51Kkg,
drugi 42kg i treCi 23kg ostalaim jejednakakoliCinaribe. Koliko je svaki
pojedinatno ulovio ribe?

4.3. Kad je majka rodila sina imala je 24 godine, a kad je rodila
kéerkuimalaje 29 godina. Koliko godinadanasimaju majka, sini kéerka
ako je zbroj njihovih godina 55?

4.4. Lik nadlici izraden je od jednakostranicnih trokuta. Opseg naj-
veteg jednakostranicnog trokuta je 54cm. Kolika treba biti duljinazice
od koje se moZe napraviti takav lik?
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<P

S. 11

4.5. Iz vrhapravog kuta povuci tri polupravcakoji pripadaju unutras-
njosti tog lika. Koliko si tada dobio Siljastih kutova?

5. razred

5.1. Nadlici je prikazana kocka ABCDEFGH . Koliko ima duzina
kojima su obje krajnje tocke vrhovi kocke? |spiS svete duzine.

H G

\

|

I

\

|

I

\
Df————|-——JcC
7

Ve

Ve

A B
S. 12

5.2. Odredi sve peteroznamenkaste brojeve 47a9b koji su djeljivi
brojem 18.

5.3. Duljine stranica pravokutnika ABCD su 68mm i 4cm. Na
duljoj stranici CD dana je tocka M koja je dijeli na dva jednaka dijela
IzraCungj povrsinu lika ABMD .

5.4. Damir je stariji od Josipa za onoliko godina za koliko je Josip
stariji od Borisa. Koliko godinaima Josip, ako njih trojica zajedno imaju
54 godine?

5.5. Nadlici jedantrokut ABC i tocka A’ kojajeosnosimetricnaslika
tocke A obzirom naneki pravac p. Konstruirgj pravac p i osnosimetricnu
dliku trokuta ABC obzirom nataj pravac p.
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A
AI
9. 1.3.
6. razred

6.1. lzraCungj:

075-06 6 \15 '8 40

s (o-7)

0.21 7 <1 3 29)

6.2. Damjan je zamidlio jedan broj, dodao mu broj 1 , dobiveni zbroj

pomnozio s g tako dobiveni broj povetao za g i dobio broj 23 . Koji

je broj zamidlio Damjan?

12

6.3. U nekoj 3koli postojetri odjelaSestog razreda: 6a, 6 bi 6 c. Broj
uCenika 6 aje zatri veti od brojaucenikau 6 b, abroj ucenikau 6 b je za
8 manji od brojaucenikau 6 c. Koliko je u€enikau pojedinom odjelu, ako

u 8koli ima ukupno 110 ucenika Sestog razreda?

6.4. Zadan je trokut ABC. Na produzetku stranice AB preko vrha
A nanes tocku E tako daje |AE| = |AC], anaproduzetku stranice AB
preko vrha B nanesi totku D tako daje |BD| = |BC|. lzratungj veli€inu

kuta ECD, ako je JACB = 74° .

6.5. Nastranicamatrokuta AB, BC, CA jednakostrani¢nog trokuta
ABC oznatenesuredomtocke N, P i R takvedaje |AN| = |BP| = |CR].

Dokazi dajetrokut NPR jednakostranican.

7. razred

7.1. lzraCungj X iz razmjera

12:0375-02 0016:012+0.7

42 =
6— : 15 + 0.8
2% 5"

X
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7.2. Najednom optinskom natjecanju iz matematike sudjelovalo je
240 uCenika. Polovinu svih ucenika Cine g svih djevojCica i 3 svih
djeCaka. Koliko je na natjecanju sudjeloval o dje€aka, a koliko djevojcica?

7.3. Razlika dvoznamenkastog brojai brojanapisanog istim znamen-
kama, ali obrnutog redodlijedaje 45, a zbroj ta dva dvoznamenkasta broja
jednak jeumno3ku dvaistaprirodnabroja. Kojadvadvoznamenkastabroja
imaju to svojstvo?

7.4. Dan je pravokutnik ABCD , komejetoCka S geciste dijagonala.
Nastranici AD odabranesutocke E i F,takodaje |AE| = |EF| = |FD]|.
Odredi omjer povrsine peterokuta EBSCF i povrSinepravokutnika ABCD .

7.5. U jednakokracnom trokutu ABC duljina kraka je dva puta veta
od duljine osnovice, tj. |AC| = |BC| = 2|AB|. Nekajetocka D poloviste
kraka AC, atotka E polovidte kraka BC. Koliki su unutarnji kutovi
trokuta ABC, ako duzine AE i BD zatvargju kut od 76° ?

8. razred

8.1. Skrati razlomak
8ab — (a+ 2b)?
3a2 — 12h?

8.2. Konstruiraj kvadrat povréine 14 cnm?.

8.3. Danasu dvaokomitapravcaa i c. Nekasupravci b i d sime-
trale kutova koje zatvaragju pravci a i ¢. Napravcu a odaberemo tocku
A kojajeod geciSta S pravaca a i ¢ udaljena2. U tocki A podignemo
okomicu napravac a i s B oznaimo geciStete okomicei pravca b. Neka
je tocka C presek okomice na pravac b u tocki B i pravca c, totka
D pregek okomice napravac ¢ utocki C i pravca d, tocka E pregek
okomice napravac d utoCki D i pravca a, totka M presjek okomice na
pravac a utocki E i pravca b, tocka N presek okomice na pravac b u
tocki M i pravca c. Kolikaje povrSnamnogokuta SABCDEMN ?

8.4. 1z mjesta A krenuo je autobusu mjesto B brzinom od 48km na
sat. Nakon pola sata voZnje autobusa, motorist koji se kretao isto iz mje-
sta A umjesto B brzinom od 60km na sat, sustigao je autobusi odmah
nastavio voznju u mjesto B. Do3av8 u mjesto B motorist se zadrzao u
mjestu 12 minutai nastavio voznju natrag u mjesto A, pasetako susreo s
autobusom na udaljenosti 12km od mjesta B.

Kolikaje udaljenost mjesta A i mjesta B?

8.5. DanjeSiljasti kut o0 svrhomutocki V. Unutar kuta o istaknuta
jetocka S kojaje srediste kruznice k. Kruznica k sijeCe jedan krak kuta
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o utotkama A i B, adrugi krak utotkama C i D, tako dasu tocke B i
D blizevrhu V negototke Ai C.

Dokazi daje JAVC = %(quc — JBSD).

Srednja Skola

1. razred

1.1. Darko ¢e 2000. godine navrsiti onoliko godina koliki je zbroj
znamenki godine njegovarodenja. Koje godineje Darko roden?

1.2. Koliko razlicitih cjelobrojnih rjeSenjaima jednadzba
IX| + |y| < 100?
1.3. Akojea+ b= 11 ab # 0, dokaZite jednakost
a b 2b-a)

-1 a3—-1 ah?+3

1.4. Nekasu R i r polumjeri opisanei upisane kruznice pravokutnog
trokuta. Dokazite nejednakost

R>r(1+V2).
2. razred

2.1. Zarealan broj a > 1 rijeSite jednadzbu
z+az+1+i=0zeC.
Diskusijal
2.2. Nekaje a+ b+ c > 0 i nekajednadzba ax? + bx + ¢ = 0 nema
realnih rjedenja. DokaZitedaje ¢ > 0.
2.3. Kongtruirajtetrapez ABCD , ako je zadan zbroj duljinaosnovica,
|AB| + |CD|, duljinedijagonala |AC| i |BD| i kut pri vrhu A.

2.4. DokaZite dapostoji barem 2000 trojki prirodnihbrojeva (a, b, c)
takvih daje a'® + b® = c'6.
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3. razred

3.1. RijeSitejednadzbu
1004, COSX — 2100y SINX 4+ 1 = 0.
3.2. Zakojetrokute vrijedi jednakost
tg(a — B) +t9(B —v) +t9(y — ) =0,
akosu a, B iy, kutovi trokuta?
3.3. Stranice trokutaduljina a = 14, b = 13 i ¢ = 15, tangiraju

sferu polumjera R = 5. Odredite udaljenost sredidta sfere od ravnine
trokuta.

. . ax - -
3.4. Danaje funkcija f(x) = /3 gdje je a pozitivan realan
broj. Odredite
1 2 2000
S=1 (2001) f <2001> ot <2001> '
4. razred

4.1. Nadite sve Cetveroznamenkaste brojeve koji su jednaki kvadratu
nekog cijelog broja, aimaju svojstvo da suim znamenke deseticai tisu€ica
jednake, dok im je znamenka stotica za 1 veta od znamenke jedinica.

4.2. Akosu a, b i c duljinestranicatrokuta, takvedaje a+b = 3c,
dokazite jednakost

o
ctgglctgg =2

4.3. U elipsu b?x? + a%y? = a’b? (sasredidtem u ishodidtu), upisan
je trokut ABC tako da je tangenta na elipsu u svakom njegovom vrhu
paralelna s nasuprotnom stranicom trokuta. Kolikaje povrainatog trokuta
akoje C=(0,b)?

4.4. Dokazitedaje

(=) (5]

2 2

neparan broj za svaki pozitivan cijeli broj n.
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RjeSenja

Osnovna 3kola
4.1. 58-284—58-273+11-42—1001 = 58(284—273)+11-42—1001 = 58-
11+11-42—1001 = 11-(58+42)—1001 = 11-100— 1001 = 1100— 1001 = 99.
4.2.
296 — (51 + 42 + 23) = 180
180:3=60
Prvi ribar ulovio je 60+ 51 = 111kg ribe. Drugi ribar ulovio je 60+ 42 = 102kg
ribe. Treci ribar ulovio je 60 4+ 23 = 83kg ribe.
4.3. Razlika godina majke i kéeri je 29, arazlikagodinasinai kéeri je 5, pa
graficki to prikazujemo ovako:

29
5
majka sin kcer
9. 14.

Buduti da je zbroj godina majke, sina i kéeri jednak 55, to tri neiscrtana
pravokutnika odgovaraju broju 55— 29— 5 = 21, tj. jedan neiscrtani pravokutnik
odgovara broju 7. Kéer ima 7 godina. Sinima 7 + 5 = 12 godina. Makaima
29 + 7 = 36 godina.

4.4. Stranica najveteg jednakostranicnog trokuta duga je 54 : 3 = 18cm.
Duljina stranice najmanjeg trokuta je 18 : 3 = 6cm. Duljina Zice treba biti
24.6=144cm.

45,

9. 15
Dobili smo 9 Siljastih kutova.
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*

* *

5.1. Kockaima8 vrhova. Svaki vrh mozemo spojiti sjoS 7 vrhova. Dakle,
nataj nacin se dobiva 8- 7 = 56 duzina. Ali, u brojanju se svaka duZina pojavila
dva puta, pa ukupno ima 56 : 2 = 28 duzina. To su djedete duzine: AB, AC,
AD, AE, AF, AG, AH, BC, BD, BE, BF, BG, BH, CD, CE, CF, CG,
CH, DE, DF, DG, DH, EF, EG, EH, FG, FH, GH.

5.2. Ako jebroj djdjiv s 18, tadaje djeljivs2i s9. |z djeljivosti s 2 dijedi
daje znamenka b jednaka O, 2, 4, 6ili 8. Ako je b = 0, tada zbog djéljivosti s
9 morahbiti i zbroj 4+ 7+ a+ 9+ 0 djejivs9, tj. a=7. Akoje b= 2, tada
jea=5. Akojeb=4,tadajea=3. Akoje b= 6,tadajea=1. Akoje
b= 8,tadaje a = 8. Trazeni brojevi su 47790, 47 592, 47 394, 47 196, 47 898.

5.3. Stranica DM duga je 68 : 2 = 34mm. Povr&ina pravokutni-
ka iznos P(ABCD) = 68 - 40 = 2720mm?. Povr&na pravokutnog tro-
kuta BCM iznos P(BCM) = (34-40) : 2 = 680mm?. Povriina lika
ABMD jednaka je razlici povr&na pravokutnika i pravokutnog trokuta BCM,
tj. P(ABMD) = 2720 — 680 = 2040 mm?.

5.4. Uvjet zadatka mozemo graficki prikazati ovako

D J B
9. 16.

Ako je razlika Damirovih i Josipovih godina jednaka razlici Josipovih i Bo-
risovih godina, onda je Damir od Borisa stariji dvostruko vise nego &to je Damir
stariji od Josipa, tj. imamo ovakav graficki prikaz:

D J B
9. 17

Zbroj njihovih godina je 54, a graficki taj zbroj se sastoji od 3 neiscrtanai 3
iscrtana pravokutnika. Dakle, jedan neiscrtani i jedan iscrtani pravokutnik odgova

rgju tre€ini ukupnog zbroja, tj. % -54 = 18. Buduéi dasu Josipove godine upravo
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prikazane pomocu jednog iscrtanog i jednog neiscrtanog pravokutnika, dlijedi da
Josip ima 18 godina.

5.5. Najprije konstruiramo pravac p kao simetralu duZine AA’, a zatim
odredimo totke B’ i C' zrcalno simetricne totkama B i C u odnosu na pravac
p.

6.1
021 _7.(1 3 2 021 7 140
075-06 6'\15 8 40/ 015 6 120
28 (9 25 - B8 B
B \27 7 65 14
L)
-5, -1
2 :
5

6.2. Nepoznati broj oznatimo s x . Tadaimamo

1\ 2,3 253
= e

2) 374 12
(Hz).z:@_;v (Hz).z:g
2)'3° 12 % 2) 37 3
(o l_613 1 6l
2 2 2 2
6
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6.3. Uvjete zadatka graficki prikazujemo ovako

Buduc¢i da je ukupan broj Sestoskolaca 110, dlijedi da je broj u€enikau 6 b
jednak trecini razlike 110 — 3 — 8, tj. u6 b ima 33 uCenika. Sad zakljucujemo da
u6aima 33+ 3 = 36 uCenika,aub6cima 33+ 8 = 41 ucenik.

6.4.

S. 1.10.

Buduti daje |AC| = |AE]|, dlijedi da je trokut ACE jednakokratan, pa je
JCEA = JECA. Zbroj ta dva kuta jednak je vanjskom kutu trokuta ACE pri

vrhu A, tj. <CEA+ JECA = o, teje JCEA = JECA = %oc. Buduti da je

|BC| = |BD|, trokut BDC jejednakokratan, paje <BCD = <BDC. Zbroj tadva
kuta jednak je vanjskom kutu trokuta BDC pri vrhu B, tj. ¥BCD + <BDC = 3,
teje 4BCD = 4BDC = ~f . Sadaje 4ECD = JECA + JACB + 4BCD =
%a +74° + %[3 =74 + %(oc +B)=74° + %(1800 —74°) = 127°.

6.5. Buduéi daje |AN| = |BP| = |CR], dlijedi |[NB| = |PC| = |RA|. Uz
to u jednakostrani¢nom trokutu vrijedi SCAB = ABC = ¥BCA = 60°, pasu
trokuti NBP, PCR i RAN sukladni. Odavdeje |NP| = |PR| = |RN|, pajetrokut
NPR jednakostranican.
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7.1. Vrijednost brojnika prvog razlomka je 3. Vrijednost nazivnika prvog
razlomkaje 1.2. Vrijednost brojnika drugog razlomkaje g . Trazenavrijednost je

X==.
7.2. Nekaje x broj djevojCica koje su sudjelovale na natjecanju. Teda je
240 — x broj djeCaka. Zato vrijedi jednadzba gx + ;(240 —x) = 120, Cijeje
riesenje x = 100. Nanatjecanju je sudjelovalo 140 djeCakai 100 djevojCica.
__ 7.3. Nekatrazeni dvoznamenkasti brojevi imaju oblik ab i ba, te nekaje
ab > ba. Tada vrijedi jednakost 10a + b — (10b + a) = 45, ili dalje redom
10a+b—-10b—a=45,9% —-9% =45, a—b=5,t.a=5+b. Ka
koje 10a+ b+ 10b + a = 11a + 11b = 11(a+ b) i 11 je prost broj, slijedi
daje a+ b = 11. Ako u ovoj jednakosti zamijenimo a s b + 5, dobivamo
b+5+b=11,t. b= 3. Zatoje a = 8. Trazeni dvoznamenkasti brojevi su 83
i 38.
7.4.

S. 112

Nekaje |AB| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b. Tadaje |AE| = |EF| =



20 1. OPCINSKO NATJECANJE

|FD| = t—; U trokutu SBC visina na stranicu BC ima duljinu g, paje

P(SBC) = %-b- g = %. P(BAE) = P(CDF) = %-a-g = %. P(EBSCF) =
P(ABCD) — P(SBC) — P(BAE) — P(CDF) = ab — %b - %b - %b - 1—52ab.
Omjer povrSinaje P(EBSCF) = E

P(ABCD) 12

7.5. Komentar. Podaci iz prve recenice jednoznatno odreduju sve kuteve u
trokutu ABC, patakoi kutizmedu duzina AE i BD. Tgj kut iznosi otprilike 76° ,
ali netotno. Stoga temo u rjedenju Sljasti kut kojeg zatvaraju AE i BD oznakiti
so.

Nekaje S presek duzina AE i BD.

C

S. 113

Najprije uofimo da su trokuti DAB i ABE sukladni, jer su oba jedna
kokratna, kraka duljine |AB| i kuta pri vihu ¥DAB = <JABE. Stoga je
JABD = JADB = JAEB = JBAE.

Oznatimo veli¢inutihkutevas x . Tadaje <ASB = 180° — $SAB— 4SBA =
180° — 2x i YDAB = 180° — JADB — JABD = 180° — 2x. Vidimo da je
JASB = JDAB, tejestoga SASB §iljast, tj. jednak ¢.

Kutevi trokutasu <CAB = JABC = ¢, SACB = 180° — 2¢ . (Uvrstimo
li zadanu vrijednost kuta ¢ dobivamo 76°, 76°, 28° .)

8.1. Ako u brojniku zadanog razlomka kvadriramo, pa brojnik i nazivnik
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rastavimo na faktore dobivamo
8ab — (a+ 2b)2  8ab — (a® + 4ab + 4b?)

3a2 —12p2 3a2 — 12b2
—a’ +4ab— 4>  —(a® — 4ab + 4b?)
T T 3@-4?) | 3(a2- 40
—(a—2b)? —(a—2b)

~ 3a-2b)(a+2b) 3(at20)
8.2. Nekaje x duljina stranice trazenog kvadrata. Tada je x? = 14, tj.
x = v/14cm. Duzinu duljine v/14cm mozemo konstruirati navise nagina
1. nadin.

S. 114

Kakoje x? = 16— 2, tj. x? = 4% —(1/2)?, dlijedi daje x katetapravokutnog
trokuta s hipotenuzom duljine 4cm i katetom +/2cm. Najprije valja konstruirati
duzinu duljine v/2cm (to je dijagonala kvadrata stranice duljine 1cm).

2. nadin.

S. 115

Duzinu duljine v/14 konstruirat éemo primjenom Euklidova poucka, koris-
teti 14 = 2- 7. Nacrtamo kruznicu promjera AB (JAB| = 2+ 7 = 9cm) . Neka
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je D totkanapromjeru zakoju vrijedi |AD| = 2cm. Okomicana AB utotki D
sijege kruznicu utocki C, teje prema Euklidovom poucku |CD|? = |AD| - [BD],
paje |CD| = V14, 1j. CD jetraZena stranicakvadrata.

3. nadin. DuZinu duljine v/14 konstruiramo pomotu spirale kvadratnog
korijena.

8.3.
C
D
C
» b
B
E a
H S A
d
M
N
9. 1.16.

Kako su pravci b i d simetrale pravih kutova, pravci ai b, bi c, ci
d, d i a sesjeku pod kutem od 45° utotki S. To znali da je svaki od 6
pravokutnih trokutanaslici jednakokracan, tj. polovicakvadratakojimasu stranice
redom SA, B, SC, D, S, M. Iz |SA| = 2 dijedi P(SAB) = 2. Kako je
ISB| = 2V/2 dlijedi P(SBC) — %(2\@)2 — 4. Zbog |SC| = |SB|V/Z — 4 dobiva
mo P(SCD) = 8. Naisti naCinje P(SDE) = 16. Analogno, P(SEM) = 32. | ko-
natno P(SMIN) = 64. Tadaje P(SABCDEMN) = 244+ 8+ 16+ 32464 = 126.

8.4. Nekaje C mjesto u kojem je motorist sustigao autobus. Tada je

|AC| = 24km. Nekaje D mjesto u kojem su se motorist i autobus susreli nakon
povratka motoristaiz mjesta B. Tadaje |BD| = 12km. Nekaje |CD| = xkm.

Put od C do D autobus je pre3ao za 418 sati. Putod C do Biod B do D, .

24 1 . .
X+ + = sati, atojejednako vremenu za

60 5
koje autobus prevali put od C do D. Zato vrijedi jednadzba x+24 + % _ X .

48
RjeSenjeje x = 144km. Udaljenost mjesta A i B je 24 4+ 144 + 12 = 180km.

(x+12)+ 12 km motorist jepreSao za
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85. Nekaje JAVC = a, JASC = 8, ¥BSD = y. Primjenom poucka o
obodnom i srediSnjem kutu u kruznici k vrijedi SASC = 24ADC, tj. YADC =

%B. Primjenom istog poucka vrijedi <BSD = 24BAD, tj. <BAD = %y. Kako
je XADC vanjski kut trokuta DVA, dijedi <ADC = JAVD + JVAD, a zbog
JAVD = JAVC = o i VAD — BAD — %y, vrijedi %/3 —a+ %y, paje

= %(/3 —y), &ojei trebalo dokazati.

4 B A
S. 117

Srednja skola

11. Darko nemavise od 14+ 9+ 9+ 9 = 28 goding, pa je roden
u dvadesetom stoljetu, recimo 19mn godine. Stoga e 2000. godine iméti
2000 — (1900 + 10m + n) godina, 3o mora hiti jednako zbroju znamenki go-
dine njegovarodenja. Dakle,
2000 — (1900 + 10m+n) = 1+ 9+ m+n=- 11m+ 2n = 90.
Kakoje 11m = 90 — 2n, m morabiti paran.

IZ0<n= %(90—11m)§95|ijedi m< %) §. m< 8 (jer je m cijeli

broj) i m > 1—11(90— 2.9) = Z—i fi. m> 7. Kako m morabiti paran, slijedi
m=28,aondan=1.

Darko je roden 1981. godine i ove godine navrSava 1+ 9+ 8+ 1 = 19
godina.

1.2. Treba odrediti koliko ima tofaka (x,y) s cjelobrojnim koordinatama
unutar kvadrata (bez rubova) odredenog pravcima

X+y=100 x—y =100, —x +y = 100, —x — y = 100.
Na koordinatnim osima ima ih 4-99 + 1 = 397. U svakom kvadrantu (bez
koordinatnih osi) imaih
98+97+...+24+1=(98+1)+ (974 2) + ...+ (50 + 49)
99.98

T = 4851.
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J)

100

-100 0 100 X

-100

S. 118

Ukupno ihima
397 + 4- 4851 = 19801.

1.3. Prvorjesenje. Stavimo b = 1— a. Pokazimo dajelijeva stranajednaka
desnoj:

Lo_a b _ a _1-a
bP-1 a¢-1 (1-b3-1 ai-1
_ a l1-a
T 1-3a+3R2-at-1 (a—1)(a2+a+1)
_ 1 1
T @13-3 @tarl
B —da+2
S at-2a8+a2+3
_ 2(b—a) 2l-a—-a) 2—4a

T @ +3 a(l-a2+3 al-2a3tal+3.
Drugo rjegenje. Zbog a+ b = 1 vrijedi (a+b)?> =a®+2ab+b?> =1 i
(a+b)® =a®+3a%b+ 3ab? + b = 1.
Sadaje
a b a-a-b'+b
B-1 a3-1 ahd—-a3-bd+1

B (b—a)[1— (a+b)(a® + b%)]
~ a%h3 —ad — b + (a3 + 3a2b + 3ab? + bd)
_ (b—a)(at+h)?—1-(a%+b?)
N a3bd + 3a2b + 3ab?
_ (b—a)-2ab  2(b—a)
~ ab[a?b? +3(a+b)]  a2b?+3

&ojei trebalo pokazati.
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1.4. PrvorjeSenje. U pravokutnom trokutuje c = 2R i (a—r)+(b—r) =c,
t.a+tb=c+2r.

S. 1.19.

Zhog (a—b)?> > 0 je 2(a® + b%) > (a+ b)?, odnosno v/2c > a+ b.
Uvrstimo li u posljednju nejednakost jednakost a+ b = ¢+ 2r , dobijamo
c+2r< \/Ec, odnosno 2R + 2r < 2V2R.
Odavdeje (vV2—1)R>r tj. R> (1+V2)r.
Drugo rje3enje. U pravokutnom trokutu vrijedi:
c=2R (a—r)+(b—r)=c ti.at+tb—-—c=2r.
Nejednakost R> (1 + v/2)r je ekvivalentna sa sljedetim nizom nejednakosti:

2R> 2r(14 V2),
c>(1+V2)(a+b-o),
(24+V2)c> (1+V2)(a+b),
cV2>a+b,
2¢ > (a+b)?,
2(a® + b%) > (a+ b)2,
a® + b? > 2ab,
(a—b?>o0.
Kako je posljednja nejednakost istinita, vrijedi i polazna nejednakost.
TreCe rjeSenje. Ako je a = b, trokut je jednakokratan, i lako se pokaze da
vrijedi ¢ak jednakost.
Uzmimo a < b. Nekaje S srediste upisane kruznice, O srediste opisane

kruznice, N diraliSte upisane kruznicei hipotenuzei D = CSN AB, totka u kojoj
simetrala pravog kuta sijeCe hipotenuzu.
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Vrijedi:
r(V2+1) =rv2+r=|CY+|SN| < |CS +|SD| = CD| < |CO| =R
E3

* *

2.1. Uvrstimo z= x + iy:

X+iy+ay/(x+1)2+y2+i=0,
y+1=0, x+ay/(x+1)2+y2=0.

Slijedi, y = —1, (a2 — 1)x® + 2a®x + 2a> = 0. Zaa # 1 je

i odavde

—a®+ay/2-— a2
X1,2:2—-
a—1
_ a2 /o _ a2
Zbog x1,2 € R, morabiti 1 < a < v2itadajez, = %ﬁa —i

U ovom slucaju postoje dva rjeSenja.

Zaa=1je2x+2=01t.x=—-1,pajez=—1— jedinorjesenje.

2.2. Prvorjegenje. Nekaje f(x) = ax®>+bx+c. Tadaje f(1) = a+b+c >
0. Kako je f(x) # O (jer jednadzba nema realnih rje3enja), dijedi f(x) > 0 za
svaki realan broj x. Zatoje f(0) = c > 0.

Drugo rjeSenje. Pretpostavimo daje ¢ < 0. Uz a > 0 jednadzba bi imala
realnarjeSenja (jer je b? — 4ac > 0).

Uzmimo a < 0. Iza< 0,c < 0,b? —4ac < 0,a+ b+c > 0, dijedi
b>-a—cb?<4aci

b? > (a+c)2:a2+cz+2acz 4ac,

&o je kontradikcija
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