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1.

O prirodnim brojevima

“ Prirodne brojeve stvorio je Bog, sve ostalo je ljudsko djelo”
(Kronecker)

Skup prirodnih brojevaizgleda nam stvarno “prirodno”, a koliko jos
tajni skrival Tag skup

N={1,23,4,...,n—1,nn+1,...} (1)

je beskonatan. 1za svakog prirodnog broja n dolazi prirodan broj n+ 1,
&to nas dovodi do pojmatzv. potencijalne beskonatnosti koju danas priz-
naju skoro svi matematicari. Dali se skup N moze shvatiti u totalitetu, u
ukupnosti? Tatzv. aktualnabeskonatnost joSjei danas predmet razmatra-
nja

Daje skup N beskonatan uocili su i stari Grci rijeCima: “Mnogo
imazrnaca pijeskau moru i mnogo je kapljicakise palo nazemlju, ai ima
brojevavetihi od tog broja’. Mi mozemo zamidliti i ispisivati sve veCei
vece prirodne brojeve. PredodZbu o njihovoj velicini ubrzo éemo izgubiti.
Navedimo neke zanimljivosti:

a) Edingtonov broj svih elektrona u Svemiru iznosi E = 1070, no taj
je broj beznaCajan prema broju svih razlicitih Sahovskih partija koji
iznosi

S= 10"

b) Zanimljivo je pitanje: Koji se ngjveti broj moze napisati s tri devet-
ke? U odgovoru ¢emo se koristiti i naSim znanjem o potencijama, ai
relacijom za n faktorijela

nNn=1.2-3.-...-(n=1)-n. (2
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UzevS u obzir @) i b) dobivamo ovaj niz rastucih prirodnih brojeva:
999 < 99° < E < (9°)° < 9% < 999! < S< °°.
Red veli€ina ovih brojeva divova je redom
10° < 10° < 107 < 10™ < 1087 < 102565 ~ 118900 _ 1369000000
a dobivamo ih pomocu logaritama; pri tome smo 999! napisali kao

1.000!
1000
a1000! smo ratunali pomotu Stirlingove formule (priblizno)
n! = n"e "v2nm. (©))

Tuje e=2,718... (bazaprirodnih logaritama),a 7 = 3.14. ...
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2.

Primbrojevi

2.1. Uvod

“ Matematika je kraljica nauke, a aritmetika (teorija brojeva) je kraljica ma-
tematike! (K. F. Gauss)

Kraljica je sve manje, ai kraljevanje je sve teze! (V. Devidé)

| zdvojimo iz skupa prirodnih brojeva N skup prostihili primbrojeva,
tj. sve one prirodne brojeve koji su djeljivi samo sali sa samim sobom
P=235,7,11,13 17, ... (4
Ostale prirodne brojeve zvat éemo sloZenima, anekabroj 1 nije ni prim ni
dlozen, jer nemadvarazliCita djelitelja

Skup P krije jos mnogetane. Navedimo neke:
t1) Neznamo napisati po volji veliki prim broj, npr. prvi prim broj koji je
veti od 9%, nego danas racunalima moramo redom ispitivati brojeve
9% +2 paonda 9% 44 mukotrpnim raunom ustanoviti dali su oni
primili slozeni.
t2) Nije otkrivenaformulakoja daje sve prim brojeve. Uocimo funkciju
f(n=n+n+41... (5)
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Nadimo redom
f(0) =41
f(1) =43
f(2) =47
f(3) =53
f(4) =61

Dobili smo pet prim brojeva 41,43, 47,53, 61. Lako se uvjeravamo
dasu svi brojevi od f (0) do f (39) prim, ai f (40) = 412 je sloZen.
Dakle taformulane daje sve prim brojeve. Slicno relacija

f(n)=n*+n+417
daje primbrojeve zasve n od 1 do 15, arelacija
f (n) = 2n? + 29

daje primbrojevezasve n od 1 do 28. Bilo je joSdrugih bezuspjesnih
pokusaja da se nade formula koja daje primbrojeve za svaki n.

t3) Ne znamo dali tzv. parova primbrojeva blizanaca kao %o su 3, 5 ili
5, 7ili 41, 43 ima konatno ili beskonatno mnogo. Drugim rijeCima
do danas nije poznato da li se broj 2 moze na beskonatno mnogo
natina predstaviti kao razlika dva uzastopna prosta broja. Do broja
30000000 ima 152 892 takvih parovablizanaca.

Ako redom ispitujemo sve vete i vete primbrojeve, uocit éemo da
su oni u skupu prirodnih brojeva sve rjedi. Npr. izmjedu 200 i 210 nema
nijednog primbroja. Dali mozda negdje ne prestaju tj. dali postoji najveci
primbroj? Tadutnjanije opravdanajer je Euklid (4. st. pr. n. e.) dokazao:

Poucak 1. Ne postoji najveti primbroj.

Dokazi. Pretpostavimo suprotno, tj. nekaje p nagjveti primbroj. Po-
mnoZimo sve primbrojeveod 2 do p i dodajmo jedinicu.

2.3.5-7..p+1l=p, (6)

Sadaje prirodni broj ps ili primili slozen. Ako je p; prim, on je veti od
p,tj. p nijenajveti primbroj. Ako je p; sloZen, tadaon morabiti djeljiv
sanekim od primbrojeva 2,3,5,7,...,p. Noizrelacije (6) vidi seda p;
nije djeljiv ni sajednim od primbrojeva 2,3,5,7,...,p jer je ostatak kod
dieljenja uvijek 1. Prematome mora postojati primbroj p, veti od p, s
kojim se slozen broj p; moze podijeliti bez ostatka, pa p opet nije ngjveti
primbroj. Time je dokaz zavrSen.
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Iz dokaza Poucka 1. vidi se i postupak dobivanja sve vetih i vetih
prim brojeva. Naime, iz relacije (6) ili je py primbroj veti od p ili postoji
primbroj (veti od p) s kojim je p; djeljiv. Dakle za svaki primbroj p
mozemo nati novi prim broj veti od p.

Kummer je dao novu formulaciju dokaza Poucka 1:
Poucak 1'. Pretpostavimo da postoji samo konatno mnogo primbrojeva

Pr<p2<... <D

Nekaje N=p1-pz2-...-pi > 2. Nekaje ngprije prirodni broj N — 1
slozen, pa kao produkt primbrojeva ima primdjelitelj p; zajedno sa N;
prematome p; dijeli N i N — 1, dakle i njihovu razliku, tj. p; dijeli
N — (N — 1) = 1 $to je nemoguce.

Nekajesadabroj N—1 prim. Budu€i daje N = p;-pz-...-pi dijedi
daje sadaprimbroj N — 1 > pi, tj. pi nije ngveti primbroj. Dakle je
skup primbrojeva 2, 3,5, 7, 11. . . beskonatan. Kummerov dokaz se svodi
na Euklidov.

Ribenboim je u svom djelu “Book of Prime Number Records’ osim
Kummerovog dokaza navodi jos desetak dokaza teorema o beskonatnosti
skupaprimbrojeva. Samuel Yates definiraprimbrojevetitane kao primbro-
jeve koji imaju vise od 1 000 znamenaka. Kada je u 1984. uveo tgj pojam
bilo je poznato samo 110 takvih primbrojeva; danas ih znamo 150 puta
vise.

Yates je uveo i pojam primbrojeva giganata. To su primbrojevi sa
najmanje 10 000 znamenaka.

Zahvaljujuci ratunalima danas znamo za vrlo velike proste brojeve.
Godine 1947. najveci poznati prosti broj bio je 227 — 1 (ima 33 zna-
menke), 1961. godine to je bio broj 2%%Y” — 1 (969 znamenke). Podlije
1961. pronaden je josveti primbroj 21937 — 1 (6001 znamenke). Godine
1978. podlije trogodisnjeg ispitivanja, studenti Laura Nickel i Kurt Nol s
Harwardskog sveucilista u Kaliforniji otkrili su uz pomo¢ ratunala prim-
broj 221701 — 1 (6533 znamenke). Do njega su dodi podto su natinili 5
razliCitih programaza ratunal o.
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2.2. Eratostenovo sito

Primbrojeve mozemo dobiti pomocu skupa prirodnih brojeva
N=1{123/45,...,} @)
na djedeti nacin:

Uocimo prvi primbroj 2 i izbacimo iz skupa sve njegove visekratnike
4,6,8,10,.... Zatim uzmemo sjedeti primbroj iza 2, tj. broj 3 i takoder
izbacimo sve viSekratnike toga broja. Postupak nastavimo i sa dljede¢im
primbrojevima 5,7,11, 13, ... po volji daleko. Tada e u skupu N ostati
osim brojal neprecrtani primbrojevi 2,3,5,7,11, ... dok suostali propali
kao kroz neko sito, tzv. Eratostenovo sito (Eratosten (275.-195. pr. n. e))).

Danilo Blanu$a naSao je djedetu jednostavnu geometrijsku interpre-
taciju Eratostenovog sita. Zamislimo u Descartesovim koordinatnom sus-

1 . o
tavu skup A totaka (0, ﬁ) ,m=123 ...iskup B totaka (n+ 1,0),
n=123 .... Svaku tocku skupa A spojimo pravcem sa svakom toc-

kom skupa B. Tadaje skup apscisa gjecista spomenutih pravacas pravcem
y = —1 upravo skup slozenih brojeva

o . o 1y .
Dokaz. Koristeti jednadZbu pravca kroz dvije tocke (O, ﬁ) i
(n+1,0) dlijedi

(X —x1) (8)

+my=1 ©)

Pravac (9) sijeCe pravac y = —1 u toCkamaapscice
X=(m+1)(n+1). (10)
Broj x jeslozenjer su mi n prirodni brojevi.
Obratno. Akoje x sloZen, tad je (10) tj. x= (m+1)(n+ 1), m, n
iz N, dakleje x apscisa geci&ta pravacakoji spgjatocke (07 %) i tocke
(n+1,0) sapravcemy = —1.
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2.3. Primbrojevi blizanci

Deset prvih parova uzastopnih prim brojevaje

3,5, 57, 11,13, 17,19, 29,31,
41,43, 59,61, 71,73, 101,103, 107, 109.

H. Tietze je dao tablicu prvih blizanaca manjih od 300000 i veti broj u
svakom paru. Imaih 2994,

Selmer i Nesheim dali su prirodnebrojeve n zakoji su 6n+1i 6n—1
prim blizanci i manji od 200 000.

D. H. i E. Lehmer nadli su da postoji 152892 parova prim blizanaca
manjih od 30000 000. Najveti od tih parovaje par

102 +9649 i 102+ 9651.
Krate to mozemo zapisati kao
10'? + 9650 + 1.

Poput prim blizanacamoglo bi serazmatrati i pitanjeslozenih blizana-
ca. Zasvaki slozeni prim broj k naci sve slozene brojeve k — 2? Golomb
pi%e o tom problemu. W. A. Golubew se pitao dali zasvaki n € N postoji
bar jedan par blizanacaizmedu n® i (n+ 1)3?

Red reciprocnih vrijednosti primbrojeva parova blizanaca je konatan
ili konvergentan (Brun). “Elementarni” dokaz Brunovateoremaje u knjizi
E. Landaua. Zbroj togaredapod (11) odredioje E. S. Selmer.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(5+5)+(5+7) () () ()t @
Red reciprocnih vrijednosti svih primbrojevaje divergentan.
ii—}+}+}+}+ TR (12)
Zp 2 357777773137 4"
Dokaz dlijedi iz nejednakosti

n

11
kz:;& > z5InIn(n+1) (13)

n=345,....
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Deset ngjvetih poznatih prim blizanaca.

Prim par e | Otkril Kada
242206083 2 & 1 11713 | Indiekoferi Jara | X1/ 1995.
570918348 10° + 1 5129 | Dubner X /1995,
607053813 2652 1 1 4932 | Indiekoferi Jarai | 1094,
6797727 25 1 1 4622 | Tony Forbes 1995,
169223232 10090 1 1 4030 | Dubner 1993,
4655428828- 10 £ 1| 3439 | Dubner 1993,
1706505 . 2125 1 1 3389 | Amdahl Six 1989,
1706459 255 £ 1 2571 | Dubner 1993,
1171452282 1070 £ 1| 2500 | Dubner 1991,
571305 271 £ 1 2324 | Amdahl Six 1989

2.4. Neke napomene o0 prim brojevima

Ideja o prim blizancima moze se pooptiti na prim trojke, prim Cet-
vorke i mnogo opcenitije na prim k—torke. Tony Forbes posjeduje popis
rekordno velikih prim k—torki.

Svi problemi koje smo ovdje razmatrali spadaju u granu matematike
koju zovemo teorijabrojeva. Takvih problemaimajo$mnogo. Neke Eemo
navesti kasnije. Osim rijeSenih i nerijeSenih ima i djelomicno rijeSenih
(nepotpuno rijeSenih). Optenito mozemo nerijeSene probleme svrstati u
dvije grupe. U jednoj grupi su problemi kod kojih je poznat nacin kojim
se moze do€i do njihovog potpunog rjeSenja, ajedinateskotaje u tome &to
zasad nismo u stanju izvrSiti, zbog njihove obimnosti, potrebne operacije,
Cak ni velikimraCunalima. Svi ostali nerijeSeni problemi pripadaju u drugu
grupu. Neznamo €ak ni na€in nakoji bi se oni mogli rijesiti.

Dabismoispitali dali je neki prirodni broj n prim moramo gadijeliti
redom sa svim primbrojevimamanjim od +/n. Npr. ako Zelimo ustanoviti
dali je broj 211 prim, trebamo ga dijeliti sa 2,3,5,7,11 i 13. Sidu¢im
primbrojem 17 ne moramo broj 211 dijeliti jer je 17 > /211.

Veliki ruski matemati¢ar P. L. Cebi%ev (1821.—1894.) je dokazao:
“lzmedu prirodnih brojeva n i 2n postoji najmanje jedan primbroj”. Npr.
izmedu 17 i 34 primbrojevi su 19, 23,29 31.
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Zanimljivojedauprkosnepravilnoj raspodjeli primbrojevaunutar svih
prirodnih brojeva, mozemo napisati npr. 100 uzastopnih sloZenih brojeva.
To sunpr. brojevi 101! + 2, 101! + 3, ..., 101! + 101. Naime,

101! + 2 djdjivjesa 2
101! + 3 djédjivjesa 3

101! + 100 djeljivjesa 100
101! + 101 djeljivjesa 101

Prematome svi su uzastopni prirodni brojevi od 101! + 2 do 101! + 101
slozeni, aimaih 100, &o smo zeljeli pokazati. Analogno mozemo dobiti i
1000 uzastopnih doZenih prirodnih brojeva, dakle i po volji (ali konatno
mnogo) uzastopnih sloZenih prirodnih brojeva.

2.5. Zakon raspodjele primbrojeva

Stoljetima su se matematicari zanimali za raspodjelu (distribuciju)
skupa primbrojeva unutar skupa svih prirodnih brojeva. Tek su 1896. go-
dineJ. Hadamard (1865.-1963.) i C. J. delaVallee Poussin (1866.—1962.)
nezavisno jedan od drugogadokazali zakon raspodijele primbrojeva.

Neka je x prirodan broj, abroj m(x) nekaje broj svih primbrojeva
manjih ili jednakih x. Npr. 7(20) = 8, jer ima 8 primbrojevamanjih od
20. Tosu 2,3,5,7,11,13,17,19. Tok funkcije (x) je vrlo nepravilan
i nezakonit, jer su primbrojevi nepravilno posijani medu prirodnim broje-
vima. Ima, naime, primbrojevakoji se minimalno razlikuju, aimaih koji
su daleko jedan od drugog. Npr. prosti brojevi 2309 i 2311 razlikuju se
jedan od drugog za 2, aizmedu primbrojeva 370261 i 370373 nalaze se
samo doZeni brojevi. Ali zavrlo velike prirodne brojeve x vrijedi daje
produkt 7z(x) i Inx priblizno jednak x ili preciznije

lim (x) Inx _
X—00 X

Tuje Inx prirodni logaritamod x i Inx =~ 2.30logx. Grani€navrijednost
(14) iskazuje spomenuti zakon raspodjele primbrojeva.

1. (14)
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Zailustraciju tog zakonaimamo i sljedetu tablicu:

N (%) X 7(x) Inx
Inx X
103 168 145 1.159
10° 78498 72382 1.084
10° 50847478 48254942 1.053

Zakon raspodjele primbrojevaiskazan relacijom (14) Hadamard i De
lavallee Poussin izveli su naosnovu Riemannovih rezultata o zeta funkciji,
pa emo nesto reci o vezi te zanimljive funkcijei primbrojeva.

Fenomen zeta funkcije privlacio je matematiCare cijelo stoljete. Taje
funkcijajedinstven primjer specijalne funkcije, koja je, iako definirana na
pribliZzno jednostavan nafin, otkrivalasvojasvojstvavrlo polakoi povreme-
no, tek pod pritiskom ngjsnaznijih teorema o analitickim funkcijama; jos
jeinteresantnije 8o je zetafunkcijado 1961. godine saCuvalasvoju glavnu
tainu — distribuciju nula u kriti¢noj pruzi, i izazvala duboke reperkusije
na matematicko stvaranje u toku cijelog jednog vijeka (1859.—1959.).

To je paradoksalnacrtau prirodi ove funkcije, kojajoj u isto vrijeme
daje veo neke tgjanstvenosti.

Riemannova zeta funkcija {(s), gdje je s = x + iy kompleksna
varijabla, (i = v/—1) definiranajeza s > 1 Dirichletovim redom

c(s)=2%=1+%+%+.... (15)
n=1
Fundamental nauloga primbrojevau teoriji brojevaiskazanaje tzv. osnov-
nim teoremom aritmetike:
Svaki prirodan broj veti od 1 moze se jednoznacno prikazati kao pro-
dukt primbrojeva. Npr. 540 = 22325, Aritmeti¢ki ekvivalent osnovnog
teorema aritmetike Cuveni je Eulerov identitet.

1 1\-1
S E-TI0- ) a9
n=1 p

Desna strana je beskonacni produkt

30302

a nazivnici su primbrojevi 2,3,5,.... Varjabla s = x+ iy, x > 1.
Identitet (16) ukazuje navezu zeta funkcijei prostih brojeva
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Onog trenutka kad je Euler postavio ta identitet, zeta funkcijapocela
je igrati fundamentalnu ulogu u teoriji prostih brojeva. Pokusgji da se ta
teorija oslobodi sudbinske veze sa zeta funkcijom neznatno su uspjeli.

Potpuno i strogo rjeSenje teskog problema koji smo nazvali zakon
raspodjele primbrojeva cekalo je na teoriju zeta funkcije koju je Riemann
(1826.—1866.) prvi shvatio kao funkciju kompleksnevarijable. U Rieman-
novim novim idejama da problematiku teorije brojevaispituje anaitickim
sredstvima, lezao je klju€ za rjeSenje predhodnog teorema.

Podlije dokaza zakona o ditribuciji primbrojeva, definitivno se smat-
ralo da se on ne moze dokazati elementarno, tj. bez upotrebe zeta funkcije
i teorije kompleksnih funkcija. Zato je Selbergov i Erddsev elementarni
dokaz 1949. izazvao senzaciju. Upotreba zeta funkcije u teoriji brojeva
uvelaje u ovu sredstva matematicke analize. 1z takvog spajanja rodila se
novametoda u teoriji brojeva— analiticka metoda. Zakon raspodjele nas-
luéivali su vet Gauss (1777.—1855.), Legendre (1752.—1833.), Riemann
(1826.—1866.), Dirichlet (1805.—1859.) i CebiZev (1821.-1894.).

Iz relacije (14) dlijedi dasu “skoro svi” prirodni brojevi slozeni. Do
tog zakljucka dosao je vet Euler kad je naveo poucak da

U 16. vijeku Cataldi je napisao tablicu primbrojeva manjih od 750. U
Fermatovo vrijeme ta je tablica bila najveta poznata (1640.). U Eulerovo
vrijeme (1738.) to je bila Branckerova(do 100.000). U Legendrovo doba
(1798.) to je bilaFelkerova, do 408 000.

Raspodjela primbrojeva je vrlo nepravilna. Lehmer primjetuje da
nema primbrojevaizmedu 20831323 i 20831533 u razmaku od 210. U
drugu ruku, Kraitchik istiCe da su prirodni brojevi 1000000000060+ 1
oba prim (prim blizanci). Jednostavnaformula zz(n) niti je poznata, niti
Se moze ocekivati.

Nije poznat laki dokaz relacije (14). ProSao je Citav vijek od slutnje
do samog dokaza— to je mjerilo teSkote tog dokaza. Teorem prvenstveno
spada u analizu. Teorijabrojevaigrau dokazu samo malu ulogu. Zbog li-
mesajasno je daneki sadrzaji analize moraju ulaziti u dokazivanjeteorema
(14), ali udio analize je neotekivan (iznenadujudi).
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Teorem (14) moze se dati u vise oblikazamjenom % funkcijebilo
kojom funkcijom koja je asimptotska s njom npr.

Poucak 2. n
n(n) ~ 1
Poucak 3. ]
dx

2

Tetri verzije su jednako istinite.

Pitanje. Kojaje funkcije zdesna najbolja aproksimacija?

P. Cebi%ev je 1848. dao teoreme 2. i 3. bez dokaza. C. F. Gauss pise
J. F. Enckeu 1849. da je on (Gauss) otkrio teorem 3. u dobi od 16 godina
1793. Dalje Gauss kaze:“Kad je 1811. bila objavljenatablica primbrojeva
do 1020000, ja sam bio odusevljen primbrojilac.”

Sad ¢emo navesti neke tablice ngjvetih primbrojeva, a kasnije emo
sejoSzabaviti s primbrojevima, posebno saMersenneovim primbrojevima.

2.6. Jedanaest najvecCih primbrojeva

13. studenog 1996. tim Joela Armengauda, Georgea Woltmanai dr.
otkrio je novi rekordni primbroj 21398269 _ 1

To je tzv. 35+ poznati Mersennev primbroj (mogu postojati manji
ukoliko svi prijadnji manji eksponenti nisu provjereni).

Armengaud je otkrio ovaj primbroj koriste€i program koji je napisao
Woltman. Armengaud je jedan od nekoliko stotina pojedinaca ukljucenih
u GIMPS-u (Great Internet Mersenne Prime Search — Veliko istraZivanje
Mersenneovih primbrojeva putem Interneta) koje je pokrenuo Woltman
pocetkom 1996. godine. GIMPS nudi kompletnu programsku podrsku
kao i izvorni kod programa za vlasnike osobnih ra€unala koji zele istrazi-
vati velike primbrojeve jednako kao i bazu podataka za osiguranje ranga
provjera.

David Slowinski je provjerio primalitet gornjeg broja. On je nasao
vetinu ranijih rekordnih primbrojeva. Cjelokupni decimalni zapis ovog
broja od 420921 znamenaka dostupan je i u obliku teksta i u sazetom
obliku (zip datoteka).
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Popis 11 najvetih primbrojeva (do 1996.)

Prim e Otkrili Kada
21398269 _ 1 420921 | Armegand, Woltman i dr. | 1996.
21257787 1 378632 | Slowinski i Gage 1996.
2859433 _ 1 258716 | Slowinski i Gage 1994,
213088 1 227832 | Slowinski i Gage 1992.
397581 - 2716195 _ 1 65087 | Amdahl Six 1989.
2216091 __ 9 65050 | Slowinski 1985.
3. 2057169 _ 1 47314 | Jeffrey Young 1995,
9. 243 ] 44898 | Jeffrey Young 1995,
9. 2073 1 44275 | Jeffrey Young 1995.
9. 22T 1 43725 | Jeffrey Young 1995.
STT2089 1 39751 | Slowinski 1983.

2.7. Deset najvetih poznatih faktorijela i
primorial primbrojeva (do 1993)

Definicijac OznaCimo sa n# produkt svih primbrojeva koji su manji
ili jednaki od prirodnog broja n. Npr. 5% =2-3-5 = 30. Ako su
brojevi oblika n#+ 1 ili n#— 1 prim, nazvat cemoih primorial prim. Evo
spomenute tablice:

Prim Znaﬁ{gaka Otkrili Kada
36101 — 1 11277 | Cadwel 1993,
3507 — 1 10912 | Cadwell 1993,
240204+ 1 | 10387 | Caldwell 1993
238014+ 1 | 10273 | Cadwell 1993,
18523%+1 | 8002 | Dubner 1989,
15877# — 1 6845 Caldwell i Dubner | 1992.
13649% + 1 | 5862 | Dubner 1987,
19631 — 1 5614 | Caldwali Dubner | 1992.
13033% 1| 5610 | Cadwelli Dubner | 1992.
11549% + 1 | 4951 | Dubner 1986.
477 + 1 4042 | Dubner 1084,
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2.8. Deset najvetih poznatih primbrojeva
Sophie Germain (do 1995.)

To su neparni primbrojevi p zakoji je 2p + 1 takoder prim. Tako
su nazvani po matematiCarki Sophie Germain, kad je ona dokazala prvi
ducaj Fermatovog podjednjeg teorema (X" + y" = Z' nema rjeSenje za
n > 2; teorem je sada potpuno dokazan) za eksponente djeljive satakvim
primbrojevima. Evo spomenutog popisa:

Prim Zna‘?gaka Otkrili Kada
8069496435 10972 _ 1 5082 | Dubner 1995,
470943129 216%2 _ 1 4932 | Indlekoferi Jara | 1995,
157324389 20692 _ 1 4931 | Indlekoferi Jarai | 1995,
5415312903 1055 —_ 1 4536 | Dubner 1994,
1468358892 10703 — 1 4013 | Dubner 1994,
15614233635 105% —1 | 3540 | Dubner 1994,
47013511545 107 —1 | 3010 | Dubner 1993,
1746052308 10%°1 — 1 2501 | Dubner 1993,
21063042 1070 — 1 2118 | Dubner 1993,
2006924 10°% + 1 2039 | Dubner 1992,






