1.

Opc€insko natjecanje

Optinskai gradska natjecanja odrzanasu u svim gradovimai naselji-
ma naSe domovine 2. ozujka 2001.

Osnovna skola

4 razred

4.1. Koliko parnih a koliko neparnih brojeva x zadovoljavanejedna-
kost
9872:8—77-13 < x < 7020: 45+ 1001 : 11?

4.2. Ante, Mate i Jure imali su ukupno 1200 kunai odludili kupiti
video igru. Nakon &o je Ante zavideo igru dao 210, Mate 186, aJure 174
kune, svakome od njih ostala je jednaka svota novaca. Koliko je novaca
prije kupovineimao svatko od njih?

4.3. Koliko ima dvoznamenkastih brojeva kojima je umnozak zna-
menki nagjvise 4?

4.4. lvan je sudjelovao u lutriji u kojoj je svaka sretka oznafena
nekim troznamenkastim brojem. Kupio je sve sreCke oznatene brojevima
kojima je umnozak znamenke desetica i znamenke jedinica jednak 12 a
zbroj te dvije znamenke za 1 se razlikuje od znamenke stotica. Koliko je
srecki i s kojim brojevimakupio lvan?

45, Nadici jeistaknuto 11tocaka A, B, C, D, E, F, G, H, I,
J i K. KolikoimaduZina, nacrtanih nadlici, kojimasu krajevi ove tocke?
Napis sve takve duzine.
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A E
pl—
G
C —— J
H
D K
9. 1.1
5. razred

5.1. Koliko ukupno ima pravokutnikanaslici?

5.2. Odredi sve Cetveroznamenkaste brojeve oblika abba djeljive s
45,

5.3. Marko, Bornai Zlatko imaju odreden broj pikula. Bornaimadva
puta vige pikula od Marka, a Zlatko ima dva puta viSe pikula od Borne.
Zbroj Markovihi Zlatkovih pikulaza 153 je veti od brojaBorninih pikula.
Koliko pikulaima svaki od djeCaka?

5.4. Nadvjemapolicamaimaukupno 90 knjiga. Kad bi se Sest knjiga
premjestilo s prve na drugu policu, tada bi na prvoj polici bilo dvostruko
viSe knjiganego nadrugoj. Koliko imaknjiganasvakoj polici?

5.5. Anicaimatroje djece. Ngjstarije jetri puta starije od najmladeg,
aumnozak godina svo troje djece je 864. Koliko godinaimasvako dijete?
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6. razred
6.1. lzratungj
0.725+1—-1:40—40-0.032
115 5 5 ’
— —--74+1-:03:0.7
3 "3 + 6 0.3-0.75

6.2. Koliko ima troznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenki
dvoznamenkasti broj koji se dobije tako da se tom troznamenkastom broju
ispusti znamenka jedinica?

6.3. Odredi ona dva troznamenkasta broja ¢iji je koli¢nik 7, a zbroj
im jedjeljiv s 336.

6.4. Votar je donio natrznicu 258 kg jabuka od Cegaje dio prodao.
Da je prodao 15 kg vi%e ostala bi mu samo Sestina od ukupne kolicine

jabuka. :—; prodanih jabukai jo3 5 kg jabuka prodao je po cijeni 3.5 kn za

. . 1 . .
kilogram. Za ostatak jabukadobio je e putavie novaca nego za jabuke

prodane po 3.5 kn/ kg. Po kojoj cijeni je prodao ostatak jabuka?

6.5. U pravokutniku ABCD je |AD| = 12 cm. Napravcu CD preko
vrha C odabrana je toCka E tako da je zbroj svih stranica lika ABED
123 cm, a opseg trokuta CBE je 64 cm. Kolikaje povrSina pravokutnika
ABCD?

7.razred
7.1. IzraCungj vrijednost izraza

3 7
<12—5 — 1.87> -1.2-1.25: 11—8

1.4:001-50
7.2. Koliko ima Cetveroznamenkastih brojeva u kojima postoje zna-
menke koje se ponavljgju?
7.3. Ako se posuda puni prvom slavinom, napunit ¢e se za 18 minuta,
a ako se puni drugom slavinom napunit e se za 27 minuta. Otvorimo

li obje davine, koliko ¢e vremena pro€i dok u posudi bude g njezine
zapremine?

7.4. Unutarnji kut pravilnog mnogokuta 12 je puta veti od pridruze-
nog vanjskog kuta. Koliko dijagonalaimata) mnogokut?

7.5. Unutar pravilnog mnogokuta ABCDE nacrtan je kvadrat ABFG
kao nadlici. Koliki jekut SACF ?
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D
E C
A B
9. 13
8. razred
2 2
8.1. Odredi vrijednost razlomka - — 29X 4oje ¥ — 3.
X2+ Xy + Y2 X

8.2. IzraCungj vrijednost izraza

1-+/10 7
N R (12-55) (2+V5).
8.3. Ostatak pri dijeljenju cijelog broja a s 4 je 3. Koliki je ostatak
pri dijeljenju broja a’> — a s4?
8.4. U pravokutnom koordinatnom sustavu nacrtan je jednakostranic-
ni trokut ABC, kao nadlici, komeje |AB| = a. Odredi koordinate vrhova
A, B i C togtrokuta.

V C
A
30°
0 B X
9. 14

8.5. U danu kruznicu upisan je Cetverokut ABCD komesedijagonale
sijeku u tocki M pod pravim kutom. Tockom M nacrtan je pravac p
okomit nastranicu AB. DokaZi da pravac p raspolavljastranicu CD.
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Srednja Skola

1. razred

1.1. I1zmedu znamenki 4 i 9 broja 49 umetnuto je nekoliko Cetvorki,
aizanjih isto toliko osmica. DokaZite da je tako dobiveni broj potpuni
kvadrat.

1.2. Nakaliko nafina moZzemo izabrati dva razlicita broja iz skupa
{1,2,3,...,2001} tako danjihov zbroj bude paran?

1.3. Iz polovista svake stranice Siljastokutnog trokuta spustene su
okomice na ostale dvije stranice. Dokazite da je povrsina Sesterokuta
omedenog tim okomicama jednaka polovini povrsine trokuta.

1.4. Ako su X, y i z pozitivni reani brojevi takvi daje xyz = 1,
dokaZite daje vrijednost izraza

x+1 y+1 z+1
XY+x+1 yz4+y+1 =zK+z+1

konstantna.
2. razred
2.1. Brojevi x i y zadovoljavaju sustav jednadzbi:
X
X+y+ 9 = 19,
LX; Y) _ g0,

Koje sve vrijednosti moze poprimiti x 4 y?

2.2. Trokutu ABC sa stranicama duljina a = |BC|, b = |AC|,
¢ = |AB| opisanaje kruznica. Tangentanatu kruznicu u tocki C okomita
jenastranicu AB. DokaZitedaje

(a® — b%)? = ¢?(a® + b?).
2.3. IzraCunajte vrijednost produkta

(o) (- (5)) (1 (2)) -
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2.4. RijeSite sustav jednadzbi:
X1+X+...+X =9,

1 1 1
—+—+...+—=1
X1 X2 Xn
gdjeje n prirodan broj, a x;, Xz, ..., X, SU pozitivni realni brojevi.
3. razred

3.1. RijeSite nglednadzbu
xHH0%X 5 a2 a>0, a#l
3.2. SferasadrZi vrhove donje baze kocke brida a = 8 cm i dodiruje
gornju bazu. Kaliki je njezin polumjer?
3.3. U ravnini su dane dvije razliCite tocke A i B. DokaZite da se
skup toCaka M , takvih daje

|IMAJ? — [MBJ?| = kP(AMAB),

gdjeje k > 0 danakonstantai P(AMAB) povrsinatrokuta MAB, sastoji
od dvapravca.
34 Kvadrat je upisan u kruzni igeak OAB sa sredlsnjlm kutom

o< E tako da su mu dvavrhanapolumjeru OA, treci naluku AB i Ee-
tvrti napolumjeru OB. Nadite omjer povréinakruznogisjieckai kvadrata.

4. razred
4.1. Tocka (0,3) je na paraboli f(x) = x? + px + g. Tangenta
parabole u toj tocki ima koeficijent smjera k = —1. Odredite njezinu
jednadzbu.

4.2. Zadanjeniz 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, ..., kod kojeg se razlika
susiednih ¢lanovauvetavaza 1.

a) Odredite opti ¢lan niza.

b) Odredite zbroj prvih n €lanovaniza, za prirodan broj n.

4.3. Nadite sve funkcije f : R\ {—1,1} — R koje zadovoljavaju

jednadzbu
x—3 34X
f <—x+1) +f (—1x> =X
4.4. Oko okruglog stolasiedi m zenai n muSkaraca(m+n > 3).

Kada, uovisnosti 0 m i n, mozemo sa sigurnostu tvrditi da postoji osoba
koja §edi izmedu dva muskarca?
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RjeSenja

Osnovna 3kola

4.1. 1zvr&mo li naznaCene ratunske operacije, nejednakost postaje 1234 —
1001 < x < 156 + 91, odnosno 233 < x < 247. Svi prirodni brojevi x Kkoji
zadovoljavaju ovu nejednakost su: 234, 235, 236, 237, 238, 239, 240, 241, 242,
243, 244, 245, 246. Medu njimaima 7 parnih brojeva. Neparnih brojeva koji
zadovoljavaju tu nejednakost ima 6.

4.2. Ante, Matei Jureplatili suvideoigruukupno 210+186+174 = 570 ku-
na. Prematome, od ukupne svote novaca koju suimali napo€etku, nakon kupovine
video igre djeCacima je ostalo 1200 — 570 = 630 kuna. Svimasu ostali jednaki
iznosi, i to svakome po 630 : 3 = 210 kuna. Dakle, prije kupovine Ante je imao
210 + 210 = 420 kuna, Mate 186 + 210 = 396 kuna, aJure 174 4 210 = 384
kune.

4.3. Umnozak znamenki moze biti 0, 1, 2, 3 ili 4. Umnozak znamenki
jednak 0 imaju jedino dvoznamenkasti brojevi 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 i 90,
ukupno njih 9. Jedini dvoznamenkasti broj s umno3kom znamenki jednakim 1 je
11. Buduti daje 2 =1-2 = 2.1, jedini dvoznamenkasti brojevi s umnoskom
znamenki jednakim 2 su 12 21, tj. 2 broja. Slicno, iz 3=1-3 =31 dlijedi da
su 13 31 jedina dva dvoznamenkasta broja kojima je umnozak znamenki jednak
3. Konatno, iz 4=1-4=2-2=4-1 dijedi daumnozak znamenki jednak 4
imaju samo dvoznamenkasti brojevi 14, 22 i 41, tj. 3 broja. Prema tome, postoji
17 dvoznamenkastih brojeva sa zadanim svojstvom.

4.4. Prema uvjetima zadatka, umnozak znamenke desetice i znamenke je-
dinice jednak je 12 pa su moguti parovi (D,J) (D je znamenka desetica a J
znamenka jedinica): (2,6), (6,2), (3,4) i (4,3). Zbroj D + J u prvadvapara
jednak je 8 pa su u tom slucaju moguce znamenke stotica 7 i 9. Prematome, Ivan
je kupio srecke s brojevima 726, 762, 926 i 962. Zbroj D + J u druga dva para
jednak je 7 pa su moguce znamenke stoticau tom sluc¢aju 6i 8. To znaci daje lvan
kupio i sretke s brojevima 634, 643, 834 i 843. lvan je kupio ukupno 8 srecki.

4.5. Uotavamo ove duZine jedini¢ne duljine: AB, BC, CD, EF, FG,

je 8. Preostale su jos samo dvije duZine trostruke duljine: AD i EH. Nadlici je
nacrtano ukupno 25 duzina kojima su krajevi istaknute tocke.

*

* *

5.1. Pravokutnika koji se sastoje od jednog osnovnog pravokutnika ima 8.
Pravokutnika koji se sastoje od dva osnovna pravokutnika ima 9. Pravokutnika
koji se sastoje od tri osnovna pravokutnikaima4. Pravokutnika koji se sastoje od
Cetiri osnovna pravokutnika ima 3. Pravokutnika koji se sastoje od Sest osnovnih
pravokutnikaima 1. Naslici je ukupno 25 pravokutnika.
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5.2. Ako jebroj abba djljiv s 45, tada je djeljivs5i s9. |z djeljivosti s5
dijedi daje a jednako 0ili 5. Ali, a = 0 ne moze hiti jer tada broj abba nije
Cetveroznamenkast. Dakle, a = 5. |z djeljivosti s9 dlijedi daje zbroj znamenaka
broja abba djdjivs 9, tj. 10 + 2b je djeljivo s 9. Dakle, 10 + 2b moZe biti
jednako 18 ili 27. Akoje 10 + 2b = 27, tadaje 2b = 17, ato nije moguce jer
je b znamenka. Akoje 10 + 2b = 18, tadaje b = 4. Trazeni broj abba koji je
djeljiv s45 je 5445.

5.3. 1. nagin.

M B VA MiZ B
S. 15

Znaci, jednom pravokutniku odgovara broj 153 : 3 = 51. Marko ima 51
pikulu, Bornaima 2 - 51 = 102 pikule, aZlatkoima 4 - 51 = 204 pikule.

2. nacin. Nekaje x broj Markovih pikula. Tada Borna ima 2x pikula, a
Zlatko 4x pikula. Vrijedi (x4 4x) — 2x = 153, 3x = 153, x = 51. Marko ima
51 pikulu, Bornaima 2 - 51 = 102 pikule, aZlatkoima 4 - 51 = 204 pikule.

5.4. Ukupan broj knjiga nakon premjestanja jednak je broju knjiga prije pre-
mjeStanja. Buduci da bi nakon premjestanja na prvoj polici bilo 2 puta vise knjiga
nego na drugoj, a ukupno ih ima 90, to znafi da bi na drugoj bilo 90 : 3 = 30, a
naprvoj 2-30 = 60 knjiga. Dakle, na prvoj polici ima 6 knjiga vie nego §to bi
ih bilo nakon premjeStanja, tj. na prvoj polici ima 66 knjiga. Na drugoj polici ima
30 — 6 = 24 knjige.

5.5. Oznatimo s a broj godina ngimladeg djeteta, as b broj godina dje-
teta srednjeg po uzrastu. Tada je 3a broj godina najstarijeg djeteta.  Vrijedi
a-b-3a=864,tj. a-a-b = 288. Dakle, broj 288 trebanapisati u obliku umnodka
a-a-b,gdieje a < b < 3a. Rastavimo 288 nafaktore: 288 =2.2.2.2.2-3-3.
Sljedeti suumnosci oblikaa-a-b: 2-2-72, 4-4-18, 3-3-32, 6-6-8. Jedino
u posjednjem umnosku vrijedi a < b < 3a pri Cemuje a=6i b= 8. Djeca
imaju 6, 8 18 godina.

6.1.
0.725+1—-1:40-40-0.032 0.725+1—-0.025—-1.28
115 5 5. 115 3» 11 3 3
3 3 (T1030n Tt in g
_1725-0025-128 17-128 042
T8 11 10 3 = 80 5 320+55

376 32 312 7
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42
100 12-42 A2
375 100-375 3125
12
6.2. Oznatimo s abc traZeni troznamenkasti broj. Tadaje a+ b+ ¢ = ab;
a+b+c=10a+b,tj. c=9a. 1z c=9a i Cinjenicedasu a i ¢ znamenkei a
razlicito od O, dlijedi daje a= 1 i ¢ = 9. Znamenka desetica moze biti bilo koja
znamenka: 0, 1, 2,..., 9. Dakle, to su brojevi 109, 119, 129,. .., 199, i imaih 10.
6.3. Ako je koli€nik dva troznamenkasta broja 7, tada je jedan broj 7 puta
veti od drugog, tj. a i 7a su promatrani brojevi. Njihov zbroj je a+ 7a = 8a i
didjiv je s 336. Dakle, 8a = 336k, gdje je k neki prirodan broj. Podijelimo tu
jednakost s8: a = 42k. a i 7a sutroznamenkasti brojevi, ato vrijedi samo za
k = 3. Dakle, to su brojevi 126 i 882.

6.4. ?15 ukupne koli¢ine jabuka je % - 258 = 43 kg jabuka. Dakle, daje
prodao 15 kg vige ostalo bi mu 43 kg jabuka. Drugim rije€ima, vocar je prodao
258—(15+43) = 200 kgjabuka. Pocijeni od 3.5kn prodaoje g od 200 kg jabuka
i jo55kg, tj. ukupno 80 kg jabuka. Zatgj dio jabukadobioje 3.5-80 = 280 kuna.

6.5. Uvedimo oznake: |AB| = |CD| = a, |IBC| = |AD| = b, |BE| = c,
ICE| =d.

D a C d E
b b ¢
A a B

9. 16.

Tedaimamo a+c+ (d+a)+b = 123, b+c+d = 64. Tadasedvazbroja
slijeve stranerazlikuju za 2a. Dakle, 2a = 123 — 64, 2a =59, a = 29.5 cm.
Tedaje P(ABCD) = a- b = 29.5- 12 = 354 cm?.

*

* *

7.1. Vrijednost razlike u zagradama u brojniku je —0.75, vrijednost um-
nodka u brojniku —0.9, a vrijednost koli¢nika u brojniku takoder —0.9. Dakle,
vrijednost brojnikaje —1.8. Vrijednost nazivnikaje 90, te je vrijednost razlomka
-8 1 —0.02

9 50 7

7.2. Cetveroznamenkastih brojeva ukupno ima 9000. Odredimo broj Cet-

veroznamenkastih brojeva u kojima se znamenke ne ponavljaju. Neka je abcd
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Cetveroznamenkasti broj. Znamenku a mozemo izabrati na 9 razlicitih natina (to
jebilokojaod znamenki 1,2,3,4,5,6,7,8,9). Nakon &o smo izabrali znamenku
a, znamenku b mozemo izabrati na 10 — 1 = 9 nacina (to je bilo koja od 10
mogucih znamenki 0,1,2,...,9, razliCitaod a). Za vet izabrane znamenke a
i b, znamenku ¢ mozemo izabrati na 10 — 2 = 8 nacina (to je bilo koja od
10 mogucih znamenki, razliitaod a i b), i di¢no, za izbor znamenke d ima
10 — 3 = 7 mogucnosti.

Zato Cetveroznamenkastih brojeva kojima se znamenke ne ponavljgju ima
9.9.8-7 = 4536. Prema tome, traZzenih Cetveroznamenkastih brojeva ima
9000 — 4536 = 4464.

. . . . 1
7.3. Za 1 minutu vodom iz prve davine napuni se 18 posude. Isto tako,

. . . . 1 . .
za 1 minutu vodom iz druge slavine napuni se — posude. Ako su obje slavine

27
. . . 1 1 5 . .
otvorene, u jednoj minuti napuni se 18 T 57 = 5z Zapremnine p(;sude. é\leka je
t vrijeme (u minutama) za koje e se napunifi 5 posude. Tadaje 5—4t =35 Zato

jet= g 5= 6. Dakle, g posude bit €e puno za 6 minuta.
7.4. OznaCimo s n broj stranica pravilnog mnogokuta. Mjeru jednog unutar-

(n—2)-180°

njeg kutapravilnog n-terokutaracunamo po formuli . Budu¢i daje

n
zbroj vanjskih kutova svakog mnogokutajednak 360° amjere svih vanjskih kutova
pravilnog mnogokuta medusobno su jednake, mjera jednog vanjskog kuta pravil-
° _ .
nog n-terokuta iznos 6: . Zato vrijedi jednakost w =12 i;]o
odnosno, nakon mnozenja jednakosti s n, redom: (n— 2)-180 = 12 - 360,
nN—-2=12-2,n—2= 24, n=26. Dakle, pravilni mnogokut ima 26 stranica.
(n—3)n
2

Broj dijagonala n-terokuta izrazen je formulom
(26 —3) - 26

, &to u ducaju
26-terokuta znaci
mnogokut ima 299 dijagonala.

7.5. Odredimo ngjprije mjeru jednog unutarnjeg kuta pravilnog peterokuta
ABCDE . Iz jednakosti JABC = w zan =5 dobivamo JABC =
108° . 1z SABF = 90° dlijedi daje ¥CBF = 108° —90°,tj. JCBF = 18°. Tro-
kut BCF jejednakokratan jer je |BF| = |[BC|. To znali daje BCF = 4BFC,
tj. YBCF = M = 81°. Buduéi daje |AB| = |BC]|, trokut ABC takoder

je jednakokratan. Zato je JBCA — IBAC, tj. JBCA — u — 3°.

Konagno, ¥ACF = 4BCF — 4BCA = 81° — 36°, odnosno, JACF = 45°.

= 23-13 = 299. Konafno, zadani pravilni
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*

* *
81 Iz )—): = 3 dijedi daje y = 3x, pa supstitucijom u zadani razlomak
dobivamo
Y -2y +x% 3 (P —2x-K+x 3.9 —6C+ X
XXy +y2 X3+ (32 X2+ 324 92
-+ 224
N 13x2 T 13
2
=5

8.2. Racionalizacijom nazivnika prvog i drugog razlomka u zadanom izrazu
dobijemo

1-vI0

mf\/g 2\/2
7

i1 22t

dok je umnozak izraza u zagradama jednak (11 - 5\/§> (2 + \/5) = —-3++5.

Konano, vrijednost zadanog izrazajednakaje v/5—2v/2+2v/2—1+3—+/5 = 2.
8.3. Iz uvjeta zadatka dijedi a = 4k + 3, pri Cemu je k cijeli broj. Supstitu-
iramo li to u zadani izraz, dobivamo redom:

a® —a= (4k+3)% — (4k + 3) = 16k° + 24k + 9 — 4k — 3
= 16k? + 20k + 6 = 16Kk° + 20k + 4 4 2
:4(4k2+5k+1)+2
=4n+ 2,
gqjezje n=4k?+5k+1 cijeli broj. Dakle, ostatak pri dijeljenju broja a>—as
4je2.

8.4. Nekajetoctka O geciSte koordinatnih osi. Trokut AOB je pravokutan,
ajedan mu je kut jednak 30°. Prema tome, on je polovica jednakostraniénog

. S — . . 1 1 .
trokuta kome je duzina AB osnovica. Zato je |AO| = 5\AB| =52, patocka A
a
2

sa stranicom AB, te je |OB| =

imakoordinate A (0, ) . Takoder, kateta OB visinajejednakostranitnog trokuta

|AB| - V3
2
. a o . o e
koordinate B (E\/é, O) . Buduéi daje YOBA = 30° a JABC = 60°, dijedi
JOBC = 90°. Zatoje C (g\/§ a) .

8.5. Nekasutotke N i P presjeci pravca p i stranica AB i CD redom.
Kutovi ¥BAC i <BDC obodni su kutovi nad tetivom BC paje BAC = 4BDC.

- g\/§. Zbog toga totka B ima
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Takoder, ¥BAC = 4BMN jer su to Siljasti kutovi s okomitim kracima. Prema
tome, 4BMN = 4BDC. Nadalje, 4BMN = SDMP (vréni kutovi) pa zakljucu-
jemo daje <BDC = YMDP = JDMP, &o znati daje ADMP jednakokracan.
Stogaje |PD| = |PM]|.

9. 1.7.

Sliéno zakljutujemo i u dudaju tetive AD: JABD = JACD (obodni
kutovi nad tetivom AD) i ABD = JAMN (§ljasti kutovi s okomitim kraci-
ma), te je JAMN = JACD. Zbog 4AMN = JCMP (vrsni kutovi) imamo i
JACD = YMCP = JCMP, paje ACMP jednakokragan trokuti |PM| = |PC]|.

Zajedno je |PD| = |PM| = |PC|, tejetotka P polovidte stranice CD .

Srednja 8kola

1.1. Prvo rjeSenje. Promotrimo najprije nekoliko prvih brojeva:

49 = 72
4489 = 67°
444889 — 667°

Pokazat cemo daje
44...488...89= 66...6 7%
N N — ——
n n—1 n—1
Ovo je ekvivalentno s
44...488...8 =66...67°—1,
N e — ——
n n n—1

odnosno
44...488...8=66...68-66...6.
e — e N — N—_——

n n n—1 n
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Kako je

dijedi dajeprodukt 66...6 8- 66...6 jednak 44...4 88...8.
—— = S———

n—1 n n n

Drugo rjeSenje. Dobiveni broj jeoblika 44...4 88...8 9. Nekaje

n n—1

+99...9=2.(10"-1) = 10"=9%%+1

1 1
Sadaje
44...488...89=44...4.10" + 88...8+1
S——— S—— N——
n n—1 n n
=4x-10" + 8x +1
=4X(X+1)+8x+1
=366 + 12+ 1 = (6x+ 1)°.
1.2. Zbroj dva broja iz danog skupa je paran ako i samo ako su oba parna
ili oba neparna. U danom skupu ima 1000 parnih brojeva, pa mozemo izabrati
1000 999 = 499500 parova parnih brojeva. Isto tako, ima 1001 neparnih bro-

jeva, paima w = 500500 parova neparnih brojeva. Dakle, broj svih

parova brojeva ¢ijaje suma paran broj je 499500 + 500500 = 1000000.
1.3. Konstruirgimo srednjice A1B;, B1Cy, C1A; trokuta ABC. Tadaje

P(AABIC) = %P(AABC).

Dovaljno je pokazati da je (uz oznake kao na dlici 1.8) zbroj povrSina trokuta
AgC1B1, BoA1C1, CoB1A1, jednak povrsini trokuta A;B;,C; . IztoCaka Aq, By,
C; povucimo okomice na stranice BC, CA, AB. To su simetrale stranicai one
sesijeku u sredistu O opisane kruznice trokuta ABC.

Dovoljno je pokazati da vrijedi:
A AgC1B1 = A OB1Cy,
A BgA1C1 =2 A OCA,
A CoB1A; =2 A OA{B;.
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Dokazimo prvu relaciju (ostale se dokazuju analogno). Zbog

AoB; || OCy (okomiti na AB),
AoCs || OBy (okomiti na AC),

je ﬁAoBlcl = %OClBl i <IAOC181 = <IOB;LC1. Kakoje stranica B1Cq1 zajed—
nicka, trokuti AgC1B; i OB,C; su sukladni.

1.4. Pomnozimo li drugi €lan s )—;,atreéi S %,dobivamo
x+1 WX o Xz
XYA+X+1 xyz+xy+x  X2yz+xyz+xy
x+1 Xy + X 1+ xy

XY EX+1 LI xy4+X o X+ 1l4xy
_xy+x+2
Xy + x4+ 1
Dakle, izraz je konstantan i jednak 2.

*

* *

2.1. lzrazimo li ;—(/ iz druge jednadzbe i uvrstimo u prvu, dobivamo

60
Xyt =19
Yy

Pomnozimo li ovu jednadzbu s x + y, dobivamo kvadratnu jednadZbu s nepozna-
nicom X+,

(X+y)? — 19(x +y) + 60 = 0.

NjezinarjeSenjasu (X+Yy)1 =4 i (x+y)2 =15.
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Treba joS vidjeti dali se ove vrijednosti zaista mogu posti¢i. Za x +y = 4

_x 60 . 15 1 ,
—:—:1 I = — = —. Z - 1

je STy 5, odekle dobivamo x = —=, y = 7. Zax+y =15 je

x__60 = 4, odakle dobivamo x = 12, y = 3.

y X+y

Dakle, x +y moZze poprimiti vrijednosti 4 i 15.

2.2. Nekaje CD promjer kruznice. Tadaje CD || AB i Eetverokut ABCD je
jednakokratan trapez, pri ¢emu je |AD| = |BC| = a. Trokut ACD je pravokutan,
paje

a4+ b? = 4R%. )

. 1.9

Nekaje E pregek tangenteutotki C spravcem AB. Tadaje |BE| = R,‘_23 ,

|AE| = R+ % , aiz pravokutnih trokuta AEC i BEC dobivamo:
|AC|? - |AEJ? = |BC|” - |BE|” = |CE[%,
2 N2 2 (n C)\?
b*(RJrz) -2 (R 2)’
odakle se dobiva ,
b —a
R=—— (2

UvrStavanjem (2) u (1) dobiva se traZzena jednakost.
2.3. lzra€ungimo najprije produkt prvadva lana

o) (o C2)) - (535

5(1+1)
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Zatim izratunagjmo produkt prvatri ¢lana:
22
. 1 1+i . 1 1
@i (102) <1+( o)’ )(H.)(H?) (1-2)
. 1

Za k > 3 izraCungimo

Sada produkt poprima oblik:

o 2) () (0 3) o) (o e)

Kakoje 22 . 2% — 222 — 22" produkt jejednak
. 1
a+1) (17 —222001> .

2.4. Prvorjeenje.

1
9:(x1+x2+...+xn( +—>
Xn
X; Xn—
=1+1+. +1+( +2)+..+(i+”—1)
—— \x X Xn—1  Xn
n
>2 >2
2n+2»n(n;1)=n2.

Odavdeje n € {1,2,3} .
Za n =1 nemarjeSenja
Zan=2izX +X =9I Xi+xi:1,dobivamo XiXo = X1 + X2 = 9,
1
pasu x12 rjeSenjakvadratne jednadzbe

X —9x+9=0.

9+ 35

NjezinarjeSenjasu x1 2 = >




1. OPCINSKO NATJECANJE 25

Za n = 3 iz gornje nejednakosti dobivamo

X X; X; X X X
6= (—1+—2>+(—2+—3>+(—3+—1> > 6,
X2 X1 X3 X2 X1 X3
pamora vrijediti jednakost. Zato je
X X X X X X
_1+_2:, _2+_3:27 BLA_o

X2 X1 X3 X2 X1 X3

Iz prvejednadzbe slijedi (x; —X2)? = 0,tj. X; = X . Istotakoje xp = X3. Dakle,
X1 =Xp=X3= 3.

Drugo rjeSenje. Nejednakost izmedu harmonijske i aritmeticke sredine daje

n X X
< 1+ + Xn
1 1 - n
— 4. .+ =
X1 Xn
n_9
- <2,
1~ n

ti. n> <9, odnosno n € {1, 2,3} . Dalje se nastavi kao u prvom rjezenju.

*

* *

3.1. Moramo promatrati dvasluégja: 1° a>1i2° 0<a< 1.

1° a>1:
)L 10daXx | 20 /10g,
<= (1+logyx)logyx > 2+ log, x
= (Iogax)2>2
— |log,x > V2
< logax < —V2 ili logyx > 2
<~ x€ (O,a_\/é)u(a\/i,oo).
2° 0<a<1:

sk 100X 52y /1004
<= (1+logyx)logyx < 2+ log, x
S (Iogax)2<2
— |logyx| < V2
— —V2<log,x< V2

<~ X¢€ (aﬁ, a*ﬁ).

3.2. Prvorjesenje. Nekaje S srediStedonje, S, srediSte gornje baze kocke,
O grediste sferei R njezin polumjer. Zbog simetrije jasno je daje srediste sfere
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naspojnici 55, . Sferaprolazi totkama A, B, C, D i $. Vrijedi:
0S| + [0%] = &
|OS1| +R=a,
te (iz pravokutnog trokuta AAS0):
051]” = |A0)” — |AS[?,

012 =R~ (%)2
a2
e

(a—R?Z?=R*—
D, c,
| S»
[
A -
! I B,
[
[ R
[
[
' 0
|
[
Dy, ———-|-—==C
Vz
S1 /
4 B
9. 1.10.

Odavde dobivamo R = :%a ,1j.,kakojea=8cm, R=6cm.

Drugo rjeSenje. Nekaje S srediste donje, a S, srediste gornje baze koc-
ke. Trokut ACS, je jednakokratan, a polumjer trazene sfere je polumjer njemu
opisane kruznice. Duljina dijagonale kvadrata ABCD je |AC| = 82 cm. Vi-
sna AACS, je |SS| = 8cm. Iz pravokutnog trokuta $CS, je |CS| =

V|S1S2/? + |CS1|2 = 4V/6. Polumjer opisane kruznice trokuta stranica a, b, ¢
i povrSine P je R= 4—; . U naSem dlucaju je
a=|AC|=8V2, b=c=|CS| =4V6
P= % -|AC| - |S1S| = 32v2, ikonatno R=6cm.

3.3. Promatrajmo zadatak u koordinatnoj ravnini u kojoj je A(0,0),
B(a,0), (a>0), M(x,y). Tadaje

IMAZ =52 +v2, |MB]? = (x— )2 + V2,
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IMA)? — [MBJ?| = a2x — a|.
Visinatrokuta MAB je jednaka apsolutnoj vrijednosti ordinate totke M . Dakle,

P(AMAB) = Zalyl.

M (x, »)

0=4(0,0) B(a,0) X
9. 111

Iz uvjeta dlijedi
k . k
ax—al=zay G [x—al =

Odavde je

2x—a:gy ili 2x—a:—gy,

ato su jednadzbe dvaju pravaca.
3.4. Iztrokuta OCF je |OC|=actg .

U trokutu ODE je |OE| =,
(loc| + |cD|)* + |DE[* =r?
(actg o +a)®+a=r?

14+ (1+ctg a)® = (;)2.
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2

Ako jekut a izrazen u radijanima, povrSina kruznog iseckaje P1 = rToz ,
akvadrata P, = a, anjihov omjer je
Py 2 a o 2
—=(=) - Z=Z-1+(1 .
P, (3) 23 +ra+aga’
Napomena. Ako jekut o izrazen u stupnjevima, ondaje P, = % r’r.

Tadaje
ﬂ o«

2
5 = 307 (LT (1 cg @)

x F ok

4.1. Premapodacimaje 3 = f (0) = g. Jednadzba tangente je oblika
y—3=-1-(x—0) tj. y=—-X+3.

Kako tangenta s parabol om imayj edinstvenu zajedni cku tocku dodira, diskriminanta
kvadratne jednadzbe x° + px+ 3 = —x + 3 tj. 3% + (p + 1)x = 0, mora biti
jednakanuli. Dakle, D = (p+1)>—4-1-0 = 0, tj. p = —1. Jednadzba parabole
jef(x) =x°—x+3.

Napomena. MoZe serijeSiti i pomotu derivacije. (Koeficijent smjeratangen-
teutocki (0,3) je (df_(x)) = (2X+ p)x—0 = P, paiz danog uvjeta dlijedi

x=0

dx
p=-1)

4.2. @) Vrijedi:
a1 =0,
-y =1
ag—ap =2,

8 2—8-3=n-3
81— 8 -2=Nn-2
an—ap-1=n-1
Zbrojimo li ove jednakosti, dobijemo
(n—1)n
5

an=14+2+...+(n=-3)+(n—2)+(n—-1) =
b) Nadalje,

n
Si=aptapt...tan= ) &
k=1

1 L _1/n(n+1)(2n+1) n(n+1)
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aodatle,
o (M=1n(n+1) ~n(n® -1
- 6 n 6 '
4.3. Stavimolli t = L3, dobivamo x = —t, i
x+1 1-t
t—3 3+t
fO)+f | — ) = —. 1
©+ (t+1 —t @
Nekajesada t = 3+ Tadaje x = g, i
1-x t+1
3+t t—3
fl— f(t)=——. 2
(1—t)+ O= (2

Zbrajanjem (1) i (2), dobivamo

t—3 3+t 8t

Odavde je

4.4. Nekaje a broj osoba koje gede izmedu dva muskarca, b broj osoba
koje sede izmedu dvije Zene, ¢ broj osoba koje siede izmedu muSkarca i zene.
Tadaje 2a+c=2ni 2b+c = 2m (svekaosobaje sused dvjema). Kada ne
bi bilo osobe izmedu dva muskarca (a = 0), onda bi svaka osoba imala nagjvise
jednog susjeda muskarcai bilobi ¢ = 2n. Odatle slijedi b = m— n. Kako mora
biti b > 0, zakljutujemo m > n.

Dakle za m < n mozZemo sa sigurnoStu tvrditi da postoji osoba koja sjedi
izmedu dva muSkarca.

Ako je m > n, ne mora postojati osoba koja gjedi izmedu dva muskarca, &to
sevidi naprimjeru

MMZZMMZZ. .. MMZZM(M)ZZZ. ..,
zavisno o tome dali je broj muskaraca paran ili neparan.

Ostaje jos razmotriti ducaj m= n.

Ako je m = n = 2k, onda ne mora postojati takva osoba. Tada postoji
ovakav raspored

MMZZMMZZ. ...

Nekaje m = n neparan broj. Neka su stolice obojene naizmjence crvenom
i plavom bojom. Pretpostavimo da na plavim stolicama (ima ih neparno mnogo)
ima viSe muSkaraca nego Zena (inaCe bi to bio slu€aj s crvenim stolicama). Tada
sigurno na neke dvije “sugedne’ plave stolice (izmedu kojih je jedna crvena stoli-
ca) siede dva muskarca. Stogai u ovom sluaju mozemo sa sigurnostu tvrditi da
postoji osoba koja gedi izmedu dva muSkarca.





