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1.

Uvodni dio

Dabi se s potpunim razumijevanjem mogao pratiti sadrzaj ove knji-
ge, nuzna su neka znanja iz srednjo3kolske nastave matematike. To se u
prvom redu odnosi na temeljne pojmove geometrije ravninei prostora. 1z
podrucjaplanimetrijetrebalo bi znati sve Cinjenicei poucke o trokutu koji
se obraduju u srednjoskol skom programu. Isto tako, iz podrucjastereome-
trije treba vladati €injenicama o temeljnim odnosima pravacai ravnina u
prostoru, s posebnim naglaskom na usporednost i okomitost.

Pri dokazu poucakai rjeSavanju zadataka nastojalo se, gdje je to mo-
guce, koristiti geometrijsku (sinteticku) metodu. Medutim, ponegdje se
nije moglaizbjeti primjenatrigonometrijeili je pak sama narav zadatka,
odnosno poucka to zahtijevala. Zato se pretpostavlja da Citatelj viada te-
meljnim pojmovima o trigonometrijskim funkcijama i trigonometrijskim
pouccimao trokutu.

Isto se tako u tekstu prirodno pojavila primjena vektorskog racuna.
Zato je potrebno da su Citatelju poznati pojmovi: zbrajanjei oduzimanje,
kao i mnoZenje vektora skalarom, zatim linearna nezavisnost vektora, te
svojstva skalarnog, vektorskog i mjeSovitog umnoskavektora. U nekoliko
zadataka tetraedar je zadan pomocu vrhova u prostornom koordinatnom
sustavu. Zbog toga su potrebna elementarna znanja iz analiticke geomet-
rije prostora, kao §o su udaljenost tocaka u prostoru, jednadzba ravnine,
udaljenost tocke od ravninei dicno.

Takoder su koridteni neki poutci i formule elementarne matematike
koji se, neki rjede, a neki uopcte ne pojavljuju u srednjoskolskim progra-
mima matematike.

Takve cemo pouckei formule posebno navesti, aneke od njih i doka-
zati.
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Poznataje Heronovafor mula za plo&tinu trokuta kojemu su zadane
duljinestranica a, b i c. Taformulaglasi P = \/s(s— a)(s— b)(s—c¢),
gdje je s poluopseg trokuta. Ova se formula moZe napisati u drugom
obliku:

P:%%(a2+b2+c2)2—2(a“+b“+0“>~ (F1)

Formula (F1) je pogodna ako su duljine stranica reani brojevi ili
algebarski izrazi pod znakom N zbog Cega e se u takvim ducajevima
viSe putakoristiti. Dokaz formule moze se nati u [2].

Navest €emo tri posebna poucka zatrokut, i to iz dvaju razloga. Prvi
jerazlog &o su ti poucci koristeni u nekim dokazima, a drugi je razlog Sto
postoje analogni poucci zatetraedar, o emu ¢e u daljnjem tekstu biti vise
rijeci.

Pl1.  Nekasu nastranicama BC, CA i AB trokuta ABC redom tocke
P, Qi R. Pravci AP, BQ i CR sijeku se u jednoj tocki ako i
samo ako je |AR| - |BP| - |CQ| = |BR| - |CP| - |AQ| (d. 1.1.).

OvojeCevinpoucak. Postavio gajei dokazao 1678. godinetalijanski
matematiCar Giovanni Ceva (1648. — 1734.).

P2.  Ako pravac sijeCe pravce stranica BC, CA i AB trokuta ABC u
tockama P, Q i R, tadavrijedi: |AR|-|BP|-|CQ| = |BR||CP||QA
(9. 1.2).
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A B R
9. 12

Poucak nosi ime starogrékog matematicara M enelaja, a djedeti je
Van Aubelov poucak.

P3. AkosuP, QiR tockenastranicama BC, CA i AB trokuta ABC
uzetetako dasepravci AP, BQ i CR sijekuutocki O, tadavrijedi
ICOl _ [CQ| | [CP|
IOR] A + PB| (d.1.1.).

Uocimo neke veze medu ovim pouccima. Cevini Menelajev poucak
su takozvani dualni pouCci i izrazavaju se istom formulom. Uvijeti koje
zadovoljavatrokut u Cevinomi Van Aubelovom poucku su istovjetni.

Dokazi ovih poucaka mogu se nati u [2]. (U toj je knjizi navedeno
viSe dokaza pojedinog poucka. Tako je Cevin poucak dokazan na sedam
natina.)

I sto je tako manje poznat jedan poucak o ortocentru trokuta, akoristen
jeuknjizi.

P4.  Ortocentar trokutadijeli svaku visinu trokuta na dvadijela, tako da
jeumnoZak duljinatih dijelovastalani jednak 4R? cos o cos 3 cosy ,
gdie je R polumjer trokutu opisane kruznice, a o, B i y kutovi
trokuta

Poucak je takoder dokazan u [2].

Poucak koji govori o posebnom poloZaju pravaca u prostoru poznat
je kao poucak o trima okomicamai glasi:

P5. Nekasu a i b dva medusobno okomita pravca ravnine ©, a A
njihovo geciste, i nekaje pravac ¢ stockom O pravcaa (O # A)
okomit naravninu i . Ako je C bilo kojatocka pravca c, tada su
pravci CA i b takoder okomiti.
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Dokaz. Buduti daje pravac ¢ okomit naravninu 7, ¢ je okomit nasvaki
pravac teravnine, paje okomiti napravac b (d.1.3.).

Vidimo da je pravac b okomit na pravce a i c. Zatoje b okomit
na svaki pravac ravnine &o je odreduju pravci a i ¢, atime okomit i na
pravac CA, &to jetvrdnjapoucka. Q.E.D.

Sljedeti cemo poucak Cesto koristiti i pri dokazu nekih poucakai pri
rieSavanju vise zadataka. Zato temo taj poucak i dokazati. Poucak glasi:

P6. Ravnine >, i Y, zatvargiu kut ¢. ViSekut plodtine P nalazi
seuravnini Y, aortogonalnaprojekcija tog visekuta na ravninu
>, jevisekut plodtine Q. Vrijedi Q = Pcosg.

Dokaz. Koristimooznakekaonad. 1.4. Svaki se viSekut moZerastaviti na
konaCan broj trokuta. Plo&tinatrokuta, atimei plostina njegove projekcije
ne zavisi 0 polozaju trokuta u ravnini ), . Zato je dovoljno dokazati da
poucak vrijedi za trokut u poloZaju kao nadlici.

Nekaje trokut ABC postavljen uravnini >, tako daje stranica AB
na presieku ravninag, a vrh C u bilo kojoj tocki ravnine .. Ako je
C’ ortogonalna projekcijatocke C naravninu »,, tada je trokut ABC’
ortogonalna projekcijatrokuta ABC.

Ako je D noziste visine trokuta ABC iz vrha C, tada je P =
1
—|AB| - IDC|.
51A8| - ||
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Prema poucku o trima okomicama (vidi P5), DC’ je okomit na
AB. To znati da je DC’ visina trokuta ABC' iz vrha C'. Zato je

1 1
Q= E|AB\ -|DC'| = E\AB| -|DC|cosgp = Pcosg. Q.E.D.

Sada ¢emo se pozabaviti jednim vrlo vaznim pojmom geometrije
prostora. Tagj pojam i poucke koji su s njim u neposrednoj vezi Cesto cemo
korigtiti u daljnjem tekstu. Tojetrobrid.

D1. Nekasu a, b i ¢ polupravci prostorakoji nisu u istoj ravnini, sa

zgjednickim pocetkom u tocki O. Dio prostora omeden kutovima
Sto ih u parovima odreduju ti polupravci zove se trobrid ili triedar.

Q

b
9. 15

Tocka O jevrh, apolupravci a, b i ¢ subridovi trobrida. Dijelovi
ravnina koje odreduju po dva brida su strane ili plohe trobrida. Trobrid u
ravnini prikazujemo u projekciji, kao nad. 1.5.
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Trobridjevazan pri proucavanjutetraedra. Navedimojednu anal ogiju
trokut — tetraedar. Ako se kut s vrhom u tocki A presijece pravcem koji
krakove kutasijeCe utotkama B i C, timejekut podijeljen nadvadijela,
jedan omeden i drugi neomeden. Omedeni dio je trokut ABC, kojemu su
A, B i C vrhovi.

S. 16.

Sli¢no bismo mogli definirati i tetraedar: ako se trobrid s vrhom u
tocki O presijeCeravninom kojabridovetrobridasijete utockama A, B i
C, timejetrobrid podijeljen nadvadijela, jedan omedeni jedan neomeden.
Omedeni dio jetetraedar ABCO, kojemu sutocke A, B, C i O vrhovi,
&o je prikazano nad. 1.6.

U trobridu se definirgju dvije vrste kutova.

1. Kutovi &o ih odreduju po dva brida zovu se bridni ili plodni kutovi
trobrida. Trobrid imatri takva kuta

2. Kutovi izmedu dviju strana ili kutovi pojedinih diedara, &to ih odre-
duju po dvije strane trobrida. Trobrid oCito imatri takva kuta.

Ovdje nazalost moram navesti da u hrvatskom matematickom naziv-
[ju ne postoji usuglasenost glede naziva ovih kutova.

Kadasekaze kut pri odredenom bridu trobrida, misli se nakut izmedu
dviju stranakojimajetagj brid zagjednicki.

Svakom bridnom kutu pridruzujemo kut dviju stranauz brid koji nije
brid togakuta. KaZzemo da svakom bridnom kutu pridruzujemo nasuprotni
kut dviju strana trobrida
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U trobridu svrhom O i bridovima a, b i ¢ bridne kutove oznaCavat
temos a, B i v, akutove strana (diedarske kutove) s oy, P11 11, kao
&ojeprikazanonad. 1.7.

Vidimo da je nasuprot, na primjer, bridu a bridni kut o, a pripadni
kut strana pri tom bridu je o . Istatakva usuglaSenost oznakavrijedi i za
ine bridovei kutove.

Zabridne kutove trobrida vrijede sljedeti poucci.

P7.  Svaki je bridni kut trobrida manji od zbroja inih dvaju, a veti od
razlike tih dvaju kutova

Poucak se jednostavno dokaZe tako da se jedan brid ortogonal no pro-
jiciranaravninu nasuprotne strane, ¢ime se kut nasuprot tom bridu podijeli
nadvadijelaod kojih je svaki manji od odgovarajuceg bridnog kuta.

P8.  Ako su u trobridu dva bridna kuta jednaka, tada su i nasuprotni
kutovi strana jednaki.

Naputak zadokaz: projicirajte (ortogonalno) zajednicki brid jednakih
bridnih kutova na nasuprotnu stranu i bilo koju to¢ku tog brida nainadva
brida.

P9.  Ako za bridne kutove trobrida vrijedi o0 < 8 < v, tada za nasup-
rotne kutove strana vrijedi oy < 1 < 1.

| ovaj se poucak jednostavno dokazuje tako da jedan brid trobrida
projiciramo na ravninu nasuprotne strane.

Navedeni poucci podsjetaju natvrdnje o unutarnjim kutovimatrokuta.
Znamo daje zbroj tih kutova jednak 180° .
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Medutim, zbroj bridnih kutova trobrida nije stalan i vrijedi sljedeci
poucak.

P10. Zbrgj bridnih kutova trobrida manji je od 360° .
Dokaz. Trobrid s vchom O i bridnim kutovima o, B i y presijetemo

bilo kojom ravninom, tako da ona sijeCe bridove trobridau tockama A, B
i C,kaonad.1.8.

Ako je O’ ortogonalna projekcija vrha O na ravninu ABC, tada
je otito da vrijedi @ = 4BOC < 4BO'C, B = JCOA < JCOA,
y = JAOB < JAO'B. Odavde se dobije o + 8 + y < JBO'C +
JCO'A+ JAO'B, ili a+ 4y < 360°. Q.ED.

Isto tako zbroj kutova po dviju strana trobrida nije stalan, o ¢emu
govori sljedeti poucak.

P11. Zakutove strana (diedarske kutove) trobridavrijedi:

180° < oy + B1 + 71 < 540°.

Dokaz. Promatrajmo trobrid s vihom u tocki O. Nekaje O’ hilo koja
toCkaunutar trobrida, a A’ , B’ i C’ projekcijetocke O nastranetrobrida.
Okomice iz tih toaka na bridove trobrida sijeku se u parovima na tim
bridovimau tockama A, B i C, kaonad. 1.9.
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Diedarski kutovi promatranog trobrida su: oy = C'AB’, B =
JA'BC’, y1 = 4B'CA’. Oznatimo li bridne kutove trobrida A’B'C’'O’ s
o, B,y tadaje oy + o = 180°, By + B’ = 180°, y1 + y' = 180°.
Odavde se zbragjanjemdobije (o + B1+71) + (o’ + B’ +y') = 540°. Pri-
mijenimo li natrobrid O’A'B’'C’ poucak P10., neposredno dijedi tvrdnja
poucka. Q.E.D.

Sljedeti poucak govori o tome kako seiz poznatih bridnih kutovamo-
gu izraCunati kutovi stranatrobrida. Za sadrzaj ove knjige ovaj je poucak
vrlo vazan, jer emo ga Cesto koristiti.

P12. Akosu o, B iy bridni,a oy, By i y1 nasuprotni diedarski kutovi
trobrida, tadaje

coso — cosf3 cosy
snfsiny

COSf3 — COSy coso

Cosoy = - -
sSnysno

, cospf; =

)

COSy — Cosc cosf3

cosyr = . .
n snasinf

Dokaz. Na bridovimatrobrida s vrhom u tocki O odredimo tocke A, B
i C tako dasuvektori & — OA, & = OB, & = OC jediniéni. Neka
su D i E noZzistaokomicaiz toaka B i C napravac OA. Tadaje, po
definiciji kutadiedra, oy = (DB, EC) (. 1.10)).
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3. 1.10.

Vrijedi DB = DO + &, EC = EO + &. Kaoje DO - & =
|DO\ 1.cos(—f) = —cosy cosf, E_O) & = —cosfcosy, stogaje

DB - EC = cosy cosf3 — cosfcosy — cosf cosy + cosa . Konatno,
cosa — cosf3 cosy

sinfsiny

zbog DB - EC = sinysinfcosoy, je cosoy =
Isto setako dokazu i ine dvije formule poucka. Q.E.D.

Navedimo formulu za obujam tetraedra odredenog vektorimabridova
s pocetcima u jednom vrhu tetraedra

ax ay a
(§x5)~6‘:% be by b, |- (F2)

Cx Cy C;
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2.

Definicije, temeljni pojmovi i poucCci o tetraedru

Prije nego navedemo samu definiciju tetraedra, kazat €¢emo nesto o
definiciji optenito. Definicija se Cesto shvata prekruto, pri ¢emu se drZi
da definicija nekog (matematickog) pojmaglas tako i tako, i nikako dru-
gaCije. Ako seu dvjemarazliitim knjigamazaisti pojam (na primjer, za
paralelogram) nadu dvije razliCite definicije, to uCenicima stvara ozbiljne
poteskote i nedoumice. Razjasnit ¢emo to upravo na primjeru paralelo-
grama, koji ¢emo definirati na dva naina.

1. Cetverokut kojemu se dijagonale raspolavljgju zove se paralelogram.
2. Cetverokut kojemu su dvijestranice usporednei imaju jednakeduljine
zove se paralelogram.

Obje su ove definicije dobrei ispravne. Onesu i istoznatneili ekvi-
valentne, Sto znaci da ako jednu od njih prihvatimo, tada se tvrdnja druge
moze dokazati. Ali definicije se ne dokazuju. Zato, ako jednu od navede-
nih izjava smatramo definicijom, tada drugane moZze biti definicija. Ona
je utom slu€gju poucak. Ovo se navelo da se izbjegnu mozebitne zabune
ili nedoumice kod Citatelja ako u tekstu naide na neku definiciju razlicitu
od njemu vet poznate.

Zelimo uvesti analogne definicije trokutai tetraedra.

Prije nego to u¢inimo, definirgmo jedan vrlo vazan pojam, ato je
konveksan skup.

Ako se za bilo koje dvijetocke A i B skupa S, i duZina AB nalazi
unutar skupa S, kazemo da je S konveksan skup. Inace je nekonveksan
ili konkavan.
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Matemati¢kim simbolimato sepise: (VA)(VB)(A,B€ S =— AB C
S), skup S je konveksan.

Tako je nad. 2.1. skup S konveksan, a skup S na d. 2.2. nije
konveksan.

A
\B
C
D
9. 21 9. 22

Naravno dazadvijerazliCitetotke A i B postoji beskonatno mnogo
konveksnih skupovakoji sadrze te tocke, $to se zakljuCujeiz 9. 2.3.

Akojeunizuskupova $,$,S3,..., S C S C S3..., kazemo da
je S najmanji od navedenih skupova. Sa dl. 2.3. lako se zakljuci da je
najmanji konveksan skup koji sadrzi dvijerazlicitetocke A, B duZina AB.

C
A4
A___—°B
B
S. 23

9. 24.

Akosu A, B i C hilokojetri nekolinearne tocke (to jest tocke koje
ne pripadaju istom pravcu), tadaje ngimanji konveksan skup koji sadrZi te
tri tocke trokut ABC (dl. 2.4.). Zato je ovadefinicija dobra.

D2.  Trokut je ngimanji konveksan skup koji sadrZi tri nekolinearne to-
Cke. Te su tocke vrhovi trokuta

|z definicije trokuta jasno je da je trokut skup u ravnini, jer bilo koje

tri nekolinearne tocke odreduju ravninu.
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Tocke koje pripadaju istoj ravnini su komplanarne, a one koje ne
pripadaju su hekomplanarne.
Definiciji D1. di¢naje djedeta definicijatetraedra.
D3. Tetraedar je ngimanji konveksan skup koji sadrZi Cetiri nekompla-
narnetocke. Te su toCke vrhovi tetraedra

Vidimo da je tetraedar prostorni skup toCaka, zbog €ega se njegova
prava slika ne moze nacrtati u ravnini. Zato tetraedar crtamo u projekciji,
kao nad. 2.5., gdje je nacrtan tetraedar kojemu su vrhovi tocke A, B, C
i D. Kazat temo krate dajeto tetraedar ABCD.

Duzine AB, BC, CA, DA, DB i DC su bridovi tetraedra. Vidimo
da tetraedar ima Sest bridova. Dva brida koja nemaju zajednicki vrh su
nasuprotni bridovi. Tetraedar imatri para nasuprotnih bridova. Trokuti
ABC, DAB, DBC i DCA su straneiili plohe tetraedra. Tetraedar ima
Cetiri strane. Strane tetraedra nasuprot vrhovima A, B, C i D oznaavat
temo AB,Ci D.

lako svjesni razlike, te emo oznake radi kratkote zapisa rabiti i za
plo&tinetih strana.

Ako posebnoistaknemo jednu stranu tetraedra (obicno jeto onastrana
nakojoj tetraedar “ stoji”), tadatu stranu zovemo osnovkaili baza tetraed-
ra. Vrh koji ne pripadatoj osnovki zove se kratko vrh tetraedra. Ostale
su strane, u tom slu€aju, pobocne straneili krace, pobocke tetraedra. Ovi
nazivi potjecu iz Cinjenice da se tetraedar moze definirati pomocu jednog
trokuta(osnovke) i jednetocke (vrha) kojane pripadaravnini togatrokuta.
U ovom duCaju i bridovi imaju posebne nazive. Bridovi koji su stranice
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osnovke su osnovni, a bridovi koji se sastaju u vrhu nasuprot osnovki su
pobocni bridovi tetraedra.

Uvest Eemo neke stalne oznake za tetraedar.

Ako neku duzinu oznafimo jednim malim slovom, naprimjer d, tada
Cesto, radi kratkote, a na Stetu preciznosti, ta oznaka znai i duljinu te
duZine.

Tako te nam oznake a, b, c, X, y i z, koje emo ngjceSte rabiti za
bridovetetraedra ABCD kao nad. 2.5., znafiti same bridove, ali i njihove
duljine.

Kod tetraedra razlikujemo dvije vrste kutova.

Kutovi koje zatvaraju po dvabridajedne strane zovu sebridni kutovi.
To su zapravo (unutarnji) kutovi trokuta koji su straneili plohe tetraedra.
Zato se ponegdje zovu i plodni kutovi tetraedra. Vidimo da tetraedar ima
pri svakom vrhu tri, dakle ukupno 12 bridnih kutova.

Druga vrsta su kutovi strana tetraedra. To su zapravo diedri Cija
svaka strana sadrZi po jednu stranu tetraedra. Nije to€no kazati da su to
kutovi ravnina po dviju strana tetraedra, i to iz istog razloga zbog kojih
kutovi trokutanisu i kutovi po dvaju pravacastranicatrokuta. Kao $to sva
kom vrhu trokuta pripadajedan (unutarnji) kut togatrokuta, tako i svakom
bridu tetraedra pripada jedan (unutarnji) kut stranatetraedra. To znaci da
tetraedar ima Sest kutova strana.

Tri temeljna pouCka o tetraedru

P13. Simetralne ravnine bridovatetraedra sijeku se u jednoj tocki. Taje
toCka sredite sfere opisane tetraedru.

Dokaz. Promatrajmo najprije simetralne ravnine bridova AB, BC i CA
tetraedra ABCD (dl. 2.6.). Teravninesijeku ravninu trokuta ABC u prav-
cima okomitim na stranice toga trokuta. A buduéi da ti pravci prolaze
polovistima stranica, oni se sijeku u jednoj tocki, koju smo oznatili s E,
akojaje srediste trokutu ABC opisane kruznice. Kako su ove tri ravnine
okomitenaravninu ABC, sijeku seujednompravcu s, koji je oito okomit
naravninu ABC, a prolazi tockom E. Svakatocka pravca s jednako je
udaljenaod vrhova A, B i C.
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9. 26.

Neka simetralna ravnina brida CD sijece pravac s u tocki S. Tada
je |SC| = |SD|. Natemelju svegaje |SA| = |SB| = |[SC| = |SD|. Medu-
tim, iz |SA| = |SD| i1 |SB| = |SD| zakljuCujemo dai simetralne ravnine
bridova AD i BD sadrzetotku S, ato opet znati da se simetralne ravnine
svih bridovatetraedrasijeku u tocki S. Kako je tatockajednako udaljena
od svih vrhovatetraedra, ona je srediSte tetraedru opisane sfere. Q.E.D.

P14. Simetralne ravnine diedara Sto ih odreduju strane tetraedra sijeku
se u jednoj tocki. Taje toCka srediSte tetraedru upisane sfere.

Dokaz. Promatrajmo tetraedar ABCD. Simetralne ravnine kutova strana
uz bridove AB, BC i CA, to jest uz bridove strane ABC, oznafimo s
A1, Az i Az. Medu tim ravninama nema usporednih, zbog Cega se one
sijeku ili u jednom pravcu ili u jednoj toCki. Dabi se te ravnine sekle u
jednom pravcu, svakaod njih bi moralabiti okomitanaravninu ABC, &o
jenemoguce. Zato seteravninesijeku u jednoj tocki, koju oznatimosa S.
Tocka S pripadaravnini A;, zbog €egajejednako udaljenaod strana ABC
i ABD. Istojetako, zbog S€ Ay i S € Az, tocka S jednako udaljena
od strana BCA i BCD, odnosno od strana CAB i CAD. To znaci daje
tocka S jednako udaljena od ravnine svake strane promatranog tetraedra,
to jest svaka od njih je tangencijalnaravnina sfere sa sredistem u tocki S.
Lako je pokazati da je ta tocka jednoznatno odredena, to jest da se u toj
tocki sijeku i simetralne ravnine kutova strana uz bridove ostalih strana
tetraedra. Time je poucak dokazan. Q.E.D.

Prije nego prijedemo na poucak o tezistu tetraedra, moramo kazati
nesto vide o problemu teZista optenito.
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TeZiste je prvotno fizikalni pojam. Uveo ga je, definirao i obradio
B. Pavkovi€, P. Mladini€ Arhimedova metoda tezista, HMD, Zagreb, 1998.
Navest cemo tri temeljna stavka koje Eemo koristiti.

1. TeZiste sustava dvaju tijela jednakih masa nalazi se u polovistu spoj-
nicetih tijela

2. TeZiste sustava dvgju tijela razliGitih masa my i my, smjeStenih u
tockama A i B, nalazi seutocki T naduZini AB, pri Cemu vrijedi
|AT| - m = |BT|-mp.

3. TeZiste homogenog Stapa nalazi se u njegovom polovistu.

Pod tijelom se podrazumijeva tijelo oblika kugle zanemariva polu-
mjera, a pod homogenim Stapom tijelo oblika valjka zanemarive plostine
osnovke.

Kada govorimo o teZidtu trokuta, mozemo razlikovati Cetiri teZista.

1. Vr3no teZiste trokuta, to jest teZiste sustavatriju tijelajednakih masa,
smjestenih u vrhovimatrokuta.

2. Stranicno teZiSte trokuta, to jest teZiste triju homogenih Stapova Ciji
su rubovi u vrhovimatrokuta

3. Plosno teZiste trokuta, to jest teZiste uspravne trostrane prizme zane-
marive visine.

4. Fizikalno teziste trokuta

Plosno teziste trokuta smatra sei fizikalnim tezistem trokuta.
Odredimo vrano teziste trokuta.

Neka su u nekolinearnim tockama A, B i C postavljenatijela je-
dnake mase, koju temo uzeti za jedini€nu masu. To pisemo A(1), B(1),
C(1). Sustav tijela A(1), B(1) mozemo zamijeniti njihovim tezistem,
koje se, prema stavku 1., nalazi u polovidtu duzine BC, to jest s D(2).
To znali da se teziste sustavatijela A, B, C podudaras tezistem sustava
tijela A(1), D(2). Premastavku 2. to jetocka T naduzini AD, zakoju
vrijedi 1- |AT| =2-|BT| ili |AT|:|BT|=2:1.

MatematiCki se to teziste moze definirati ovako:

odredimo polovidte stranice BC, totku D, a potom na duzini AD
tocku T takodaje |AT|: |BT|=2:1 (d.2.7.).
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C;A(l)
\

o |
B(1) 5
D)

c)
9. 27.

Duzinu AD zovemo tezisnicom, atocku T tezistem trokuta ABC.
Ovako definiranotezistejematematickoteziste, jer je odredeno samo
matematickim pojmovima, nezavisno o fizikalnim veli¢inama (masama).
Vidimo da se matematicko teziste podudaras vrsnim teZistem trokuta.
MoZe se pokazati daseto teziste podudarai splodnim, odnosnofizikalnim,
a ne podudara sa strani ¢nim teZistem.

Zato temo pod tezistem trokuta podrazumijevati njegovo matemati-
Cko teZigte.

Pokazat temo jos jedno vaZzno matemati Cko svojstvo teZidta trokuta.
Akoje O bilo kojatoCkaprostora, a T teZiste trokuta ABC, tadaje
- - - —
oT = §(0A+ OB + oc).

(F3)
Dokaz. Vrijedi

— —_  — — 22— —
OT = OA+ AT = 0OA+ -AD = OA +

winN

S 3(F8 )
— Oh+ (0B - OA+ OC - OA),
odnosno OT — %(676\+ OB + O—>C) Q.E.D.

Sada temo definirati teziste tetraedra. Jasno je da bismo mogli defi-
nirati Cak pet tezistatetraedra: vrsno, bridno, plodno, volumno (fizikalno)

i matematicko. Bavit cemo se samo matematickim tezistem, ne ulazeti u
to podudarali se ono s nekim od inih teZista.
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Najprije definirgjmo teZisnice tetraedra.
D4. Spojnica vrha tetraedra s teZiStem nasuprotne strane zove se teZi-
Snicatetraedra
OCito je da tetraedar ima Cetiri teziSnice. Vrijedi poucak o teZistu
tetraedra.
P15. TeZidnicetetraedrasijeku se u jednoj tocki — teZistu tetraedra. Te-
Ziste tetraedra dijeli svaku teZisnicu u omjeru 3 : 1, mjereCi od
vrhatetraedra

Dokaz. Nekaje ABCD tetraedari O bilokojatoCkaprostora, a Tp teziste
strane ABC (d. 2.8.).

S. 28.

Prema (F3) vrijedi OTp — g(OA + OB + oc) . Odredimo po-
lozaj tocke T teko daje |DT| : |TTp| = 3 : 1, ili, &0 je isto, da je

— 33—
DT —ZDTD.

a'zo_t>)+ﬁ':o_[>)+§D—)TD=O_[>)+§(D_)Tz—o_[)))
3 3

OD — ~OD L (GA+ 0B +0C
~0D - 300+ ;- 5(0A+ 0B+ OC)
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Odavde dlijedi vaznaformula

— 1/— — — —
OT:Z<OA+OB+OC+OD). (F4)
Postupkom dgli¢nim kao kod trokutalako se pokaze da (F4) vrijedi i za
vrdno teZiste tetraedra, odnosno za sustav od Cetiriju tijela jednakih masa,

postavljenih utocke A, B, Ci D.
. .= 3= - . .
PokaZimodaje AT = - ATa , gdjeje Tp teZiSte strane BCD. Vri-

o 4
jedi
— —_ = 1/ @ — @ — @ — —
AT:AO+OT:Z(OA+OB+OC+ D)fOA
1l/— - - — (1)
:—( B+ OC + OD — 30A
4
33— 3— 3— 3 1/ — — 3—
°ATa=-OTa— SOA=>.Z(0OB D) - S0A
ZATa=70Ta— JOA=7 3(0 +oc+o) -0

- Z(OB+OC+OD—3OA).

. L. = 3=
1z (1) i (2) zakljuCujemo daje AT = ZATA .

|z posljednje jednakosti zakljuCujemo da se tezisnice iz vrhova A i
D tetraedra ABCD sijeku u tocki T, koja svaku od tih teZidnica dijeli u
omjeru 3: 1. Naisti se nain pokaze dato vrijedi i zaine dvijeteZisnice,
Cime je poucak o tezistu tetraedra dokazan. Q.E.D.

Vidimo da za tri znaCgjne tocke trokuta (srediste opisane kruznice,
srediSte upisane kruznice i teZiste) postoje analogne tocke tetraedra (sre-
diste opisane sfere, srediSte upisane sfere i teziste).

Sada se samo po sebi postavlja vet prije postavljeno pitanje; postoji
li u tetraedru anal ognatocka gecistu vising, ortocentru trokuta.

Prije nego odgovorimo nato pitanje, definirat temo visine tetraedrai
dokazati dva poucka.

D5.  Okomica spustena iz vrha tetraedra na ravninu nasuprotne strane
zove sevisina tetraedra

Cesto ¢e se, kao %o je vet reteno i za bridove, pod visinom smatrati
definiranaduZina, ai i, radi kratkoce, duljinate duZine.

P16. Visinetetraedrasijeku seujednoj tocki akoi samo ako su nasuprotni
bridovi tetraedra medusobno okomiti.
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Dokaz. Neka se visine tetraedra ABCD sijeku u tocki H (d. 2.9.). To
znali daje DH okomito naravninu ABC i AH okomito naravninu BCD .
Odavde zaklju€ujemo daje pravac BC okomiti na DH i na AH , &o zna€i
daje pravac BC okomit naravninu DAH, a zbog toga okomit na svaki
pravac teravnine. Dakle, pravci BC i AD medusobno su okomiti.

Isto se to dokaZe i zaina dva paranasuprotnih bridova.

Obratno, neka su nasuprotni bridovi tetraedra ABCD medusobno
okomiti. Tada bridom AD prolazi ravnina okomita na pravac BC. Lako
se pokaze davisine tetraedraiz vrhova A i D pripadaju toj ravnini, zbog
Cega se morgju gjeci u nekoj tocki na pravcu okomitom na ravninu ABC.
Sada se lako pokaze dasei ine dvije visine sijeku u toj tocki. Q.E.D.

P17. Akosevisinetetraedrasijeku ujednoj tocki, tadase noZistevisineiz
svakog vrhatetraedrana nasuprotnu stranu podudaras ortocentrom
te strane.

Dokaz. Nekasevisinetetraedra ABCD sijeku utocki H i nekaje noZiste
visineiz vrha D nastranu ABC tocka E (d. 2.9.). Pravac DE je okomit
na svakom pravcu ravnine ABC, zbog Cegaje BC L DE. PremaP16. je
BC L AD, zbog Cega je BC okomito naravninu DAE, a zbog toga je
AE 1 BC. Naisti natin se pokazedaje CE | AB. Iz podjednjih dviju
relacijazakljuCujemo dajetocka E ortocentar trokuta ABC, %o jetvrdnja
poucka. Isto se pokazei zavisineiz inih triju vrhovatetraedra. Takoder
se jednostavno dokaze da vrijedi i obrat poucka, o se prepusta Citatelju.
Q.ED.
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Sada mozemo pokazati da se visine tetraedra op&enito ne sijeku.

Neka se u tetraedru ABCD visine sijeku u tocki H. Prema P17.
pravac DH probadaravninu ABC u tocki E, koja je ortocentar trokuta
ABC. Isto je tako, prema P16., BC 1 AD. Nekaje B; bhilo koja tocka
polupravca AB (B; # B) (d. 2.10.). Pravci CB i CB; 0Cito nisu uspo-
redni, zbog Cega pravci CB; i AD nisu okomiti, a to znali da se visine
tetraedra AB;CD ne sijeku u jednoj tocki.

3. 2.10.

Mogli smo razmiSljati i ovako. Pravac DH je okomit na zajednicku
ravninu trokuta ABC i AB;C i tg pravac probadatu ravninu u tocki E.
Ako bi sevisinei tetraedra ABCD i tetraedra AB;CD gekle ujednoj tocki,
tada bi tocka E moraabiti ortocentar i trokuta ABC i trokuta AB,C, Sto
o€ito nije moguce.

D6. Ako sevisine tetraedra sijeku u jednoj tocki, tu ¢emo tocku zvati
ortocentar tetraedra, a za tetraedar emo kazati da je ortocentriCan.

Ortocentrican tetraedar ima joS zanimljivih osobitosti koje su isto-
znacne dvjema navedenim, o ¢emu Ce biti jos govora.





