1.

Opéinsko natjecanje

Opdéinska i gradska natjecanja odrZana su u svim gradovima i op-
¢inama naSe domovine 5. oZujka 2004. Kao $to je uobicajeno, zadatke
je osmislilo Drzavno povjerenstvo za matematicka natjecanja. Ucenici
osnovnih $kola rjesavali su svoje zadatke 2 sata, a u€enici srednjih 3 sata.

Osnovna Sskola

4. razred

4.1. Izracunaj
(345—((720:6) -2 —4+2):2+44):3-25:5.

4.2. Koliko ima troznamenkastih brojeva ¢iji je umnozak znamenaka
vedi od 8, a manji od 12? Ispisi sve traZene brojeve.

4.3. Marta Zeli kupiti nekoliko flomastera. Ako bi kupila 6 flomas-
tera, ostalo bi joj 7 kuna, a ako bi ih Zeljela kupiti 10, nedostajalo bi joj 5
kuna. Kolika je cijena jednog flomastera? Koliko je novaca imala Marta?

4.4. Zadan je jednakokracan trokut ABC s osnovicom AB kojem je
duljina kraka tri puta veca od duljine osnovice. Izracunaj duljine osnovice
i kraka trokuta ako je opseg trokuta 252 mm. Nacrtaj trokut ABC.

4.5. Na slavlju je bilo 248 gostiju. Svaki je gost na kraju vecere
pojeo jedan od dva sladoledna kupa: sladoledni kup “More” s tri kuglice
sladoleda ili sladoledni kup “Ledko” s pet kuglica sladoleda.

Koliko je gostiju pojelo kup “More”, a koliko ih je pojelo kup “Ledko”
ako je potroSeno ukupno 1000 kuglica sladoleda?
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5. razred

5.1. Izracunaj

(1437 — ((11- 136 4+ 136 - 12) : 92 - 167 — 65 — 102) : 167) : 27 — 27.

5.2. Ana je krenula od kuce brojeci korake. Najprije je napravila 10
koraka naprijed, pa se vratila 2 koraka nazad. Nakon toga je opet nacinila
10 koraka naprijed, pa se vratila 1 korak nazad. Taj postupak, 10 koraka
naprijed i 2 nazad, pa 10 koraka naprijed i 1 korak nazad, Ana je nastavila
i dalje. Koliko koraka Ana mora naciniti kako bi od kuée bila udaljena
2004 koraka?

5.3. Koje se znamenke mogu staviti na mjesto slova a i b u Cetvero-
znamenkastim brojevima oblika a55b tako da ti brojevi budu djeljivi bro-
jem 367?

5.4. Janko je u prve dvije igre pikada gadao metu sa po tri strelice,
te je postigao 25 bodova u prvoj igri i 45 bodova u drugoj igri. Koliko
je bodova postigao u trecoj igri? Svaki krug nosi neki broj bodova, a s
tockom su oznaceni pogotci.

)

SL 1.1

5.5. Lik na slici sastoji se od 10 jednakih pravokutnika kojima je
jedna stranica dvostruko dulja od druge. Ako je opseg cijelog lika 1440
cm, kolika je povrsina lika?

SL 1.2



1. OPCINSKO NATJECANIJE 11

6. razred

6.1. U prazne krugove upisi odgovarajuce brojeve tako da izvode-
njem naznacenih operacija, a koje su zapisane iznad spojnica tih krugova
dobijemo niz to¢nih rezultata.

6.2. Ako lopta slobodno pada na tlo s neke visine, ona svaki put nakon

5
udarca o tlo odskoc¢i do — visine s koje je pala. Pustimo tu loptu da pada
s visine od 108 cm.

Koliku ¢e visinu posti¢i lopta nakon §to je 4 puta odskocila od tla?

6.3. Na skolskom natjecanju iz matematike sudjelovala je % uceni-
ka jednog razrednog odjeljenja. Od prisutnih natjecatelja tog razrednog
odjeljenja za daljnje opéinsko natjecanje plasirala se % ucenika cijelog
razrednog odjeljenja, a 6 se ucenika nije plasiralo.

Koliko uc¢enika ima u tom razrednom odjeljenju? Koliko je ucenika
tog razrednog odjeljenja sudjelovalo na Skolskom, a koliko na op¢inskom
natjecanju?

6.4. Odredi sve troznamenkaste brojeve koji su djeljivi s 11 i kojima
je zbroj znamenaka jednak 10.

6.5. Dan je trokut ABC. Na produZetku stranice AB preko vrha A
odabrana je toc¢ka M tako da je |AM| = |AC|, a na produZetku stranice
AB preko vrha B odabrana je tocka N tako da je |BN| = |BC|. Kut
JCMN = 27°, akut SCNM = 32°.

Koliki su unutarnji kutovi trokuta ABC ? Koliki je opseg trokuta ABC
ako je [MN| =47 cm?
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7. razred

7.1. Izracunaj:

(22 23 ()b oma-oor:

7.2. Izracunaj kutove trokuta ako se oni odnose kao 6 : 11 :7.

7.3. U jednom nasem hotelu na moruu 2002. godini ljetovaloje 1200
muskaraca i Zena zajedno. U 2003. godini broj muskaraca se smanjio za
10% , a broj Zena se povecao za 20% u odnosu na prethodnu godinu. Tako
se u 2003. godini ukupan broj gostiju tog hotela povecao za 75 osoba.

Koliko je muskaraca, a koliko Zena ljetovalo u tom hotelu u 2003.
godini?

7.4. U pravokutniku ABCD, |AB| > |BC|, povudena je simetrala
AN kuta ¥BAD, N € BD. Kut te simetrale i dijagonale AC je 20°.
Izracunaj veli¢ine kutova trokuta AND .

7.5. Zadan je paralelogram ABCD, |AB| > |BC| i povudene su si-
metrale svih njegovih Cetiriju unutarnjih kutova. DokaZi da je Cetverokut
omeden tim simetralama pravokutnik.

8. razred

8.1. Izracunaj

V144 V144
0.144 - /1.44

8.2. Usporedi brojeve 80° i 232,
8.3. Odredi brojeve x i y za koje vrijedi

X4y +12x — 4y + 40 = 0.

8.4. Dvije kruZnice razlicitih polumjera diraju se izvana u tocki A.
Tangenta na obje kruZnice koja ne prolazi tockom A dira kruZnice u to¢-
kama B i C. Odredi veli¢inu kuta 4BAC .

8.5. Dan je trokut ABC kojemu su duljine stranica a = 15 cm,
b=13cmi c = 14 cm. Na stranici AB istaknuta je tocka D tako da je
CD visina trokuta ABC . Ako je to¢ka E poloviste stranice AB, izratunaj
duljinu duZine DE'.
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Srednja Skola

1. razred

1.1. Dana je funkcija f : Z — Q, za koju vrijedi:
1+ f(x) .
fx+1)= ———, za svaki x € Z.
R )
Akoje f(1) =2, odredite f(2004).
1.2. U pravokutnom trokutu ABC tocka D je noZiste visine iz vr-
ha C na hipotenuzu AB. Na kateti BC odabrana je to¢ka E tako da je

1 __
|CE| = §|BD|,anaduiini AE tocka F takodaje |EF| = |CE|. Dokazite
daje |AF| = |AD|
1.3. Dokazite da je

\3/ 1 — 2726 + 9V26% + V26
cijeli broj i odredite ga.
1.4. Odredite sva realna rjeSenja sustava jednadzbi:
X1+ X2+ ...+ X004 = 2004,
XP a3+ .+ X00s = X523+ X00a

2. razred

2.1. Ako su duljine dviju visina trokuta 10 i 6, dokaZite da je duljina
tree manja od 15.
2.2. Dokazite da su za svaki prirodan broj n rjeSenja kvadratne
jednadZbe
2nx? —2(n* 4+ Dx —n® — 1 =0,

iracionalni brojevi.
2.3. Odredite sva rjeSenja jednadzbe x* — x> — 10x> +2x +4 = 0.
2.4. Trokut ABC je jednakokracan ( |AB| = |AC|) a to¢ka D je na

onom luku BC trokutu opisane kruZnice koji ne sadrzi vrth A. Nadalje,
tocka E je sjeciSte pravca CD iokomiceiz vrha A nataj pravac. DokaZite
da vrijedi:

|BD| + |DC| = 2|DE]|.
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3. razred

3.1. Rijesite jednadzbu
1
logs(5% + 125) = logs 6+ 1 + =
X
3.2. Dva susjedna vrha kvadrata nalaze se na kruznici polumjera 1.
Kolika je maksimalna udaljenost sredi$ta kruznice od jednog od preostala

dva vrha kvadrata?
3.3. Rijesite jednadzbu
tg’(x +y) +ctg®(x +y) =1 — 2x — x%
34. Akosu a, f i y kutovi trokuta s duljinama stranicama a, b i

¢, dokazite nejednakost
2 2 2
b [04
Z il Z4<sin2§+sin2§+sin2%> .

bc ' ca  ab

4. razred
4.1. Ako je 7 rjeenje jednazbe z> — z + 1 = 0 izradunajte zbroj

1
2004
o+ 72004

4.2. Akosu n i k prirodni brojevi, k < n, dokazite nejednakosti
k k

e<)=@

4.3. Kut izmedu dva susjedna poboc¢na brida pravilne Sesterostrane
piramide jednak je kutu izmedu pobocnog brida i baze. Odredite taj kut.
4.4. Za koje realne brojeve a postoji kompleksan broj z sa svojstvi-

ma:
lz+ V2| =Va*-3a+2 i |z +iV2| < a?
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Rjesenja

Osnovna Skola

4.1, (345—((720:6) -2 —4+2):2+44):3-25:5
= (345—(120-2—4+2):2444):3-25:5
— (345 — (240 —4+2):2+44):3-25:5
= (345 —(236+2):2+44):3-25:5
= (345-238:2+44):3-25:5
= (345119 +44):3-25:5
= (226+44):3-25:5
=270:3-25:5=90—5=85.

4.2. Umnozak znamenki moze biti 9, 10 ili 11. Ako je umnoZak znamenki
9, radi se o brojevima 911, 191, 119, 133, 313, 331. Ako je umnoZak znamenki
10, radi se o brojevima 125, 152, 215, 251, 512, 521. Troznamenkasti broj ¢iji je
umnoZak znamenki 11 ne postoji.

4.3. Da je Marta imala 5 kuna vise, mogla bi kupiti 10 flomastera. Budu-
¢i da bi joj pri kupnji 6 flomastera ostalo 7 kuna, zaklju¢ujemo da 4 flomastera
kosStaju 7 + 5 = 12 kuna. Dakle, jedan flomaster koSta 3 kune. Marta je imala
6-3+7 =25 kuna.

4.4. Ako s a ozna¢imo duljinu osnovice, tada je duljina kraka b = 3a.
O=a+2-b,0=a+2-3a="7a, 252 = Ta, duljina osnoviceje a = 36 mm.
Duljina kraka je b = 3a = 3 - 36 = 108 mm.

4.5. Ovdje ¢emo primijeniti metodu pokusaja i pogresaka. Ona se zorno
predocuje pomocu tablice pokuSaja. Napravimo tablicu u kojoj u prvom stupcu
variramo broj gostiju koji jedu kup “More”, a u drugom stavljamo broj gostiju koji
jedu kup “Ledko”, a zbroj ta dva broja mora biti 248. U ostalim stupcima raCunamo
broj kuglica. Pocet ¢emo tako da u prvi redak stavimo da svih 248 gostiju jede kup
“More”. Zatim uzmemo da svih 248 gostiju jede kup “Ledko”. U treéi redak sta-
vimo da polovina gostiju jede kup “More”, a druga polovina kup “Ledko”. Nakon
toga se vidi koji broj treba smanjivati, a koji poveéavati. Evo potpune tablice:
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Broj gostiju koji | Broj gostiju koji Broj kuglica u Broj kuglica u Ukupan broj kuglica
jedu kup “More”| jedu kup “Ledko” | kupovima “More” | kupovima “Ledko” u svim kupovima

248 0 744 0 744

0 248 0 1240 1240

124 124 372 620 992

123 125 369 625 994

122 126 366 630 996

121 127 363 635 998

120 128 360 640 1000

120 gostiju je pojelo kup “More”, a 128 gostiju je pojelo kup “Ledko”.

x ¥ ox

5.1. (1437 — ((11- 136 + 136 - 12) : 92 - 167 — 65 — 102) : 167) : 27—27
(1437 — (23136 : 92 - 167 — 65 — 102) : 167) : 27 — 27
(1437 — (3128 : 92+ 167 — 65 — 102) : 167) : 27 — 27

(1437 — (34 - 167 — 65 — 102) : 167) : 27 — 27

(1437 — (5678 — 65 — 102) : 167) : 27 — 27
(
(

1437 — 5511 : 167) : 27 — 27
1437 —33) : 27 = 27

= 1404 : 27 — 27
=52-27=25

5.2. Ana se pomakne 17 = 10 — 2 4+ 10 — 1 koraka naprijed, a da pritom
nacini 23 = 10+ 2 4 10 + 1 koraka. Kako bi se pomakla 2004 koraka naprijed,
mora 117 puta ponoviti postupak, te se onda jo§ pomaknuti 15 koraka naprijed
(jer je 2004 : 17 = 117 i ostatak 15). U 117 ponavljanja Ana se pomakne
117 - 17 = 1989 koraka naprijed, a preostalih 15 koraka prelazi tako da napravi 10
koraka naprijed, 2 natrag i jo$ 7 naprijed. Dakle, ukupan broj koraka koji ¢e Ana
naciniti je 117 -23 + 1042 + 7 = 2710 koraka.

5.3. Kako je 36 =2-2-3-3, dabi broj bio djeljiv sa 36, mora biti djeljiv i sa
41isa9. Djeljivost sa 4 povlaci da je dvoznamenkasti zavrSetak broja a55b djeljiv
sa 4, odnosno 5b je djeljiv sa 4. Iz prethodnog slijedi da b mozZe biti 2 ili 6 (52
i 56 su jedini brojevi sa znamenkom desetica 5 djeljivi sa 4). Nadalje, djeljivost s
9 povlaci da je zbroj znamenaka broja a55b djeljiv s 9, odnosno a + b + 10 je
djeljiv s 9. 1z prethodnog slijedi, ako je b = 2, tada a mozZe biti samo 6, a ako je
b = 6,tada je a = 2. Rjesenja su, dakle, brojevi 2556 i 6552.

5.4. I. nacin. Ako zbrojimo pogotke u prva dva gadanja, primjecujemo da je
Janko pogodio dvaput u svaki krug i pritom osvojio 70 bodova. U tre¢em je gadanju
jedanput pogodio svaki krug, pa je osvojio polovinu bodova, dakle 35 bodova.

II. nacin. 1z prva dva gadanja moZe se primijetiti da dva pogotka u najmanji
krug nose 20 = 45 — 25 bodova viSe nego dva pogotka u srednji krug. Dakle,
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jedan pogodak u najmanji krug nosi 10 bodova vise nego jedan pogodak u srednji
krug. Primijenimo li to na treée gadanje i uo¢imo li da se prvo gadanje razlikuje
od treceg u tome §to je jedan pogodak u srednji krug u prvom gadanju zamijenjen
jednim pogotkom u najmanji krug, moZemo zakljuciti da je u tre€em gadanju Jan-
ko osvojio 10 bodova viSe nego u prvom, dakle 35 bodova. (Sli¢no bismo mogli
zakljuciti da se drugo gadanje razlikuje od treéeg u tome $to je jedan pogodak u
najmanji krug u drugom gadanju zamijenjen jednim pogotkom u srednji krug, pa
je Janko osvojio 10 bodova manje nego u drugom gadanju, dakle 35 bodova).

5.5. Ako je kraca stranica pravokutnika duljine a, tada je njegova dulja stra-
nica duljine 2a. Opseg cijelog lika je jednak O = 14a+5-2a = 24a = 1440 cm,
odakle slijedi da je @ = 60 cm. PovrSina jednog pravokutnika je P, = a - 2a =
60-120 = 7200 cm?, pa je povrsina lika koji se sastoji od 10 takvih pravokutnika
jednaka P = 10 - P, = 72000 cm?.

x ¥ ox
6.1. 3 4
3:—-=3.-=4
4 3
3+4x=4, x=1
12 5 5
Y et nTs
5 5 7
4—X7§, X74—§, X7§
5_3_10_9_ 1
3 2 6 6 6
S L S A
3 6 63 107

Napomena. Zadatak se moZze rijeSiti i bez formalne upotrebe jednadzbi.
6.2. 108 - g = 60. Nakon Sto prvi put udari o tlo, lopta odskoci do visine od
60 cm. 60 - % % . Nakon $to drugi put udari o tlo, lopta odskoci do visine od

13@ cm. 1—(3)0 - % = % . Nakon $to treci put udari o tlo, lopta odskoci do visine od
% cm. % . % = % . Nakon §to Cetvrti put udari o tlo, lopta odskoci do visine
2500
od Zyz cm.
6.3. Razliku % i § razrednog odjeljenja Cini 6 u¢enika. Bududi da je ta

razlika % - % = % , to znaci da je 6 ucenika upravo % broja ucenika u razrednom

odjeljenju. To znaci da je % ucenika razrednog odjeljenja jednaka 3, tj. cijelo
odjeljenje ima 3 - 9 = 27 ucenika. Na Skolskom natjecanju sudjelovalo je % od
27 ucenika, tj. 9 ucenika, a na opéinskom 3 ucenika.

6.4. Neka traZeni troznamenkasti broj ima oblik abc . Tada taj broj moZemo
pisati kao zbroj abc = 100a + 10b + ¢ ili abc = 99a + 9b + a+ b + ¢, a zbog
a+ b+ c = 10 dobivamo da je abc = 99a + 9b + 10 . Buduéi je traZeni broj abc
djeljiv sa 11 i pribrojnik 99a djeljiv sa 11, nuZno slijedi da i pribrojnik 956 + 10




18 1. OPCINSKO NATJECANIJE

mora biti djeljiv sa 11. Zbroj 9b + 10 bit ¢e djeljiv sa 11 samo ako pribrojnik 9b
ima jednu od ovih mogucih vrijednosti; 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89. Lako
odredimo da je jedino moguce rjeSenje 9b = 45, iz Cega slijedi daje b = 5.
Dalje, zbog a + b+ ¢ =10 1 b = 5 vrijedi jednakost a+c¢c =5 Zaa =11
¢ =4,o0dnosno a =4 i ¢ =1 dobivamo ove brojeve 154 1451. Za a =2 i
¢ =3, o0dnosno a = 3 i ¢ = 2 dobivamo ove brojeve 253 i 352. Konacno za
a =51 ¢ =0 dobivamo broj 550.

6.5. Skica.

M A B N
Sl 1.4.

Zbog |AM| = |AC] slijedi da je trokut ACM jednakokradan, a to znadi da
je SICMN = 4CMA = IMCA = 27°. Bududi da je kut XBAC vanjski kut
trokuta ACM slijedi da je YBAC = JCMA + <MCA = 27° +27° = 54°. Na
sli¢an nacin odredimo i kut XABC. Naime, zbog |BN| = |BC| trokut BCN
je jednakokralan, pa je XCNM = JCNB = JINCB = 32°. Kut JABC
je vanjski kut trokuta BCN, pa je JABC = 32° + 32° = 64°. Sad je
JACB = 180° — (54° + 64°) = 62°. Zbog veé opisane jednakokracnosti trokuta
ACM i BCN ,slijedi daje |[MN| = |AM|+|AB|+|BN| = |AC|+|AB|+|BC| = o.
Dakle, opseg trokuta ABC jednak je 47 cm.

7.1. Imamo redom

(530 33 (- D) oo
5 1
8

2 9 1 1
(5”) [5‘1]} 03
(8 4\ 1 1
= §'§)'T0+§
/8 5\ 1 1
= E'Z)'E+§
1001 1 1,1 2
=3 w0t3T3 373
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7.2. Kako se kutovi odnose kao 6 : 11 : 7, toje a = 6k, B = 11k,
y = 7k. Nadalje, kako je zbroj kutova u trokutu jednak 18(°, imamo da je
6k + 11k + 7k = 180°, odnosno 24k = 180°, odakle je k = 7.5° = 7°30' Sada
je a = 6k = 6-7°30 =45°, B = 11k = 11-7°30' = 82°30’, i konacno
y =Tk=7-7°30" =52°30".

7.3. Neka je x broj muskaraca koji su ljetovali u 2002. godini. Tada je broj
Zena koje su ljetovale u istoj godini jednak 1200 — x. Iz uvjeta zadatka slijedi da
je u 2003. godini ljetovalo 0.9x muskaraca i 1.2(1200 — x) Zena. Zato vrijedi
0.9x + 1.2(1200 — x) = 1200 + 75, odnosno —0.3x = —165, tj. x = 550.
Prema tome, u 2003. godini u hotelu je ljetovalo 0.9 - 550 = 495 muskaraca i
1.2(1200 — 550) = 780 Zena.

7.4. Skica.

A B
SL 1.5

Oznacimo sa S sjeciSte dijagonala pravokutnika. Bududi da je AN sime-
trala pravog kuta slijedi da je ¥DAN = 45° i IBAS = 45° —20° = 25°.
Trokut ASB je jednakokracan, pa je XSAB = <JSBA = 25°. Uz to je i
JASB = 180° — 2-25° = 130°. Sada je SASN = 2-25° = 50° jer je
vanjski kut trokuta ABS. No, i kut SAND je vanjski kut trokuta ANS, pa
je JAND = 20° + 50° = 70°. I kona¢no treéi kut trokuta AND jednak je
JADN = 180° — 45° — 70° = 65° . Dakle, kutovi trokuta AND su 45°, 70° i
65°.

7.5. Skica.
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Uz oznake kao na slici treba dokazati da je cetverokut MNPQ pravokutnik.
Oznacimo $iljasti kut paralelograma s o, atupisa 8. Kakoje o+ = 180°, toje
g+ B — 90°. U trokutu AMD vrijedi XDAM + SADM + <DMA = 180° , paka-
ko je <DAM + SADM = 90° to je XDMA = 90° . Nadalje, IDMA = SQMN ,
jer su to vr¥ni kutovi, pajei <XOMN = 90° . Na isti nacin iz trokuta BCP dobiva-
mo da je XOPN = 90°, iz trokuta RSN daje <MNP = 90°, te iz trokuta TQU
dobivamo da je <MQP = 90° . Prema tome, etverokut MNPQ je pravokutnik.

x * ox

V144 -\/14.4 12-v14.4 12 14.4
Vv0.144 - /1 \/0.144- 12 12 0.144

2 |4

_ 1

= | 12 =10-V100 = 10 10 = 100.
1 1000

8.2. Broj 80° napisimo ovako 80° = (16-5)° = (2*.5)° = 2?0. 5% Broj
moZemo zapisati kao 22 = 2% . 212 Treba usporediti brojeve 5 i2'2.
Izradunajmo ih. 5 =5-5-5-5-5=3125. 2'2 = 4096 . O¢ito je 2'> > 57, pa
je 22> 80°.

8.3. Izvr§imo dvije dopune do potpunog kvadrata:

(X +12x +36) + (> —4y +4) +40 —36 —4 =0
(x+6)°+(y—2)>=0.

Suma dva nenegativna broja jednaka je nuli samo ako su oba ta broja jednaka nuli,
. x+6=01iy—2=0.Odatleslijedidaje x =—61iy=2.
8.4. Skica.

B
SL1.7.

Neka su ki (S, 71) i k2(S2, rp) dane kruZnice, tocka B je diralite tangente
i kruZnice ki, a tocka C je diraliSte tangente i kruZznice k. Trokut AS,C je
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jednakokracéan jer je |AS;| = |S2C| = rp. Stoga je 4SAC = <S,CA. Te ku-
tove ozna¢imo s o . Trokut AS|B je jednakokracan jer je |AS|| = |S1B| = r;.
Stoga je <«S;BA = <S1AB. Te kutove ozna¢imo s . Tangenta je okomita
na polumjer koji spaja srediSte i to¢ku u kojoj tangenta dira kruZnicu. Zato je
JICBS; = 4BCS; = 90°, paje <CBA = 90° — B i <BCA = 90° — . Zbroj
kutovau AABC jednak je 180°, paje SBAC = 180° —(90° — ) — (90° — ) =
o + B. S druge strane, bududi da se kruZnice u tocki A diraju izvana slijedi da je
IS1AS; = 180°, paje 180° = a + IBAC + B, tj. <BAC = 180° — (ot + B).
Tada je <BAC = 180° — <BAC, tj. 24BAC = 180°, <BAC = 90° .
8.5. Skica.

1 X
A D E B
SL 1.8

Trokuti ADC i CDB su pravokutni pa za njih vrijedi Pitagorin poucak, tj.
p? = (1—x)>+v*, &® = (T+x)>+?, gdjeje x = |DE| . Izjednadavanjem izraza
za v* dobivamo b — (7—x)? = a®> — (7+x)*, 132 — (7T —x)? = 15 = (T+x)*,
169 — (49 — 14x + x%) = 225 — (49 + 14x + x%), 28x = 56, x =2 cm.
Srednja skola

1.1. Prvo rjesenje. Koristeéi svojstvo funkcije,

f(x+1)7ij7’f68, ax€Z, (1)
i pocetni uvjet
f(1) =2, (2)
dobivamo
@)= EEd =3
L+f(2) 1
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fla) = TR =3,

75) = TR =2 = £

7(6) = (RS = T — s - s,
1) = (RS = IR — -1 =5,
8) = 0 = TR - s

Odavde slijedi f(n +4) = f(n) za n € N. Konacno je

£(2004) = £(2000) = £(1996) = ... = f(4) = ~.

Drugo rjesenje. Za prirodan broj n i danu funkciju f vrijedi:

fon 1) = 10,
1+ f(n)

flnt2)— 1Bl RO

e Ty R T (TR ()
1 — f(n)

fln4) = ot = ).

Dakle, funkcija f ima svojstvo f(n+4) = f(n).
Sada je £(2004) = £(2000) = £(1996) = ... = f(4) = %

1.2.

SL 1.9

Ozna¢imo li |BD| = p i |AD| = g, tadaje p+ q = |AB| = c¢. Prema
Euklidovom pouéku je |CA| = b = /cq. Primijenimo li Pitagorin poucak na
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pravokutan trokut AEC dobit ¢emo:
2
AE|> = |CA]® +|CE® ili (JAF|+ |EF|)? =b* + (g) .
Odavde je
2 2
(4P +2) =0+ 2 AFIAF] 4 p) = e
2 4
t.
|AF|(|AF| + p) = q(q + p).
1z posljednje jednakosti zakljuujemo da je |AF| = ¢, tj. |AF| = |AD].
3
1.3. Prvo rjesenje. Stavimo a = \/ 1-27 \3/ 26 + 9\/3 262 + \3/ 26 . Imamo

3
\/1 — 27326 + 9V/262 = a — /26,

4.
1 — 27926 + 9V/26% = (a — V/26)
= (&’ = 26) — 3d*V/26 + 3a /262

Odavde slijedi
@& —26=1, —-3d>=-27, 3a=0.

Ovaj sustav jednadzbi je zadovoljen samo za a = 3. Prema tome, dani broj je
jednak 3.

Drugo rjesenje. MoZemo transformirati izraz pod korijenom:
V127926 + 9326 + V26
3219364 9V26 — V260 + V36
= /(3= V26)3 + V26 =3 — V26 + V26 = 3.

1.4. Iz prve i druge jednadZbe sredivanjem dobivamo

=1+ G2 =1)+ ...+ (x2004 —1) =0

= x7(x1 — 1) +x3(x2 — 1) + ...+ x3004(x2004 — 1),

odnosno,
(07 = 1)(x1 — 1) + ... + (¥3004 — 1)(x2004 — 1) = 0,
(x1 = PO 420+ 1) + .+ (r004 — 1) (¥004 + X2004 + 1) = 0.

2
1 3
Kako je x,-2+xi—|— 1= (xi—l— 5) +Z >0zai=12,...,2004, dobivamo

jedino moguce rjesenje x; = xy = ... =Xxp004 = .
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*

* *

2.1. Nekasu a, b i ¢ duljine stranica trokuta, a /., hp i he njegove visine.
Tada je

2P = ahq = bhy, = che. (1)
Mozemo uzeti i, = 10 i hy = 6. Treba dokazati da je he < 15. Iz (1) dobivamo
_ahe 5
hy 3
1z nejednakosti trokuta slijedi
b—a<ec,
2 a<c
3 bl
a 3
c 2

Iz % = Z—Z slijedi % < %,odnosno he < 15.

2.2. Diskriminanta kvadratne jednadZbe je
D = 4(n* + 1)* + 8n(n® + 1)
=4(n” + 1)(n* +2n+1)
=4(n+ 1) (n* +1) >0,
Sto znaci da su njezina rjeSenja realna.

Tvrdimo da +/D nije racionalan broj. Pretpostavimo suprotno, tj. da je v/D

racionalan broj. Tada je vn2 + 1 racionalan, odnosno (zbog n € N) vn? + 1
mora biti prirodan broj.

Neka je V2 + 1=t prirodan broj. Tada je
n? +1= t2,

P —nt= 1,

(t=n)(t+n) =1

Ovo je moguce jedino akoje t —n=11t+n=1. Notadaje n = 0. Kako 0
nije prirodan broj, dosli smo do kontradikcije.

Dakle, /D nije racionalan broj, a kako su rjeSenja jednadzbe realna, ona su
iracionalna.

2.3. Kako 0 nije rjeSenje jednadzbe, dijeljenjem s e dobije se
xz—x—lO—l—g—l—iZ:O.
X X
Uvedemo li supstituciju t = x — )% ,tadaje P =x>-4 + % , 4. X2 + % = + 4.
JednadZba sada poprima oblik
P+4—t—-10=0 . F—t—6=0.
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Rjesenja ove jednadzbe su t; = 3, 1, = —2.
3+ V17
—

2
Zat=-2jex—==-2.4. x242x—2 = 0 irjeSenjasu x34 = —1 £ V3.

2.4. Neka su ispunjeni uvjeti zadatka i F € DC, |CF| = |BD|, |DF| >
|DC|. Oznacimo jo§ <DBA = ¢ .

Zat:3jex—g:3,tj. x? —3x—2 =0 irjeSenjasu x5 =
X

Sl 1.10.

Tadaje <XDCA = 180° — ¢, paje XFCA = ¢ . Stoga su trokuti ABD i ACF
sukladni (dvije stranice i kut medu njima), pa je |AD| = |AF]|, tj. trokut ADF je
jednakokracan. Zbog AE L DF vrijedi: |DE| = |EF| = |EC| + |CF|. Sada je

IDB| 4 |DC| = |CF| + |DC| = |CF| + (|DE| + |EC])
— |DE| + (EC| + |CF)) = |DE| + |DE| = 2IDE|
tj. |DB| + |DC| = 2|DE]|, §to je i trebalo dokazati.
x ¥ ox
3.1. JednadZbu transformiramo u pogodniji oblik:
logs(5* + 125) = logs 6 + logs '+ %,
logs(5% + 125) = logs(6 - 5'+7),
1 1+4
57 4 125=6-5"Tx,
5% 4125=6-5-5%,
5Y —30-5% 4125 = 0.

Supstitucijom ¢ = Si , jednadZba prelazi u 2 =30+ 125 = 0. Njezina rjeSenja
sut=5,1t=25.
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L 1 1
1°r=5 5% =5 — =1 _ 1.
= = o = X R
o L 1 1
2°t=25 = 5% =25 = —=2 = x=-.
2x 4
L . 1 1
Rjesenja jednadZzbe su xl:f’xzzz_t'

3.2. Neka su tocke A i B na kruZnici, vrhovi kvadrata. Dovoljno je pro-
matrati slucaj kada su srediSte O kruznice i tocke C, D s razlicitih strana pravca
AB.

SL1.11.

Koristedi Pitagorin poucak dobivamo:
2 2 2 2 2 2 2
|OD[” = |0Q|" + QD" = (|OP| + |PQ|)” + |OD|" = (|OP| +2|AP|)" + |AP|".

Ako je ¢ = JAOP, koriste¢i |OP| = |OA|cos ¢ = cos¢ i |AP| = |OA|sin¢ =
sin ¢ , dobivamo

|OD|2 = (cos ¢ +2sind))2 +sin” ¢
:c052¢+sin2q)+4sin2¢+2~25in¢cosq)
=1 +2sin2¢+200s2¢ —2cos2q)+2sin2¢+2sin2¢
=3+2sin2¢ —2cos2¢

:3+2ﬁsin(2¢—g).

. . T_m. . .
Maksimum se postiZe za 2¢ — 17 i on iznosi

maks |OD)| :\/3+2\/§: \/(1+\/§)2 =14+V2.
3.3. Vrijedi:
tg’(x +y) +etg’(x +y) = (tg(x +y) — ctg(x +y))* + 2t(x + y) ctg(x +y)
= (tg(x +) —ctg(x +y))* + 2.
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Odavde zakljucujemo da je t&*(x +y) + ctg?(x + y) > 2. Desna strana se moZe
pisati u obliku

l—2x—x*=2—(1+2x+x)=2—-(14+x?*<2
Odavde zakljucujemo da ¢e zadana jednadZzba imati rjeSenje samo za vrijednosti x
za koje je
2 2 . 2
tg (x+y)+etg(x+y)=2 i 1-2x—x" =2
Prvajednadibaje zadovoljena za tg(x +y) = ctg(x +y), 4. za tg(x +y) = £1,

km
ili —+—=—, k€eZ.
lix+y= 2 + > €
Druga je zadovoljena ako je (x + 17 =0, odakle jex=—1.
Dakle, rjesenja jednadZzbe su x = —1, y = Z +1+ ]%[ keZ.
3.4. Kosinusov poucak zapiSimo u obliku
2
decosa+d =B +& ili 2cosat L =24 ¢
bc ¢ b

Kako je é + % > 2, dobivamo
c

2

a 2o

— >2(1 — =4 —

e 2 (1 —cosa) =4sin >
i na sli¢an nacin 5 5

b .2 B c 2y

— >4 - >4 =.

i sin AT sin 7

Zbrajanjem ove tri nejednakosti dobivamo nejednakost koju je trebalo dokazati.

*

* *

4.1. MnozZenjem jednadzbe sa z + 1 dobivamo

2+1=0 tj. s

Tadaje 2° = 1 i 229 = (:°)** = 1, pa je traZena suma jednaka 2.

4.2. Promatrat ¢emo najprije lijevu, a zatim desnu nejednakost.

k k

—1)...(n—k+1)

I < Ml .
kk—(k) ST kk-1)..2-1

Dovoljno je pokazati da je % < k—;, 0 <1< k—1. Nakon sredivanja

E

dobije se ekvivalentna nejednakost k < n, koja je istinita.

k

o (1 n" nn—1)...(n—k+1) n_
2 (k> = k! k! k '
Ova nejednakost je ekvivalentna sa sljedeCom

nn—1)n-2)...n—k+1)<n-n-n-...-n
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koja je ocito istinita.
4.3. Prema oznakama na slici je

2
%:cosﬁ tj. (E) = cos’ B. (1)

Sl 1.12.

Po kosinusovom poucku je

a* =2b° —2b% cosa / b

a2
(Z) =2—2cosa. (2)
Iz (1) i (2) dobijemo: cos’ § =2 — 2cos a.

Kako je B = o, dobijemo kvadratnu jednadzbu

c052a+2cosa—2:0,

¢ija su rjeSenja (cosa)jp = —1 £ V3. Zadovoljava samo rjeSenje cos o =
V3 —1,t. a =arccos(v/3 — 1) ili o = 42.94° .
4.4. Da bi jednadZba imala smisla moraju biti zadovoljena ova dva uvjeta:
1° 6> —=3a4+2>0 = ae(—o0,1]UJ2 00),
2° a>0.

Oba uvijeta su zadovoljena za a € (0, 1] U [2, c0).
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Definirajmo:
A={z€C:z+ V2| =V -3a+2}
= 1ub ki ((—=V/2,0), Va2 — 3a + 2),
B={zeC:|z+iV2| <a}
= unutragnjost k»((0, —V/2), a).

k|

- /7// x

~
)

Sl 1.13.

TraZeni broj a ¢e postojati ako i samo ako je udaljenost sredista S i S,
kruZnica k; i kp, a ona iznosi d(Si, S3) = 2, manja od zbroja njihovih polum-
jera, 1, = \/a? —3a+2 i r, = a,ida polumjer r; kruZnice nije tako velik
da kruznica S; u potpunosti sadrzi kruznicu S tj. ri +1r >21ir <24r.

Slijedi,
Va-3a+2>2—a. (1)

Za a>2je2—a<0i(l)jezadovoljeno.
Za a < 2 imamo

V@@ -3a+2>2-a>0 = & —3a+2>4—4datd,

odakle je a > 2, §to je kontradikcija. U tom slucaju ne postoji traZeni a .
Drugi uvjet je zadovoljen ako i samo ako je

Va2 -3a+2<2+a 4. 0<L2+7a,

a, kako je @ > 0, ovaj uvjet je zadovoljen.
Zaklju¢ujemo da mora biti a > 2.
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