1.

Geometrija pomaze algebri

Pri rjeSavanju algebarskih zadataka (jednadzbe, sustavi jednadZzbi,
dokazivanje nejednakosti) ponekad mozemo uociti djedete: ako zadatak
malo transformiramo, on potpuno zadovoljava uvjete nekog geometrijs-
kog zadatka, te mozemo konstruirati geometrijski lik za koji vrijede uvjeti
naseg zadatka.

Dakle, to nam omogucuje da algebarski zadatak prevedemo na ge-
ometrijski, da uoCimo jo3 neke odnose medu veliinama i zadatak 1ak3e
rijesimo.

Pokazimo to nadjedeCim primjerima.

*

* *

Zadatak 1.1. RijeS sustav jednadzbi

X2 —y? =144,
Z -y =16,
Xz = 16y,

akojex>0,y>0,z>0.

RjeSenje. Konstruirajmo pravokutnetrokute ADC i DBC koji zado-
voljavaju uvjete prve dvije jednadzbe.
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Kako je povrdinatrokuta ABC jednaka 10y
Cujemo daje trokut ABC pravokutan. Dakle,
X2 + 7 = 256
oduzimanjem druge jednadzbe od prve dobivamo
x> -7 =128
Zbrajanjem ovih jednadzbi imamo
23 =384, t. xX=192,ili x=8V3.
Dajeselakoizratunaz=8i y = 4y/3.

i kako je 16y = xz, zaklju-

Zadatak 1.2. RijeS sustav jednadzbi

X -y =144,
XX -7 =81,
2¢—(y+2%=9,
akojex>0,y>0,z>0.

RjeSenje.

12

9. 12

Konstruirgjmo sliku koja zadovoljava uvjete sve tri jednadzbe. Kako
su trokuti ABC i CDE sukladni, dijedi dajey =9, z= 12, x=15.

Zadatak 1.3. Zakoje vrijednosti x funkcija

f(X) =vV9+x2+1/9+x—3V3x

poprima najmanju vrijednost?
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RjeZenje. Ako je x = 0, vrijednost funkcije je f (0) = 6. Ako je
x < 0, tada je o€igledno f (x) > f (0) = 6. Promotrimo slu€aj kada je
x> 0.

Danafunkcija se moze transformirati u oblik

f(X) = V3 +x2+ /3R +x2—2-3-x-c0s30°.

D

3. 13

Uocimo daje prvi korijen jednak duljini hipotenuze pravokutnog tro-
kutacije su katete 3 i x. Po kosinusovom poucku drugi korijen jednak je
stranici trokuta Cije su druge dvije stranice jednake, takoder 3 i x, akut
medu njima 30°.

Tada je |BE| = 2 - |EC| = 2V/3 (trokut BEC je jednak polovici
jednakostranicnog trokuta) a |AE| = |EC| = /3 (trokut AEC je jed-
nakokragan), odnosno |AB| = 3v/3. Kako je |AD| + |BD| vrijednost
funkcije f (x) zax > 0, i kako je |AD| + |BD| > |AB| = 3v/3, zakljutu-
jemo dafunkcijapoprimanajmanjuvrijednost kadaje |AD|+|DB| = |AB|,
odnosno kadatocka D |eZi napravcu AB, tj. kada D = E.

Buduci daje x = |[EC| = /3, funkcijaf (X) = vO + x2+1/9 4+ x2 — 3/3x
poprimanajmanju vrijednost za x = v/3 i iznosi 3v/3.

Zadatak 1.4. Dokazati nejednakost
Va2 —c2+ b2 -2 < %) (a>0,b>0,c>0).

RieSenje. Akoje a=c ili b = c, nejednakost je oCigledna. Ostalo
je da dokazemo dlucaj kadaje a > ¢ i b > c. Tada moZemo konstru-
irati deltoid, pomotu stranica a, b i c, tako daje: |AB| = |AD| = a;
|CB| = |CD| = b; |DB| = 2c (dikal1.4.)
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Izrazimo povrdinu deltoida na dva nacina

Pasp = C az —c?

Pecp = cm} = Pamep=cvVa@—c2+cyb2—c2 (1)
Pagco = a-b-sing(ABC) < a- b, ©)
jerje in(ABC) < 1. Tadaiz (1) i (2) dlijedi
Va2 -2+ -2 < %b

Zadatak 1.5. |zratunaj A = xy+2xz+yz\/3,akoje x > 0,y > 0,
z>0i
X% + Y2 + xyV/3 = 169,
X2 + 72 = 25,
Z+y +yz=144.

RjeSenje. NapiSimo dane jednadzbe u sljedetem obliku
X2 4+ y? — 2xy - c0s150° = 169,
X? + 22 — 2xz- c0s90° = 25,
Y2+ Z — 2yz- c0s120° = 144.
Uocimo da, po kosinusovom poucku, svaka jednadzba predstavlja
odnos medu danim stranicama trokuta.
Dakle, konstruirajmoduzine |OB| = x, |OA| =y, |OC| = z, tekoda
je YAOB = 150°, 4COB = 90°, JAOC = 120°. Daljeje |AB| = 13,
|AC| =12 |BC| =5 (dikal.5.) tj. trokut ABC je pravokutan.
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Kakoje
Pasc = Paos + Peoc + Paoc;
5-12  x-y-sin150° x-z-sin90° y-z-sin120°

2 2 2 2 ’
dijedi daje
Xy + 2xz + yz/3 = 120.
B
13
e
>
2 <1207
C 12 A
9. 15.

Zadatak 1.6. Ako je abc(a+b+c)=1 (a> 0,b>0,c> 0),
dokaz daje
(a+b)-(a+c) =2

RjeSenje. Akoje a> 0, b> 0, ¢ > 0, poznato je da postoji trokut
XYZ tekav daje [XY| =z=a+b; |[XZ| =y=a+c; |YZ| =x=Db+c,
pri ¢emu su K, M, N, tocke dodira upisane kruznice u trokut XYZ sa
stranicama x, y i z (dika 1.6.). Tadaje a+ b+ c = p, gdieje p
poluopseg.
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Kakoje [XK| = [XM| =a=p—X, |ZM| = |ZN| = c = p — z,
IYK| = |YN| = b = p -y, koristeti uvjete zadatka, imamo

a-b-c-(@a+b+c)=pP-x)(P-Y)(P—2) =Piz =1,
ili Pxyz = 1. lzrazimo povrsinutrokuta XYZ i nadrugi nacin
2Pyxyz = |XY]| - |XZ] - sin¥(YXZ) = (a+ b)(a+ ¢) sing(YXZ).
Kakoje Pxyz =11 sin(YXZ) < 1, dijedi daje
(a+b)(a+c) =2

Zadatak 1.7. Odredi realne x i y koji zadovoljavaju jednadzbu

\/9+X2—3X\/§+ X2 +y2 — xyV/3+ \/16+y2—4y\/§:5.

RjeSenje. UoCimo daje

2
\/9+x2—3x/3= X—S—\/é +9.3
N 2 472

\/16+y274y\/§: \/(y72x/§)2+4> 2,

Akoje x < 0, tada prvi izraz nije manji od 3, azbroj svatri izrazaje
veti od 5.

Analogno, ako je y < 0, tada drugi izraz nije manji od 4, a zbroj sva
tri izrazaje veti od 5.

Dakle, x>0, y> 0.

Konstruirgimo tri trokuta, tako da imaju jednu zajednicku tocku, sa
stranicama3i x, x i y, y i 41 kutom medu njimakoji iznosi 30° (dika
17).

Primjenom kosinusovog poucka dobivamo

|AK| + [KL| + [LB| =1/9 + x2 — 3xv/3+

X2+ —xyV3+ /16 -+ Y2 — 43,

odnosno
|AK| + |KL| + |LB| = 5,

ato je moguce ako tocke K i L leze napravcu AB. Primjenom pouckao
sinusimau trokutu ACK imamo
4 5x
s, i JAK] = —
AK| = .

AK|:x =
[AK| :

NI =
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odnosno u trokutu BCK

ili nakon sredivanja

Sliéno izratunamo
24

AR
Zadatak 1.8. RijeS sustav jednadzbi
x=1y?—a2+\2 -2
y= V-2 + 212
2=\ -2+ /Y2 -
RjeSenje. Konstruirgjmo Siljastokutni trokut ABC. Nekaje |AB|=X,

|AC| =V, |BC| =z, |CD| =a, |BE| =b, |AF| =c (dika1.8))
Primjenom Pitagorinog poucka dobivamo

|AD| + [BD| = x = \/y2 — @ + /22 — a2,
|AE| + |CE| =y = /)@ — 2 + /22 — 12,
IBF| + |CF| =z= v/} — 2+ /y2 — 2

Kakoje
2P =ax=by=cz gdjejeP povrdnatrokuta ABC,
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dijedi daje
2P 2P 2P

—, Z
a2’ YT b c
|zrazimo povrsinu trokuta ABC Heronovom formulom

P= VYT a0ty Dtz Yy Z %),

- " . 2P 2P 2P
ili nakonuvrStavanjax= —,y= —,z= —:
a b c

PfP2 :_L+}+:_L :_L+}f:_L }+:_L,} :_L+}f:_L
- a b c¢c/\a b c¢c/\a ¢ b/\b ¢ a




17

2.

Algebra pomaze algebri

Za rjeSavanje jednadzbi treCeg i Cetvrtog stupnja postoje opce for-
mule kojima mozemo izraCunati njihova rjeSenja. Za jednadzbe treteg
stupnja to je Cardanova formula, za jednadzbe Cetvrtog stupnja do takve
formule dolazimo Ferrarijevom metodom. Medutim, one su neprikladne
zaprimjenu.

U ovom poglavlju pokazat éemo jedan neobican nalin rjeSavanja jed-
nadzbi drugog, trecegi Cetvrtog stupnja. Naime, mi éemo jednadzbu trans-
formirati i rjeSavati je kao kvadratnu po pogodnom koeficijentu. PokaZimo
to naprimjerima.

Zadatak 2.1. RijeS jednadzbu
xX—3¢+4=0.

RjeSenje. Napi&imo danu jednadZbu u obliku
22 -2+ - =0.
RijeSimo sada ovu jednadZbu kao kvadratnu po koeficijentu 2.
RV AR T AR
> )

2

odakleje

X4+ (% —-2x) . X2 — (X2 — 2x)
22TV 7 Gy 2 TV 74
5 ili 5 :
f.
¥ —x—2=0 ili 2x=4.
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RjeSavanjem ove dvije jednadZbe dobivamo

X1 =2,
1+V1+8
X2/3 = f’ {.
Xo = 2,
X3 = —1.

Dakle, nasa jednadzbaimatri korijena x; =X =2 i X3 = —1.

Zadatak 2.2. Rijed jednadzbu
X' — 42 +x+2=0.

RjeSenje. Danu jednadzbu napi&imo u obliku
2 (2¢+1)-24+x+x=0.
RijeSimo ovu jednadZbu kao kvadratnu po koeficijentu 2
2+ 1+ VAXE + AR + 1 — AXE — AX

2
2 )
ili
272x2+1i\/(2x—1)2
= > ,
tj.
2%+ 1+2x—1 2% +1-2x+1
2=— —— i 2=————
2 2
odakleje
X4+x—2=0 ili x¥—-x—-1=0.
RjeSavanjem ove dvije jednadZbe dobivamo
—-1++/1+8
Xl/Zva
Xl:17
Xo = —2.
1+v1+4
X4 =5
o 1+ V5
3 — 2 )
1-+5
X4 = .

2
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Zadatak 2.3. RijeS jednadzbu
V5 —x=x*—5.

RjeSenje. DanajednadZbaje ekvivalentna sustavu
5—x=(x*-5)?,
x*>5, x<5.
Napi&imo gornju jednadzbu u obliku
52— (1+2¢%) -5+ x* +x=0.
Rijesimo sada ovu jednadZbu kao kvadratnu po koeficijentu 5.
1+ 2¢+ /(1 —2x)?

5
2 K
odakleje
1+2@+1—-2x .. 1+ 23 —1+2x
5=—————— i 5=4———"—|
2 2
{j.
XX —-x—4=0,
X +x-5=0.
RjeSavanjem ovih jednadzbi dobivamo
. 1EVIT
1/2 = 2 ’
« _-l1xv21
3/4 = > .
. . . .y L 1 17
Kakoje x* > 5i x < 5, polaznu jednadzbu zadovoljavaju x = +2\/_
i X = —1-val

Zadatak 2.4. RijeS jednadzbu
x* —2ax’ + x+ a2 —a=0.
RjeSenje. NapiSimo danu jednadZbu u obliku
a?— (2¢+la+x+x=0.

RijeSimo ovu jednadzbu kao kvadratnu po parametru a. Imamo

Qe 22+ 1+ /(2x—1)2
— 5 ,
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odnosno
XX +x—a=0,
¥ -x+1—a=0.
RjeSavanjem ovih jednadzbi dobivamo:

—-1++v1+4a
X172 = 2

1++4a-3
X3/4 = f’

kao rjeSenja dane jednadzbe.

Zadatak 2.5. JednadZzba
24577 —2xy—2x—2y+1=0
ima jedinstveno rjeSenje u skupu R?. Odredi to riegenje.

RjeSenje. NapiSimo danu jednadZbu u obliku
5y — 2(x+ 1)y + 2x° — 2x+ 1 = 0.

RijeSimo sada danu jednadZbu kao kvadratnu po y
2X+ 2+ +/—36x2 + 48x — 16

Y12 = 10
X+ 1+ /—(3x—2)?
Y12 = 5 .
Dabi jednadZbaimalarealne korijene mora biti
. 2
X—-2=0, . x==.
X , .o x 3
Uvrstavanjem ove vrijednosti u polaznu jednadzbu lako dobivamo
1
y= 3

Dakle, (:—23 %) jejedino realno rjeSenje jednadzbe.

Zadatak 2.6. RijeSi sustav jednadzbi
X2 —2xy+2y*+2x—8y+10=0,
2 —Txy+3y? +13x— 4y —7=0,
u skupu R?.
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RjeSenje. Napi&imo prvu jednadZbu u obliku

—2(y—1)x+2y* —8y+10=0,
i rijesSimojekao kvadratnupo x. Dabi ovajednadZbaimalarealnekorijene
morabiti D > 0 (gdeje D diskriminanta). Kako je

D _ 2
dijedi daje
y=3.

Uvr&avanjem ove vrijednosti u obje jednadzbe dobivamo

XX —4x+4=0, t. x=2
Dakle, (2,3) jejedino realno rjeSenje danog sustava.

Zadatak 2.7. Dokaz nejednakost
6a+ 4b + 5¢c > 5v/ab + 7v/ac + 3v/bc,
akojea>0,b>0,c>0.

RjeSenje. NapiSimo danu nejednakost u obliku
6va — (5vb + 7v/C)v/a+ 4b+ 5c — 3vbe > 0,
i rijesimo je kao kvadratnu nejednadzbu po /a. Kako za svaki x vrijedi
AC+Bx+C>0<D<O0AA>0 (gdiejeD diskriminanta),
slijedi da za nasu nejednadzbu imamo
= (5Vb + 7v/)? — 24(4b + 3c — 3vbc) = —71(vb — V©)2.
Vid|modaJe D <0zasvaki b#c, b,c>0,i D=0 zasvaki b = c,
b,c> 0, paje
6va — (5vb+ 7v/C)va+ 4b+ 5c — 3vbe > 0,
odnosno njoj ekvivalentna nejednakost
6a+ 4b + 5¢c > 5v/ab + 7v/ac + 3v/bc,
zasvaki a,b,c > 0. Jednakost vrijedi akoje a=b = c.
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Rje%enja

R1. Konstruirgjte deltoid ABCD ako je |AB| = |AD| = vb, |BC| =
|IBD| = /a, |BD| = 24/C. Ako se povrSinadeltoidaizrazi nadvanatina,

lako se dokaze trazena nejednakost. Jednakost vrijedi, ako je ¢ = aa—fb .

R2.  Uotimo trokut ABC: |OA|] = x, |OB|] = vy, |OC| = z,
JAOB = ¥BOC = 4COA = 120° (dlika1l.1).
A

@)

B C
9. 111
Primjenom kosinusovog poucka lako se dobije da je |AB| = 2,
|AC| = 3, |IBC| = 6. Takav trokut ne postoji, pa nas sustav hema
rjeSenje u skupu pozitivnih brojeva.

R3. Promatrajmo Cetvrtinu kruga polumjera 1.
DCF

ABE
1/100 99/100
S. 11.2.

Upi&imo u hjega stepenastu figuru, sastavljenu od 99 pravokutnika s

donjom osnovicom 100 (dika 11.2). Tada su povrdinetih pravokutnika
redom:



11. ZADACI ZA VIEZBU 95

P = Poagco = AB - BC = AB - /AC? — AB?
1 \/1 1 V99-101

100 1002~ 1002
P, = Pugerc = BE - EF = BE - v/AF2 — AE2
B 2 /98102,
- T 1002~ 1002
itd...
9?  1.199
1002~ 1002 °

Povrsina 99 pravokutnika stepenaste figure (dika 11.2) manja je od po-
vrsine Cetvrtine kruga, tj. Py + P2 + ... + Pgg < % , odakle dijedi dana
nejednakost.
R4. Dvostrukim kvadriranjem dobijemo jednazbu
6a% — a(5x* — x) +x* — 2x* — 158 = 0.
RijeSimo li ovu jednadzbu kao kvadratnu po a, dobijemo dvije kvadratne
jednadZbe Cija su rjeSenja
-3+ 9+ 8a 5+ 25+ 12a
X12 = - 5 X3/4 = - 5

R5. RijeSimo li drugu jednadZbu kao kvadratnu po y, dobije se 0 <
z< 2. Rijesimo li tretu jednadzbu kao kvadratnu po x, dobivamo z =0
iz>2. Dakle, z=0ili z= 2. RjeSenjasustava su (—4,2,0) i
(—2,1,2).

R6. Rijesimo danu jednadzbu kao kvadratnu po /3. Dobivamo dvije
kvadratne jednadzbe;
X +Xx—v3=0,
X —x+1—-+v3=0,
Cijasu rjesenja

—1++vV1+4V3
X12 = - 5
1++v4/3-3
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R7. Uvrstimoli x iz druge jednadZbe u prvu dobivamo
Y+ (z—V3)y—V3z+1=0.
Rijesimo li ovu jednadzbu kao kvadratnu po y, uz uvjet D > O, dobit
cemo
, oo By
R8. Uvedimo supstitucije x = th, y = th iz= th, a onda
rijeSavamo kao 3.11. zadatak u poglavlju Trigonometrija pomaze algebri.

R9. Uvedimo supstituciju x = cosa, o € (0, 7). RjeSenjajednadzbe

SuU
1
N \/§4+ _

R10. Ako dani sustav napisemouobliku 2x = y(1—x?), 2y = z(1—y?),
2z = z(1— Z), i uvedemo supstituciju x = tgo, a € <_7_2r7 g> , dobiva-
mo y = tg2a, z=tgda, X = tg8a i imamo jednadzbu

tga =tg8a,

aiztoga a = k7n ,(k=+3,+2,+1 0).

R11. Uvedimo supstituciju x = cosa, a € [0, ] . Dobije se
\/i‘sin%’ = cos2a + 2cosa |sino| .

Zbog sn% > 0, sina > 0 & € [0, 7] dobije se rjedenje x — cos o~

2 16
V20 — 21/5

odakle x = 2

3

. Lo b
R12. Uvedimo supstituciju — = sina:, o & (0,%).

R13. Danu nejednakost napisemo u obliku

-2 B6E-HE-9

+
oo
VS

H

|
ol
N———
N
=

|
olT
N————

VAN
H
D
3| &
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Nakon supstitucije
a . b . c . V4
azsn2a7 azsn2ﬁ7 azsn2Y7 OC7B7Y€<O7§>7
dobivamo nejednakost sin(oc + B+ y) < 1, kojaje uvijek to€na.

R14. Podijelimo nejednakost s v/ab i uvedimo supstituciju

d 5 c . 12
a*tg o, b*tg Ba aaB€<072>'

Konatno se dobije (tga — tgB)? > 0, 8o je uvijek tono.

R15. Uvedimo supstituciju x = coso, y = Sino. ImaSest rjeSenja
(cos25°,8in25°), (— cos35°,sin35°), (— sin5°, — cos5°),
(cos5°,sin5°), (—sin35°, cos35°), (— sin25°, — cos25°).

R16. Konstruirgimo trokut ABC, tako daje: |CA| = 1, |CB| = 3,

JACD = 4DCB = x, i rije§imo ga slicno kao 1. zadatak u poglavlju
Planimetrija pomaze trigonometriji. Dobiva se da je 3cosa = 2, tj.

X=arccos .
3

R17. Nekaje ABC pravokutni trokut kod kojeg je |AB| = 1, 4BAC =
15°, x = |[BC| = sin15°, y = |AC| = cos15°. Nakateti AC i njenom
produZetku konstruirgjmo tocke M i N tako daje |[CM| = |CN| = x.
Tedaje |AN| = x+y, |AM| =y — x. Primijenimo li poucak o sinusima
natrokute ABM i ABN, lako dokazemo danu jednakost.

R18. Kroz vrh A pravokutnog jednakokracnog trokut ABC ( <BCA =
90°) povucimo duzinu AD tako daje <DAC = 30°, zatim simetralu AE
kuta DAB. Tadaje 4CAE = 37°30'. Akoje |AC| = |BC| = 1, dijedi

1
daje tg37°30' = |EC|. Ddjeje |CD| = —, |AD| = — . Primjenom
Jg.\_|JJ\”\\/§||\/§J
teoremao simetrali kutalako se dobije:
tg37°30' = V6 + V3 - V2 -2
R19. Konstruirgimo trokut ABC i tocku O u njegovoj unutrasnjosti tako
daje |OA| = x, |OB| =y, |OC| = z, SJAOB = 4BOC = JCOA =

120°. Kako je zbroj dviju stranica u trokutu veci od trete, primjenom
kosinusovog poucka, lako se dokaze nejednakost.

R20. Konstruiragjmo jednakokracni trokut ABC tako da je ¥ABC =

2 .
YBCA = g JCAB = 7—; IBC| = 1. Tadaje |BC| = |BD| = |AD| =
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. . 2
1. Iz trokuta ABD i BCD dobivamo |AB| = 2cos” , |CD| = 2cos§”.

Kako je |AD| = |AB| — |CD], supstitucijom dobivamo trazenu jednakost.
R21. Nekasu u koordinatnom sustavu dane tocke O(0,0), A(a+ c,b),
B(2a,2b). Kako svaki izraz predstavlja duljinu jedne stranice trokuta,

dananejednakost glasi |OA|+ |AB| > |OBJ, 8o jeuvijek tocno. Jednakost
vrijedi ako tocka B |ezi napravcu OA, odnosno ako je ¢ = 0.

R22. Uo&imo pravilni (2n+ 1)—terokuti zadatak rjeSavamo analogno 4.
zadatku u poglavlju Planimetrija pomaZze trigonometriji.

R23. Konstruirajmo jedinicnu kruznicu ¢ijeje sredisteishodiste pravokut-
nog koordinatnog sustavai u nju upiSimo pravilan deveterokut AjA;...Ag,

tako da pravac OA; s os zatvara x kut od 9°. Nekaje € = (ﬁ:
(i=12..,9). Tadaje &1 + & + ... + & = 0 (dokazi). Kako je
E+E+..+& =01 = (cos(9° + (i—1)-40°),sin(9° + (i — 1)-40°)),
dlijedi daje sin9° +sin49° + ... +sin329° = 0.

R24. RjeSavamo kao 4.3. zadatak u poglavlju Vektori pomazu algebri.
R25. RjeSavamo kao 4.4. zadatak u poglavlju Vektori pomazu algebri.
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