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1.

Problemi s brojevima, jednadzbama
I ngednadzbama

1. VjeZbanje tablice mnozenja

Zadan je niz brojevana djedeci nacin:
prvi ¢lan nizaje 2, drugi €lan je 3;

2-3=06,
pajetreti €lan niza6;

3:6=18,
odakle dlijedi daje Cetvrti Clan 1, apeti 8;

6-1=6, 1.8=28,
odakle je Sesti ¢lan 6, pa dlijedi 8, itd.
Evo niza kojeg smo dobili:
2 3 6.1 86 8...

Lukovi ispod brojeva naznaCuju izvedeno mnozenje, €iji se rezultat
zapisuje nakraju niza. Tako u nastavku treba pomnoziti 8. 6, arezul-
tat mnozenja, odnosno znamenke 4 i 8, zapisati kao dljedete u nizu.
Brojeva za mnoZenje nikada neCe nedostajati jer se svakim mnoze-
njem broj lukovapovetazajedan, arezultat e dati ngjmanje jednu, a
najceste dvije nove znamenke.
Dokazi dase znamenke5, 7 i 9 nikada ne pojavljuju u zadanom nizu.
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Zanimljivo svojstvo brojeva

Zapisimo proizvoljan prirodni broj (na primjer 2583), a zatim zbroji-
mo kvadrate njegovih znamenaka( 22 + 5%+ 82+ 3% = 102). Isti pos-
tupak primijenimo naznamenke dobivenogzbroja( 12+0%+2% = 5),
tenastavimo naisti nagin (52 = 25, 22452 = 29, 2249° = 85,...).
Dokazi da postupak, ukoliko ne dovede do broja 1 (u tom sucaju se
broj 1 ponavlja u nedogled), mora doci do broja 145, a tada se stalno
ponavljasjedeti niz:
145, 42, 20, 4, 16, 37, 58, 89.

Dijeljenje s 11
Dokazi daje broj
55k+l + 45k+2 + 35k

djeljiv s 11 za svaki prirodni broj k.

Djeljivost brojeva

Broj
3105 + 4105

dieljivjes 13,49, 181i 379, anije djeljiv ni s5niti s 11.
Kako se tg) rezultat moze provjeriti?

Pojednostavljeni oblik Fermatova teorema

Akosu x, y, zi n prirodni brojevii n > z, ondarelacija X"+y" = 2
nevrijedi.

Raspodjela brojeva

Pronadi deset brojeva x1, Xz,. .. X0 takvih davrijedi:

(i) broj x; nalazi seu zatvorenomintervalu [0, 1];

(ii) brojevi x1 i %2 leze u razli€itim polovinamaintervala [0, 1] ;

(iii) brojevi x1, X2 1 X3 leze urazli€itim treCinamaintervala [0, 1] ;

(iv) brojevi x1, X2, X3 i X4 leZe u razli€itim Cetvrtinama intervala
[0, 1], itd. i konatno,

(v) brojevi X1, X2,. .., X10 l€Zze urazli€itim desetinama zatvorenog
intervala [0, 1].
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10.

11.

Poopcenje

Jeli prethodni problem rjeSiv ako trebaumjesto 10 brojevas 10 uvjeta
pronati n brojevas n uvjeta, gdjeje n bilo koji prirodan broj?

Razmijeri
Nekasu A, B, C, p, q i r brojevi medusobno povezani sljedetim
relacijama:

A:B=np, B:C=nq, C:A=r.
Napi& razmjer

A:B:c=[]:[]:0[]

tako da u praznim kvadratiCima stojeizrazi s p, q i r koji se mogu
dobiti jedni iz drugih ciklickom permutacijom brojeva p, q i r. (Pod
tim se midli djedete: ako umjesto p napidemo g, umjesto g napi-
Semo r i umjesto r napiSemo p, onda ¢e izraz u prvom kvadraticu
postati drugi, drugi €e postati treci, atreti izraz ¢e postati prvi.)

Iracionalnost korijena

Dokazi daje pozitivno rjeSenje jednadzbe
X +x=10

iracionalan broj.

Nejednakost
Dokazi nejednakost

A+a+B+b B+b+C+c
A+a+B+b+C+r B+b+CHcHa+r
C+c+A+a
C+c+A+b+r’
u kojoj sva slova oznaCavaju pozitivne brojeve.

Niz brojeva

Pronadi niz ap, a1, az,... pozitivnih brojevatakvih daje ag = 1 i
8 — a1 =an2 zZan=20,12 .... Dokaz dapostoji samo jedan
takav niz.
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2.

Problemi stoCkama, poligonima,
kruznicama i elipsama

12.

13.

TocCke u ravnini

Promatraj nekoliko to€aka koje leze u ravnini. Svaku tocku ravnom
crtom spoji s ngjblizom tockom. Pretpostavimo da su sve udaljenosti
medusobnorazlicite, pasetotno znakojajetockangbliza. Dokazi da
na dobivenom crtezu nema zatvorenih poligona, niti se duZine sijeku.

Ispitivanje kuta

Nekasu X3, Xz,... X, pozitivni brojevi. 1zaberimo u ravnini zraku
OX i nanju ucrtamo duzinu OP; duljine X, . Zatim nacrtamo duZinu
P1P, okomitu napravac OP; i duljine X, , paduzinu P,Ps okomitu
na pravac OP, i duljine x3. Nastavimo nataj nafin sve do duZine
Pn—1Pn, |Pn—1Pn| = %, . Pravi kutovi su okrenuti tako danjihov lijevi
krak prolazi kroz O. Mozemo reti da zraka OX rotira oko tocke O
od poCetnog polozaja, kroz tocke Py, Ps, ... svedo krajnje pozicije
OP,, i pritom opiSe odredeni kut.

DokaZi da je za zadane brojeve x; ta kut najmanji ako brojevi x;
redom padaju (tj. X1 > X2 > ... > X, ), ahgjveti ako brojevi redom
rastu (tj. x; <X <... < Xq).
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14.

15.

16.

17.

18.

PovrSina trokuta

Bez pomoti trigonometrije dokaZi da je povrSina trokuta kojemu je
kut o = 60° danaformulom

P:?[ 2~ (b—cy?, (2)
aakoje o = 120°, tadaje
V3
P=la—(b-c. 2

Trostruko raspolavljanje opsega trokuta

Promotrimo proizvoljan trokut. Taj trokut mozemo presjeti pravcem
tako da raspolovimo njegov opseg. MoZzemo Cak zadati smjer tog
pravca. Ponovimo li tu operaciju dvaput, koristeti dvarazliCitasmje-
ra, pravci e se geti u odredenoj tocki Q. Dakle, dva pravca koja
raspolavljgju opseg trokuta prolaze tockom Q.

Postoji li tocka kroz koju prolazetri takva pravca? Ako postoji, kako
je mozemo pronati?

Dijeljenje trokuta

Podijeli trokut na 19 trokuta tako da se u svakom vrhu novog trokuta
(i u vrhovimapolaznog trokuta) uvijek sastaje isti broj stranica.

U ovom problemu se broj 19 ne moZze zamijeniti ve€im brojem, ali se
moZe zamijeniti nekim manjima. Kojima?

Trokuti

U ovom problemu n oznaCava prirodan broj. U ravnini imamo 3n
toCaka, od kojih nikoje tri ne leze na istom pravcu. Mozemo li od
tih toCaka — uzevs ih kao vrhove — nafiniti n trokuta koji se ne
preklapaju niti sadrZe jedni druge?

Sli€an problem moZe se postaviti s 4n toCaka za Cetverokutei s 5n
toCaka za peterokute, itd. Jesu li svi sSigurno rjesivi?

Trokutasta mreza (1)

Dobro je poznato kako cijelu ravninu mozemo prekriti mrezom jed-
nakostranicnih trokuta.
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19.

20.

21.

22.

Je li moguée uz svaki ¢vor mreze upisati jednu od oznaka plus ili
minus tako da za svaki trokut bude ispunjen sljedeti uvjet: ako dva
vrhatrokutaimaju istu oznaku, ondatreti vrh ima oznaku plus, aako
su dvije oznake razlicite, ondaje treCa minus?

OCito jedase svudamogu staviti oznake plus, ali to trivijalno rje3enje
iskljuCujemo.

Trokutasta mreza (2)

Dokazi da je nemoguce cijelu ravninu prekriti mrezom trokuta tako
da se u svakom ¢voru mreze sastgje pet trokuta.

Sto je ostalo od pravokutnika?

Zlatni pravokutnik je pravokutnik cije duljine stranica zadovoljavaju
Zlatni omjer, tj. zakoje vrijedi:
a:b=b:(a—b).

Zamidimo daje pravokutnik izrezan iz lista papirai polozen nastol s
duljom stranicom okrenutom prema nama. S lijeve strane pravokut-
nikaizrezemo ngjveti moguci kvadrat — preostaje nam pravokutnik
koji je opet zlatni pravokutnik. Stanemo s lijeve strane stola tako da
ponovo ispred nas bude dulja stranica pravokutnika i uc¢inimo isto s
tim novim pravokutnikom. Ponavljamo postupak obilazeti oko sto-
la u smjeru kazaljke na satu i izrezujemo redom kvadrate. Prije ili
kasnije bit ¢e izrezana svakatocka pravokutnikaosim jedne. Pronadi
gdje se nalazi tatocka.

Dijeljenje kvadrata

Podijelimo kvadrat povréine 1 km? natri dijela, A, B i C. Kakva
godtapodjelabila, uvijek postoji barem jedan par toCaka P i Q takav
daobjetocke pripadajuistom dijelu, i dajenjihovaudaljenost d(P, Q)
vetaod 1.00778 km.

Kako to mozemo dokazati?

Kvadratna mreza

Cijelu ravninu mozemo prekriti mrezom sukladnih kvadrata. Cvorove
te mreze matematiCari nazivaju reSetkomcijelih brojeva. Jeli moguce
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23.

24,

25.

te ¢vorove ozna€iti Slovima a, b, ¢ i d tako da svaki kvadrat ima
sva Cetiri slova kao vrhove te da se sva Cetiri slova nalaze u svakom
retku i stupcu resetke?

Cvorovi redetke

Pogledajte definiciju redetke u problemu 22. Dokazite da kruznicasa
sredidtem u ¢voru (v/2,1/3), uz odgovarajuéi izbor polumjeramoze
prolaziti kroz svaki €vor resetke, ali ne postoji kruznicasistim sredis-
tem kojabi prolazilaistovremeno kroz dvaili vise ¢vorovaresetke.

Cvorovi redetke unutar kruznice

U ovom problemu pozabavit Eemo se ¢vorovima reSetke unutar kru-
Znice K, tj. ¢vorovima ogradenim kruznicom K. Ne ukljuCujemo
Cvorove reSetke koji 1eze nasamoj kruznici.

DokaZi da postoje krugovi koji zatvaraju nula cvorova resetke, jedan
Cvor resetke, dva Cvora resetke, itd. Svakom broju n (prirodnom
ili nuli) moZe se pridruziti kruznica koja zatvara tocno n &vorova
redetke.

14=15

Za vrijeme susreta sudionika Matematicke olimpijade u Wroctawu
1952. godine, dr. J. Mikusihski prikazao je podjelu ravnine na sed-
merokute nanacin dase u svakom vrhu sastaju tocno tri sedmerokuta.
Na osnovi togadokazat cemo daje 14 = 15.

Oznatimo s P kut od 180°. Zbroj kutovau sedmerokutuiznosi 5P;
dijedi daveli€ina svakog kuta u sedmerokutu u prosjeku iznosi 5—7P .
Kako je cijelaravninaprekrivenasedmerokutima, znali daje prosec-

P

na velicina svakog kuta u tom mozaiku jednaka P . No, u svakom
vrhu sastgju setri takvakuta, paproizlazi daje veliCinakutau svakom

vrhu u prosjeku jednaka 2—; . 1ztogadijedi daje progecnaveliina

svakog kutau mozaiku jednaka 2—: , jer svaki kut pripadaodredenom

. 2P P 2 e .
vrhu. Takoje =3 = 57 3= g 14 = 15, Stojei trebalo dokazati.
Pronadi gresku u gornjem dokazu.
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26.

27.

28.

Poligon

U ravnini leZi n toCaka od kojih nikoje tri ne leze naistome pravcu.
Je li uvijek moguce odrediti zatvoreni poligon kojemu se stranice ne
sijeku i kojemu su vrhovi n zadanih toCaka?

ToCke i kruznica

U ravnini se nalaze 4 tocke koje ne leZze naistoj kruznici niti naistom
pravcu. Jeli uvijek moguée oznaCiti zadane tockes A, B, C i D
tako da tocke A, B i C leze na kruznici, a da se totka D naazi
unutar nje.

Geometrijski problem

Danajeelipsasglavnom os duljine 2a i sporednomduljine 2b. Na-
crtg) zatvorenu krivulju jednake duljine, tako da ona zatvara povrsinu
vetu od povréineelipse za (a — b)?.
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3.

Problemi s prostorom, poliedrima i sferama

29.

30.

Podjela prostora

Kroz zadanu toCku u prostoru povlaCimo ravninetako dagaonedijele
na najveti mogucti broj dijelova. Jednaravninadijeli prostor na dva
dijela, dvije ukr&ene ravnine dijele ga na Cetiri dijela, a tri ravnine
koje se sijeku u zadanoj tocki i nemaju drugih zajednickih toCaka,
dijele ga na osam dijelova. Na koliko dijelova prostor dijele Cetiri
ravnine? Koliko dijelova se dobije za n ravnina?

Dvije projekcije

Zamidimo ravninu IT; koja dodiruje zemaljsku kuglu u Sjevernom
polu N, i ravninu IT, koja dodiruje zemaljsku kuglu u Juznom polu
S. U ravnini TI, moZemo nacrtati kartu tako da svaku toCku na po-
vr&ini zemaljske kugle projiciramo centralnom projekcijom iz tocke
N naravninu IT,. Takoder, moZzemo nacrtati drugu kartu projek-
cijom svake tocke na povrsini iz tocke S naravninu IT;. Ovo su
tzv. stereografske projekcije. Sada dvije ravnine mozemo poloZiti
jednu na drugu tako da se meridijani poklapaju. Svaki grad s prve
karte pojavljuje se i na drugoj karti. Na ovaj smo nacin definirali
odredenu transformaciju, preslikavanjeravnine u samu sebe. Kakoto
preslikavanje mozemo izravno definirati?
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31.

32.

33.

34.

Kocka

DrzZiteli uruci model kocke tako damoze rotirati oko ngjdulje osi (tj.
oko pravcakoji spajadvamedusobno nagjudaljenijavrha), mozete oko
nje pazljivo namotati crni konac. Konac €e prekriti samo polovinu
povrsine kocke (zast0?). Isto se moze napraviti i oko ostalih osi; ima
ih ukupno Cetiri, a svaki put uzmite konac drukcije boje (crni, crveni,
plavi i zuti). Cijelace kockabiti prekrivenabojamakoje se preklapa
ju te time stvaraju mijeSane nijanse (recimo da je model kocke bijele
boje, koju ne razmatramo). Koliko ¢emo razliitih nijansa dobiti i
koje?

Najkraci put po povrSini

Ovaj problem netraZi puno matematike. Nategnimo elasticnu gumicu
(onakvu kakvase koristi u ku€anstvu) preko glatke nesavitljive kocke
tako da Cvrsto stoji na kocki i da se ne presijeca. Liniju koju Cini
gumica oko kocke zovemo najkrati put po povrsini kocke. Iscrtajmo
namodelu sve takve linije.

1. Koliko €e putate linije prekriti povrsinu kocke (tj. koliko najkra-
¢ih putovaprolazi svakom tockom plasta) ?

2. Koliko razlicitih familija ngjkratih putovaima svojstvo da prek-
rivgju cijeli plast kocke?

Gibanje Cestice

Unutar kutije oblika kocke krete se Cestica tvari oslobodena utjecaja
vanjskih sila; odbija se od stijenki kutije prema klasi¢nim zakonima
(kut refleksije jednak je kutu upada, i okomica na stijenku u tocki
refleksije simetrala je kuta koji zatvara put Cestice). Je li moguce da
se takva Cestica neprekidno krete oko zatvorenog Sesterokuta, uda-
rgjuCi natom putu sve stijenke kutije naizmjeni¢no? Odredite toCke
refleksijei utvrdite jeli ova) Sesterokut zapetljan.

Mreze kocke

Modeli poliedara napravljeni su od plodnih mreza nacrtanih na kar-
tonu. Na tim su mrezama stranice modela obi¢no jedna do druge,
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35.

36.

37.

38.

39.

a model se sastavlja svijanjem kartona po stranicama mreze. Pravi-
lan tetraedar moze imati dvije razliCite mreze. Koliko ih moze imati
kocka?

Kocke

Poznato je dacijeli prostor mozemo ispuniti kockama, slazuéi jednu
do druge. U svakom se vrhu spaja to€no osam kocki. Odrezemo li
krajeve tih kocki naodgovargjuci naCini dlijepimo li osam odrezanih
dijelovau jedan tako da dobijemo pravilan oktaedar, mozemo reci da
smo prostor ispunili pravilnim oktaedrimai geometrijskim tijelima—
ostacima originalnih kocki nakon rezanja. Kakvog ¢e oblika biti ta
tijela?

Povetamo |i oktaedre najvise o mozemo, koliki ¢e dio prostora oni
zauzeti? Kolika €e biti veliCina preostalih geometrijskih tijela? |
koliko ¢e setijela spajati u svakom vrhu?

Heksaedar

Postoji |i heksaedar kojeg zatvaraju sukladni rombovi ali nije kockau
uobicajenom smislu rijeci?

Tetraedar

Imamo Sest Stapovarazlicitih duljina, koji su takvi dau bilo kojoj per-
mutaciji mogu tvoriti bridove tetraedra. Koliko tetraedara mozemo
sastaviti tim Stapovima?

Tetraedar sa sukladnim stranama

Je li moguce konstruirati tetraedar Cije su strane medusobno suklad-
ni trokuti sa stranicama proizvoljnih duljina a, b i c? Ako jeto
moguce, izraCunajte obujam takvog tetraedra.

Oktaedar

Je li moguce konstruirati oktaedar €ije su strane sukladni Cetverokuti?
Je li moguce konstruirati dekaedar, i optenito, konstruirati 2n-edar
(n > 3) sistim svojstvom?
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