1.

Opcinsko natjecanje

Optinska i gradska natjecanja odrzana su u svim gradovimai opCi-
nama naSe domovine 31. sijeCnja 2007. Kao %o je uobitaeno, zadatke
je osmidlilo Drzavno povjerenstvo za matematicka natjecanja.  Ucenici
osnovnih kola rjeSavali su svoje zadatke dva sata, a uCenici srednjih tri
sata.

Osnovna skola

4, razred

4.1. U brojevnomizrazu 5- 6 4+ 12 : 3 — 2 stavi zagrade tako da
vrijednost izraza bude

a) 12, b) 28.

4.2. Sobje strane ceste zasaden je drvored breza u jednakim razma-
cimaod 6 m. Kolikaje duljinatog drvoreda ako je ukupno posadeno 176
stabala breze?

4.3. Tri ribarasu zajedno ulovila176 kg ribe. Kadaje prvi prodao 23
kg, drugi 19 kg, atreti 32 kg ostalaim je jednaka koliCinaribe. Koliko je
svaki od njih ulovio?

4.4, lvanaje zarodendan od svojih prijatelja dobila24 ruze. Ruze su
bile bijele, Zute i crvene boje. Bijelih je bilo dva puta manje od Zutih, a
crvenih koliko bijelih i zutih zajedno. Koliko je bilo bijelih, koliko zutih,
akoliko crvenih ruza?
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4.5. Napis svetrokute sadlike:

C
G
D
E
A F B
S. 1.1,
5. razred

5.1. IzraCungj:

73+ 2. (11147 — 27 - (45+ 3105: 9)] — 125+ 25- (48 — 45: 3).

5.2. Napi&§imo jednog iza drugog, bez razmaka, prirodne brojeve:
12345678910111213141516171819202122232425 . . .

Koja se znamenka nalazi na 2007. mjestu?

5.3. Odredi sve Cetveroznamenkaste brojeve koji pri dijeljenju s 13
daju ostatak 4, pri dijeljenju s 15 daju ostatak 6 i pri dijeljenju s 18 daju
ostatak 9.

5.4. Vino u boci stoji 40 kuna. Vino je 7 puta skuplje od boce.
Koliko stoji boca, akoliko vino?

5.5. Kaliko je ukupno pravokutnikanaslici?
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6. razred
6.1. lzratung:
7.5-0.02 1 1 2
3’5& - (E+g+0.725> Ilé : (4.5—3;) : 6—§
i 0.36: 0.6

6.2. lvan je planirao procitati knjigu za lektiru za 3 dana. Prvog je
dana procitao 3 knjige, drugog c knjige i zadovoljno ustvrdio da mu
je zatreCi dan preostalo pro€itati 28 stranica manje nego %o je pro€itao
drugog dana. Koliko knjigaima stranica?

6.3. Koliki kut zatvaraju malai velika kazaljka na satu u 5 sati i 12
minuta?

6.4. Nekatocke A i B pripadaju kruznici k sa sredistem S i polu-
mjerom 1, te nekaje |AB| < 2r. Simetraladuzine AB sijece ju u tocki
P, akruznicu k utotkama C i D, pri cemu sutocke C i S siste strane
pravca AB. Dokazi daje |PD| < |PB].

6.5. Odredi Siljaste kutove pravokutnog trokuta s pravim kutom pri
vrhu C, ako je kut izmedu visine i simetrale kuta iz vrha C jednak %
tupog kuta kojeg Cine simetrale Siljastih kutova.

7. razred
7.1. lzraCungj
1 1
I+5 1-5 1 ) [ 1 , 2
1 171+1+1 1 . 1 3+ 71+1
2 2 4 4 8 ' 4

7.2. Antei lvan mogu zavrsiti neki posao, rade€i zagjedno, za 8 dana.
Nakon 2 dana zajednickog radarazbolio se Ante, alvan je dovr&io ostatak
poslaza 9 dana. Za koliko bi dana Ante zavrSio tg posao, a za koliko
Ivan, ako bi radili svaki za sebe?

7.3. Neposredno nakon Zetve, vlaznost pseni¢nog zrna iznosila je
16%, a nakon susenja 12.5%. Kolika je masa suhog pSeni¢nog zrna ako
je prinos zetveiznosio 4.5 tona?

7.4. Zadan jetrokut ABC, pri Cemu je |AC| > |AB|. Unutar trokuta
jedanatotka N takvadaduzina AN raspolavljakut <BAC i AN L BN.
Akoje M polovidte stranice BC, dokaZi daje
|AC| — |AB|

MN| =
M| = =0
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7.5. Zadan je paralelogram ABCD takav daje |AB| = 2|BC|. Na
stranici AB je danatotka E takvadaje DE simetralakuta SCDA i BD
jesimetralakuta <CDE . Odredi veli¢ine kutova paralelograma.

8. razred
8.1. Rijes jednadzbu

o) o))

8.2. lzratung]
1 1 1 1
+ + ot =
Vi+v2 V2+V3 3+ V4 V99 + /100

8.3. Nakruznici polumjera 8 cm istaknuta je tetiva AB takvadaje
|AB| = 12 cm. U tocki A povucCenaje tangenta t nakruznicu, aiz tocke
B povucenajetetiva BC, paralelnatangenti t. Odredi udaljenost izmedu
tangente t i tetive BC.

8.4. Dokazi da okomica na duzinu koja spaja nozi&ta dviju visina 8i-
ljastokutnog trokuta, povucenaiz polovista te duzine, dijeli tretu stranicu
trokuta na dvajednakadijela.

8.5. Odredi povrSinu trapeza ako je |AB| = 11 cm, |[BC| = 5 cm,
|CD| =7 cmi |AD| =3 cm.

Srednja Skola — A varijanta

1. razred

1.1. Skrativanjem svedi razlomak na najjednostavniji oblik:
bc(c? — b?) + ac(a? — ¢?) + ab(b? — &?)
b2c?(c — b) + a?c?(a—c) + a2b?(b — a)’

1.2. U skupu realnih brojevarijes jednadzbu

X+ 3

|[x+ 2| —2x| =

1.3. Nekaje p prost broj veti od 3. Dokazi da njegov kvadrat pri
dijeljenju brojem 24 daje ostatak 1.
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1.4. Postaji li pravokutan trokut kojemu su duljine katetacijeli broje-
vi, aduljina hipotenuze /2006 ?

1.5. U trokutu ABC duljine stranicasu |BC| = 7, |AC| = 3, akut
pri vrhu A iznos o = 30°. Izrafunaj duljinu stranice AB.

2. razred

2.1. U skupu realnih brojevarijes jednadzbu:
V2X+ 14+ VX+3=3+ VX+T7.

. 1 oo
2.2. Akoje z+ -=1 koliko je Z2%7 + 57

2.3. Ako su oba rjegenja jednadzbe 2x2 + mx + 2 — n = 0 cijeli
2

brojevi razli€iti od 0, dokaZi daje dozen cijeli broj!
2.4. Odredi sverealne parametre m za koje funkcija
f(x) =X+ (m+ 3)x+ (Mm+2)
zadovoljava sljedeta dva uvjeta:
a f(x) <0zasvexe (—1,3);
b) zbroj reciprocnih vrijednosti nultoCaka manji je od % .

2.5. Nekaje ABCD pravokutnik sastranicamaduljina 20 i 15. Kroz
tocku C prolazi kruznica sa srediStem u vrhu A zadanog pravokutnika.
Odredi duljinu one tetive kruznice koja sadrzi dijagonalu BD.

3. razred
3.1. Rijes jednadzbu
15Iogsx . XIog5 45x _ 1
3.2. Zakutove a, B, y trokuta ABC vrijedi
cos’ o + cos’ B + cos’y = 1.

DokaZi daje trokut pravokutan.
3.3. Duljinedviju stranicatrokutasu a i b, njimanasuprotni kutovi
su o i B,avisnanatretu stranicu imaduljinu v.

a) Ako zakutovevrijedi a + 8 = 7—2r il |aa—B|= 7—2r,doka2i daje
1 1 1

Z2tE v



14 1. OPCINSKO NATJECANJE

b) Ako ova jednakost vrijedi za neki trokut, dokazi da za njegove
kutove vrijedi oo + 8 = > ili jaa—p|= >

3.4. Danaje kocka ABCDEFGH duljine brida a. lzratunaj oploge
i obujam poliedra ABDFGH .

3.5. Obojana drvena kocka prepiljenaje na n® (n > 2) jednakih
kockica. Ako je poznato da je broj kockica, kojima je tocno jedna strana
obojana, jednak broju kockicakojimaniti jedna strananije obojana, odredi
broj n.

4. razred
4.1. Kruznica je upisana u jednakostraniCan trokut kojem je duljina
stranice 6. PokaZzi daza svaku tocku T natoj kruznici vrijedi jednakost:
ITA]> + |TBJ? + | TC|? = 45.

4.2. Odredi zakoju je vrijednost od x Cetvrti ¢lan razvojabinoma

(=03

20 puta veti od eksponenta binoma ako je binomni koeficijent Cetvrtog
Clana pet puta veti od binomnog koeficijenta drugog ¢lana.
4.3. Nekaje (xn)nen Niz realnih brojevarazlicitih od nule takav da
vrijedi
XnZ — Xpi1Xn_1 = 1, vn > 2.

Xn+1 + Xn—1

Dokazi daizraz poprimaistu vrijednost zasvaki n > 2.

n
4.4. DokaZi da za svaki prirodni broj n i nenegativan realan broj a
vrijedi nejednakost
nin+1)a+2n>4/a(V1+vV2+---+n).

4.5. Svi sedmeroznamenkasti brojevi sastavljeni od znamenki 1 do
7 (u svakom broju pojavljuje se svaka od tih znamenki) poredani su po
veli€ini poCevs od najmanjeg. Na kojem se mjestu nalazi broj 36542177
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Srednja %kola — B varijanta

1. razred

1.1. Doka?i dazamedusobnorazliCiterealnebrojeve a, b i ¢ vrijedi

a—b b-c c—a
2c—a)(c—b)  2@—bja—c  2b-ab-0
1 1 1
“a-b b-c c-a
1.2. U€enik morapomnoZiti 78 s dvoznamenkastim brojem u kojemu
je znamenka desetica tri puta veta od znamenke jedinica. Gredkom je
zamijenio znamenkejedinicei deseticetog brojai dobio umnozak za 2808
manji od pravog. Koliki je stvarni umnozak?
1.3. Brojevi 5777 i 8924 podijeljeni istim prirodnim brojem n daju
redom ostatke 20 i 36. Koji jeto broj n?
1.4. Vidi zadatak 1.2 A varijante.

1.5. Vidi zadatak 1.5 A varijante.

2. razred

2.1. Vidi zadatak 2.1 A varijante.

2.2. Akoje z € C\ R rjeSenje jednadzbe x* — 1 = 0, koliko je
(1-z+2) - (1+z-2)?

2.3. U pravokutnom trokutu zbroj kvadrataduljina svih triju stranica
iznosi 1682, a opseg trokutaje 70. lzraCung duljine stranica trokuta.

2.4. Zakoje vrijednosti realnog parametra a funkcija

f(x) =a’®+2(@a+3)x+1
ima dvije razlicite realne nultotke? Za ngjmanju cjelobrojnu vrijednost

takvog parametra a izracunaj
N R
(Xg 1 X2 sunultocke funkcije f ).

2.5. Duljine stranica trokuta ABC su |AB| = 14, |BC| = 15,
|CA| = 13. Nastranici AB uotimo totku K zakoju je |AK| = x. Izra-
Cungj povrsinu paralelograma AKLM, gdje je L tocka na stranici BC, a
M totkanastranici CA. Zakoji te x ta povrdinabiti najveta?
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3. razred

3.1. Vidi zadatak 3.1 A varijante.
3.2. Duljinedviju stranicatrokutasu a i b, njimanasuprotni kutovi
su o i B, avisinanatretu stranicuimaduljinu v. Ako zakutove vrijedi
T ) o
a+f = > ili oo —pB| = E,dokamdaje
1 1 1
Z2tE v
3.3. Rijesi jednadzbu
logtg1° + logtg2° + logtg3° + ... + logtg 89° = cos2x.
3.4. Oko kugle polumjera r opisan je stozac polumjera baze R.
Koliki je njegov obujam?
3.5. Postoje li prirodni broj n € N i neparan prirodni broj m € N
takvi davrijedi
14+m+nmf+... +mP% =3"

4. razred

4.1. Zadani supravci y = 0.75x+6, y = 0.75x+ 3 i totka T(7, 24) .
Nadi jednadZbu pravcakoji sadrzi zadanu tocku, aizmedu zadanih pravaca
Cini odgeCak duljine 4.

4.2. DokaZi daje za svaki prirodan broj n broj Re((l + i\/§)”)
cijeli broj djeljivs 2",

4.3. Vidi zadatak 4.2 A varijante.

4.4. Vidi zadatak 4.4 A varijante.

4.5. Nadi sva cjelobrojnarjeSenja djedeteg sustava jednadzbi:

ab+5=c,
bc+1=a,
ca+1=h.
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RJESENJA

Osnovna $kola

41.8) (5-6+12):3-2=12,b) 5-(6+12):3—2=28.

4.2. Sasvake strane ceste posadeno je 176 : 2 = 88 stabala. Broj razmaka
izmedu susjednih stabalaistog reda manji je za 1 od broja stabala tog reda. Dakle,
na svakoj strani ceste je 88 — 1 = 87 razmaka.

Duljina tog drvoreda jednaka je zbroju duljina svih razmaka s jedne strane
ceste, odnosno umnosku broja razmakai duljine razmaka s jedne strane ceste.

Konatno, duljinadrvoreda brezajeje 87 - 6 = 522 m.

4.3. Ribari suprodali 23 + 19 + 32 = 74 kg ribe. Nakon Sto su prodali taj
dioribe ostaloim je 146 — 74 = 72 kg ribe. Kako su nakon te prodagje imali iste
koliineribe, svimaimjeostaopo 72 : 3 = 24 kg ribe. Dakle, prvi ribar jeulovio
24+ 19 = 43 kgribe. Drugi ribar jeulovio 24+ 23 = 47 kg ribe. Konatno, treci
ribar jeulovio 24 4 32 = 56 kgribe.

4.4. Zadatak rjeSavamo graficki:

Bijleruze: __  Zuteruze __ __ Crveneruze.

Imamo 6 duZinapajednaduZinaiznos 24 : 6 = 4. Prematome, bijelih je
ruzabilo 4, zutih 2- 4 = 8, acrvenih 44+ 8 = 12.

4.5. Trokuti koji se sastoje od jednog komadasu CGD, GED, EAD, AFD
i DFB. Trokuti koji se sastoje od dva komada su DAB, GAD i CED. Trokut
koji se sastoji od tri komada je CAD . Kona€no imamo jos trokut ABC, dakle 10
trokuta.

5.1. Imamo redom:

73+2-[11147 — 27 (45+ 3105: 9)] — 125+ 25- (48 — 45 : 3)
=734 2-[11147 — 27 - (45+ 345)] — 125+ 25 (48 — 15)
=73+2-[11147 — 27 -390] — 125+ 25- 33
=73+ 2-617 — 125+ 825 = 73 + 1234 — 125 + 825 = 2007.

5.2. Dabi se napisali svi jednoznamenkasti brojevi potrebno je 9-1 = 9
znamenki. Dabi se napisali svi dvoznamenkasti brojevi potrebno je 90 - 2 = 180
znamenki. Dabi se napisali svi troznamenkasti brojevi potrebno je 900- 3 = 2700
znamenki. Broj u kojem se nalazi traZzena znamenka je troznamenkasti jer je
189 < 2007 < 189 + 2700. Za troznamenkaste brojeve, zakljuéno sa 2007.
znamenkom, ostaje 2007 — 189 = 1818 znamenki od kojih se moZze napisati
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1818 : 3 = 606 troznamenkastih brojeva. Prematome, trazena znamenka je pos-
ljednja znamenka u 606. troznamenkastom broju. Taj 606. troznamenkasti broj
je 9+ 90 + 606 = 705, paje na2007. mjestu znamenka 5.

5.3. Nekaje n broj strazenim svojstvom. Lakoseodredi daje V(13, 15, 18) =
1170. Kakoje 13—4 =9, 15-6=91i 18—9 = 9,ondaje n = 1170-k—9, pri
Cemu je k € N. Kako je n Cetveroznamenkasti broj, slijedi da su trazeni brojevi
1161, 2331, 3501, 4671, 5841, 7011, 8181 i 9351.

5.4, Zadatak rjeSavamo graficki:

Boca _  Vino.

Imamo 8 duZina pajednaduzinaiznos 40 : 8 = 5 kn. Prematome, boca
stoji 5 kn,avino 7-5 =35 kn.

5.5. Pravokutnik jejednozna€no odreden duzinom i Sirinom. Dabismo odre-
dili duzinu pravokutnika, trebaodrediti poCetak i kraj te duzine. Kako horizontalno
imamo 8 tocaka, dvije mozemo odabrati na 8;27 = 28 naina. Rezultat smo dijelili
sdvajer su natakav nafin sve duZine uratunate dvapuit.

Analogno, dabismo odredili Sirinu pravokutnika potrebno je odrediti poCetak
i kraj te duzine. Vertikalno imamo 5 toCaka, pa &rinu pravokutnika mozemo
odabrati na 2! = 10 natina

Konagno, svaku duzinu mozemo kombinirati sasvakom &irinom, paje ukupan
broj pravokutnikajednak 28 - 10 = 280.

***

6.1. Imamo redom:

7.5.0.028 13 .1 4\ 28
— 72 4.
{g—ose:o.s (15+ o 5) 6] ( °% ) 65

e & D632

_[o21 140 7] .13 28 _ 13,28 2 14 65 _

~|015 120 6| 14 65 "14°65 5 13 28

6.2. Neka knjiga ima x stranica. Tada je Ivan prvog dana pro€itao %x
Stranica, drugog 2x, atreteg 2x — 28 stranica. Prematome, vrijedi jednadzba
IX+ gx+ 2x— 28 = x. Odatleje Hx = x+ 28, tj. Zx = 28, odekle je
x = 210.

6.3. Velika kazaljka za 60 minuta prijede kut od 360°, aza 1 minutu
kut od 360° : 60 = 6°. Mala kazaljka za 60 minuta prijede kut od 30°, aza
jednu minutu 30° : 60 = 0.5°. U 5 sati malai velika kazaljka zatvaraju kut od
5.30° = 150°. Za 12 minuta velika kazaljka prijede kut od 12 - 6° = 72°, a
mala 12-0.5° = 6°.

Prematome, u 5 sati i 12 minutakazaljke e zatvarati kut od 150° — 72° +
6° = 84°.

6.4. Buduti datotke B i D pripadaju kruznici k, slijedi daje |BS = |DY,
odnosno trokut BSD je jednakokraCan. To znafi daje ¥SDB = 4DBS. Kako je
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JDBP = 4DBS— 4PBS, dlijedi daje <DBP < ¥DBS odnosno ¥DBP < ¥SDB

paje 4<DBP < <PDB. Promotrimo sada trokut PDB. Kako u trokutu nasuprot

veteg kutalezi duljastranica, vrijedi |PD| < |PB|, €ime je tvrdnja dokazana.
kB

S. 13

6.5. Nekaje S gjeciSte simetrala §ljastih kutova pravokutnog trokuta. Ozna-
&imo JBAC = . Tadaje JSAB = & | JABS= °~¢ — 45° _ ¢ Kakoje
zbroj kutova u trokutu jednak 180° , dlijedi daje$ +45° — § 4+ J¥ASB = 180°,
odakleje YASB = 135°. Nekaje D nozidte visine povucene iz pravog kuta, a E
geci&te simetrale pravog kuta s nasuprotnom stranicom.

C C
A4 B A D E B

9. 14.
Premauvjetu zadatkaje <DCE = % = 15°. Kako je CE simetrdapra-

vogkutadijedi daje SACD = 45° —15° = 30° . |z pravokutnogtrokuta ADC sli-
jedi YBAC = 4DAC = 90° —30° = 60°, i konatno, ¥ABC = 90° —60° = 30°.

7.1. Imamo redom:






