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4.

Hrvatska matematicka olimpijada

Hrvatska matematic¢ka olimpijada je natjecanje koje se sastoji od neko-
liko testova na temelju kojih se odreduju ekipe za medunarodna natjecanja

IMO i MEMO.

U skladu s pravilima objavljenim na web stranicama Hrvatskog ma-
tematickog druStva, na temelju rezultata drZavnog natjecanja na Hrvatsku

matematicku olimpijadu pozvano je dvadeset Cetvero ucenika:
1. razred

Petar Orli¢, XV. gimnazija, Zagreb
Daniel Paleka, Gimnazija Franje Petri¢a, Zadar

2. razred

Maja Pucek, Druga gimnazija VaraZdin, Varazdin

Ivan Lazari¢, Gimnazija Pula, Pula

Kristijan Vukeli¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb
Josip Pupié, XV. gimnazija, Zagreb

Kristian Vedran Budrovéan, XV. gimnazija, Zagreb

Al Depope, Gimnazija Andrije Mohorovicica, Rijeka
Ana Striki¢, III. gimnazija, Split

Nikola Salgaj, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin

3. razred

Vlatka Vazdar, XV. gimnazija, Zagreb

Vlatko Crnkovi¢, XV. gimnazija, Zagreb

Mihael Erakovi¢, Gimnazija Andrije Mohorovicica, Rijeka
Erik Banek, V. gimnazija, Zagreb

Mato Manovi¢, Gimnazija PoZega, PoZega

Filip Basi¢, XV. gimnazija, Zagreb
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Mislav Balunovié, Gimnazija “Matija Mesi¢”, Slavonski Brod
4. razred

Domagoj Cevid, V. gimnazija, Zagreb

Mihael Marovi¢, XV. gimnazija, Zagreb

Borna Vukorepa, XV. gimnazija, Zagreb

Ivan Porin Toli¢, V. gimnazija, Zagreb

Marin Tomi¢, V. gimnazija, Zagreb

Roko Zaja, Gimnazija Franje Petric¢a, Zadar

Aleksandar Bulj, Gimnazija Andrija Mohorovici¢a, Rijeka

Prva dva testa, koji su zajednicki za sve kandidate, rjeSavala su se
13.1 14. travnja 2013. na Fakultetu elektrotehnike i racunarstva (FER) u
Zagrebu. Zavrsni testovi odrZani su u nedjelju 28. travnja 2013., takoder
na FER-u.

Zadaci

Prvi test, 13. travnja 2013.

1.1. Za prirodni broj n > 2, neka su xj,xp,...,x, realni brojevi
razli¢iti od nule takvi da je x; +x, + --- + x, = 0. DokaZi da postoje
razliciti prirodni brojevi i i j (i,j < n) takvi da je

1
5 <
(Missouri MAA Collegiate Mathematics Competition 2000.)

1.2. Na kruznicu stavljamo crvene i plave kuglice. Na pocetku se na
kruZnici nalaze samo dvije crvene kuglice. Dozvoljeni su sljedeci potezi:

Xi

<2.

Xj

1) dodati jednu crvenu kuglicu i promijeniti boju svake od dviju
njoj susjednih kuglica (crvenu u plavu i obratno);
ii) maknuti jednu crvenu kuglicu i promijeniti boju svake od dviju
njoj susjednih kuglica.
MozZemo li nizom takvih poteza posti¢i da na kruZnici bude
a) 2013 crvenih i 2013 plavih kuglica;
b) samo dvije plave kuglice?
(Kvant 8/1981.)
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1.3. Dan je Siljastokutan trokut ABC s ortocentrom H. Neka je D
tocka takva da je cetverokut AHCD paralelogram. Neka je p okomica na
pravac AB kroz poloviite A; stranice BC. Oznacimo sjecite pravaca p
i AB s E, a poloviste duzine A|E s F. To¢ku u kojoj paralela s pravcem
BD kroztoCku A sijece p oznac¢imos G. Dokazi da je Cetverokut AFA|C
tetivan ako i samo ako pravac BF prolazi poloviitem duZine CG .

(Matija Bucié)

1.4. Nadi sve prirodne brojeve a i b takve da
(@>+b) | (@b+a) i (b*—a)| (ab®>+b).
(Tondi Kokan)

Drugi test, 14. travnja 2013.

2.1. Odredi sve funkcije f : R — R takve daje (1) > 0 idaza
sve realne brojeve x i y vrijedi

f)=f0) = x=y)f(x—y).
(Tonéi Kokan)

2.2. Nekasu m, n i k prirodnibrojeviinekasu py,p», ..., p, brojevi
1,2,...,n unekom poretku. Ako za svaki i € {1,2,...,n} vrijedi

dokazi da je barem jedan od brojeva m i n viSekratnik broja k.
(iz ¢lanka A. 1. Badulescu)

2.3. U trokutu ABC kut ﬂvrh_uB iznosi 120°. Nekasu A, By,
C; redom to¢ke na stranicama BC, CA, AB, takvedasu AA,, BB,, CC,
simetrale kutova trokuta ABC . Odredi kut JA;B;C; .

(Srbija 1997.)

24. Za skup A C Z kazemo da je prihvatljiv ako za svaka dva (ne
nuzno razli¢ita) broja x,y € A izasvaki k € Z vrijedi x*> +kxy+y> € A.
Nadi sve parove (m,n) cijelih brojeva razli¢itih od nule za koje je Z
jedini prihvatljivi skup koji sadrzi m i n.
(Z je skup svih cijelih brojeva.)
(IMO shortlist 2012.)



4. HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA 151

IMO test, 28. travnja 2013.

3.1. U ovisnosti o prirodnom broju k, odredi najmanji realni broj Dy
takav da je
(abc)? + (bed) + (cda)® + (dab)® < Dy

za sve nenegativne realne brojeve a, b, ¢, d zakoje je a“+b*+ck+df = 4.
(Kristina Ana Skreb, Tonci Kokan)

3.2. Dani su prirodni brojevi N i K. Neki broj uéenika je rasporeden

u N nepraznih grupa, a zatim su ti isti uCenici prerasporedeni u N + K

nepraznih grupa. Dokazi da se u drugom rasporedu barem K + 1 ucenika
naslo u manjoj grupi od one u kojoj su bili u prvom rasporedu.

(Jugoslavija 1981.)

3.3. Dan je jednakokracni trokut ABC s osnovicom AB. Tog-
ka P na stranici AC i tocka Q na stranici BC odabrane su tako da je
|AP| 4 |BQ| = |PQ|. Paralela s pravcem BC kroz poloviste duzine PQ
sijeCe duzinu AB u tocki N . KruZnica opisana trokutu PNQ sijece pravac
AC utockama P i K, a pravac BC utockama Q i L. Ako je tocka R
sjeciSte pravaca PL i QK , dokaZi da je pravac PQ okomit na pravac CR.

(Stipe Vidak)

3.4. Dokazi da postoji beskonac¢no mnogo prirodnih brojeva n koji
imaju viSe od dva razlicita prosta djelitelja i za koje je 2" — 8 djeljivos n.

(Kristina Ana Skreb)
MEMO test, 28. travnja 2013.
4.1. Neka su aj,ay,...,a, pozitivni realni brojevi takvi da je
agt+a+---+a =1.
Dokazi nejednakost:
a? a% a271 afl 1
a% + apas a% + azay ai71 + a,aq aﬁ +aa 2

(Ivan Kokan)

4.2. Grupa ljudi razlicitih visina pleSe madarski narodni ples na
otvaranju natjecanja MEMO 2013 u Veszprému. KaZemo da je Covjek
prosjecan ako je visi od jednog svog susjeda i nizi od drugog. (Ljudi su
rasporedeni u krug i svaki ¢ovjek ima tocno dva susjeda.)
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Ako je ukupan broj ljudi N, odredi sve moguce vrijednosti broja
prosjecnih ljudi.
(Bjelorusija 2012.)

4.3. Totka N je noziste visine na hipotenuzu AB pravokutnog tro-
kuta ABC. Simetrale kutova SNCA i 4BCN sijeku duZinu AB redom u
tockama K i L. Akosu S i T redom sredista kruznica upisanih trokutima
BCN i NCA, dokazi da je Cetverokut KLST tetivan.

(iz ¢lanka A. Maricéa)

4.4. Dokazi da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n za
koje je 2" — 8 djeljivo s n.
(Kristina Ana Skreb)

Rjesenja

1.1. Ukoliko se medu danim brojevima nalaze dva jednaka, moZemo izabrati
ta dva. Pretpostavimo da su svi brojevi razli¢iti i bez smanjenja opcenitosti pret-
postavimo da je x; > xp > ... > x,. Kako je suma svih brojeva jednaka nuli
postoji indeks k (1 < k < n) takav da je x; > 0 > x| . Vrijedi da je:

Per] =+ P 4 A Pl = P |+ Paea] - A el

Pretpostavimo da ne postoji i i j s trazenim svojstvom. Za i = 1,2,...,k— 1
vrijedi:
Xi 1
b >1> =,
g1 2
$to znaci da mora vrijediti:
Xi
> 2.
Xit1

Tada vrijedi:
1 1 1 .
xi < E)C,;l < 2—2)6,',2 <...< FXI’ za i=1,2,... k.
Na sli¢an nacin se za negativne brojeve dokaze:
1

|xj[ < n—j

|Xa|, za j=k+1,k+2,...,n.
Konac¢no, imamo
Per| < [xuf + 2] + -+ Bl = | 4 X2l + 0+

1 1 1
< |xn 1+5+Z+'”+2”*—k+1 < 2|xn|.
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Na isti nacin, s druge strane:

bon| < Paea| + -+ bl = bl 4 Pl + -+l

< |xq] l+l+l+ +i < 2|xy|
: 21 2% t
Stoga je

1 X1

S<|—|<2

2 Xn

1.2. a) Prilikom dodavanja nove crvene kuglice razlikujemo tri sluc¢aja u
ovisnosti o tome kojih boja su njeni susjedi.

Ako kuglicu dodajemo izmedu dvije plave kuglice, tada imamo slucaj
PP — CCC u kojem se broj plavih kuglica smanji za dva. U slucaju da no-
vu crvenu kuglicu dodajemo izmedu dvije crvene kuglice imamo CC — PCP
i broj plavih kuglica se poveéa za dva. U treem slucaju, kada crvenu kuglicu
dodajemo izmedu jedne plave i jedne crvene kuglice (CP — PCC') broj plavih
kuglica se ne mijenja. Zakljucujemo da se jednim potezom dodavanja kuglice
parnost broja plavih kuglica ne mijenja. Micanje crvene kuglice takoder ne mijenja
parnost broja plavih kuglica jer svaki potez micanja kuglica inverzni potez jednog
od navedenih poteza dodavanja.

Na pocetku je broj plavih kuglica nula pa ¢e nakon svakog koraka broj plavih
kuglica biti paran. Stoga nije moguce posti¢i da nakon odredenog broja koraka na
kruznici bude to¢no 2013 plavih kuglica.

b) U danom rasporedu kuglica, oznac¢imo plave kugliceredoms Py, Py, ..., Py
u smjeru kazaljke na satu, pocevsi od proizvoljne plave kuglice. Neka je m;
(i €{1,2,...,2k}) broj crvenih kuglica koje se nalaze izmedu kuglica P; i Py
(Py+1 = Py). Za primjer na slici imamo m; =2, my =3, m3 =1, mgy =0,
ms =4, mg=1.

Nadalje, ozna¢imo S = mj — my + m3 — --- + mg_1 — my. Ukoliko
dani raspored ima n crvenih kuglica i nijednu plavu kuglicu, ozna¢imo S = n.
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DokaZimo da nijedan dozvoljeni potez nece promijeniti ostatak pri dijeljenju broja
S s tri. Opet razlikujemo tri slucaja:

1. Crvenu kuglicu dodajemo izmedu plavih kuglica P; i Pj;q:

Pi_y ... P Pii\ ... Py, — Pi_,...ClCC...P.
N~~~ N~~~ S~~~ N’
mi—| m;=0 miqy m!

i

Prije poteza imamo S = So + m;—; — mi + m;j1 = So + mj—; + mj41, a poslije
poteza S' = So +m} = So + (mj_ +miy1 +3) =85 +3.

2. Crvenu kuglicu dodajemo izmedu dvije crvene kuglice:

Pi...CC...Pi. — Pg*./kp,’.+1 if, P,{HQP,’-%.
m; m! mz{+l -1 m[’Jrz

Sli¢no kao prije, S = Sy + mi,a §' = So +m; — 1 + m},, . Medutim, vrijedi da

je mi=mj +mj ,+2paje S =85-3.

(Analogno se pokaZe u sluc¢aju da crvenu kuglicu dodajemo izmedu dvije crvene

kuglice, a da plavih kuglica na kruZnici uopée nema.)

3. Crvenu kuglicu dodajemo izmedu plave i crvene kuglice (desno od plave
kuglice P;):

Pi_ PiC...P,y, — Pi_...CICPj ... P

mi— m; / m!
i—1

U ovom slucaju je S = So +mj—; —mi, a S = Sy + m}_,
mi_y =m;_ +2,ami=m—1,dobijemo daje S’ =S +3.

—m}. Kako je

Dakle, u svakom slucaju se S smanji ili poveca za tri pa se ostatak pri dije-
ljenju broja S s tri ne mijenja. Na pocetku (kada se na kruZnici nalaze samo dvije
crvene kuglice) taj ostatak iznosi 2. Kada bismo postigli da se na kruZnici nalaze
samo dvije plave kuglice, taj ostatak bi iznosio nula, a to nije moguce.

1.3. Kako je AHCD paralelogram, vrijedi JADC = SCHA = 180° — 3, §to
znadi da D leZi na opisanoj kruZnici trokuta ABC. Takoder, JACD = JHAC =
90° —y.

Zbog tetivnosti Cetverokuta ABCD vrijedi SABD = JACD, a zbog paralel-
nosti pravaca AG i BD vrijedi <GAB = JABD. Dakle, ¥BAG = 90° — y.

Tetivnost Getverokuta AFA|C ekvivalentna je s uvjetom JAFE = JACAj,
tj. YAFE = y. To je dalje ekvivalento s SFAE = 90° — y.

Kako je SGAE = 90° — v, gornji uvjet vrijedi ako i samo ako su trokuti
AEF i AEG sukladni, a to je dalje ekvivalentno s |EG| = |EF|.
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Kako je F poloviste duzine A[E, dani uvjet vrijedi ako i samo ako to¢ka F
dijeli duzinu GA; u omjeru 2 : 1, tj. ako vrijedi |FG| = 2|FA;|. Kako je GA{
tezi$nica trokuta BCG, ovo vrijedi ako i samo ako je F teZiSte tog trokuta.

No, to je ekvivalentno s uvjetom da BF prolazi polovi§tem duzine CG .

1.4. 1z Cinjenice da (a2 + b) | (azb + a) zakljucujemo da je

a*b+a b(a2+b)+a—b27b b —a

a+b a?+b a _a2+b

cijeli broj.

Stoga zakljucujemo da je P +b<b —ailib*—a<0.Uovom drugom
slucaju bi vrijedilo a < a> + b < a — b* < a, §to ofito nije mogucée. Dakle,
a> +b< »—a.

Na sli¢an nacin, iz ¢injenice da (b2 - a) | (ab2 + b) zakljucujemo da ovo
takoder mora biti cijeli broj:

ab> +b _a(b’ —a)+d*+b @ +b
»—a b —a _a+b27a'
1z ovoga slijedi P —a<d+b paje b —a=d"+b. Prethodna jednakost
se moZe zapisati kao (b+a)(b—a) = a+b, odakle dijeljenjem's a+ b dobijemo
b = a+ 1. Izravnim uvrStavanjem se lako provjeri da svi brojevi ovog oblika
zadovoljavaju uvjete zadatka. Stoga su sva rjeSenja (n,n+ 1) za n € N.

x F ok

2.1. Uvrstavanjem y — x — 1 u danu nejednadZbu dobijemo:

f) —fx=1)=1-f(1) 20,
odnosno
f(x) =f(x—1), zasvakixé€R. @)
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UvrStavanjem y — 0 u danu nejednadzbu dobijemo:

f(x) =f(0) = xf (x), @)
a uvrStavanjem x — 0, y — x dobijemo:
F0) =f(x) = —xf (—x). 3

Zbrajanjem (2) i (3) dobijemo:
02> xf (x) —xf (—x),
odnosno, ako uzmemo x > 0
f(=x) > f(x), zasvakixe R". (@))
Uvrstimo li x — 1, y — 0 u danu nejednadzbu, dobijemo:
S =£0) =5 (1),
odnosno

f(0)<o. (5)

Sada zaklju¢ujemo:

Q) m
0=7(0)2r(=1)=2r(1)=0,
pa vrijedi £ (—1) = £(0) = £ (1) = 0.
Uzastopnim koriStenjem nejednakosti (1) dobivamo:
fOZfa-D)>2fx=2)>...,
pa zakljucujemo da vrijedi:
f(x) =f(x—k), zasvakix € R,zasvakik € N. (6)
UvrStavanjem x — x — 1, y — —1 u danu nejednadzbu dobijemo:
f=1)-f(=1) 2 x),
odnosno
fx—1) > xf(x), zasvakix € R. @)
1z nejednakosti (1) i (7) zakljucujemo:
f(x) = (x),
odnosno
fE)x—1) <O0.
Iz prethodne nejednakosti slijedi
f(x) <0, zasvakix>1 i f(x)>0, zasvakix< 1. (8)

Pretpostavimo sada x > 1. Tada postoji y < 1 takavdaje k =x—y € N. Stoga
vrijedi:
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pa zakljucujemo da je f(x) = 0 zasve x > 1. Na sli¢an nadin, ako je x < 1,
postoji y > 1 takavdaje k =y — x € N pa vrijedi:

®) ©) ®
02f(y) 2f—k=fx) =0
te je opet f (x) = 0. Stoga zakljuCujemo da je jedini kandidat za rjeSenje funkcija
f(x) =0, alako se provjeri da ta funkcija zaista zadovoljava uvjete zadatka.

2.2. Prvo rjesenje. Pretpostavimo da k ne dijeli n idaje n = kq + r,
0<r<k.

Bududi da je u zadatku jedino vazan ostatak broja m pri dijeljenju s &,
moZemo pretpostaviti da je 0 < m < k. Dokazat ¢emo m = k.

Ako pretpostavimo m < r, onda imamo brojeve pm, Pk, - - > Pmikg KOji
bi zbog uvjeta zadatka morali biti jednaki brojevima k, 2k, ..., gk u nekom po-
retku. To je nemoguce jer u prvom nizu ima g + 1 brojeva, a u drugom samo
q.

Dakle m > r i m+1+4gk > n. Imamo brojeve 1,k+1, ..., gk+1 kojih ima
g+ 1 i oni 0dgovaraju brojevima P ik, Pt 1 Pt 14+ - - -+ Pt 14 (g1 - 21O
mora vrijediti m + 1 —k > 1, tj. m > k. Zbog pretpostavke m < k dobivamo
m==k.

Drugo rjeSenje. Pretpostavimo da k / m te dokaZimo da onda k | n.
Uvjet zadatka kaze
k| (m+p(i) — i), M

zasvaki i = 1,2,...,n, padijeli i njihov zbroj

Z(m +p(i)—i)=mn+ Zp(i) — Zi = mn,
i=1 i=1 i=1

gdje smo Koristili ¢injenicu da je p permutacija tako da su dvije sume zapravo
jednake. Sada ako su k i m relativno prosti, onda smo gotovi jer iz k | mn slijedi
k | n, $to smo i htjeli dokazati.

Preostaje dokazati tvrdnju u sluéaju d = M(k,m) > 1. Tada, iz uvjeta

zadatka (1), slijedi
d| (p(i) = i) (2

k

zasvaki i=1,2,...,n.
Promotrimo sada odvojeno dvije restrikcije od p. Neka je

X:{d,Zd,...,U—in}.

Dakle, X se sastoji od pozitivnih viSekratnika broja d ne vecih od n. Svojstvo
(2) pokazuje da ako je i djeljivs d, onda mora biti i p(i) djeljivs d. To zapravo
znaci da p preslikava X u X, odnosno restrikcija od p na X je permutacija od
X . Bududi da za svaki i € X vrijedi da d dijeli k i sve pribrojnike desne strane u
(1), zakljucujemo da

k|m+p(i)—i

d ’ d
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zasvaki i € X. Tada k/d dijeli i njihov zbroj

ZMPTW: {SJ %+$ (iezxp(i)Z’) - {SJ %’

ieX ieX

k
d

gdje smo koristili ¢injenicu da je p permutacija od X tako da su dvije sume u
zagradi jednake. Ali k/d i m/d jesu relativno prosti pa

a3 ®

Sli¢no, promotrimo skup
Y = {1,d+ 1,2d+1,..., {%J d+ 1},

koji se sastoji od svih brojeva s ostatkom 1 pri dijeljenju s d, a koji nisu veci
od n. Opet ako je i € Y, onda zbog (2) mora i p(i) davati ostatak 1. Dakle,
restrikcija od p na Y je permutacija od Y. Sada na isti nacin kao gore (kod skupa

X), dobijemo
E n—1 + 1 ﬂ
d d d’

k| |n—1
- 1. 4
i 7] @
Na kraju iskombiniramo (3) i (4) da zaklju¢imo
n—1 n
{ d J = bJ ’

a to je mogude jedino ako d | n. Ali onda (3) postaje k/d | n/d, odnosno k | n,
§to je i trebalo dokazati.

odnosno

2.3. Neka je X bilo koja tocka na produZetku stranice AB preko vrha B.
Uotimo da je SABB| = <B|BC = JCBX = 60° .

To znaci da toka A leZi na simetrali kuta B|BX, a leZi i na simetrali kuta
JBAC.

1z toga slijedi da je tocka A; srediSte pripisane kruznice trokuta ABB; na-
suprot vrha A pa leZi i na simetrali kuta <BB;C.

Time smo dokazali da je pravac BjA; simetrala kuta <BB;C . Analogno se
pokazuje da je pravac B|C| simetrala kuta <AB|B.

Zato vrijedi

1

1 1
FA1B1C1 = JAIB1B + $BB1C) = S SCBIB + S JBBIA = - - 180° = 90°.
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A
4 C, B

2.4. Oznatimo d = M(m,n) i primijetimo da d | m*> + mn + n*. Dru-
gim rije¢ima, primjenom danog pravila na dva broja koja su djeljiva brojem
d nikada nefemo dobiti broj koji nije djeljiv brojem d, to znaci da je skup
{...,=2d,d,0,d,2d, ...} # Z prihvatljiv.

Pret ostav1m0 sada daje d =1,tj. dasu m i n relativno prosti. Tada su i
brojevi m i n” takoder relativno prosti pa postoje cijeli brojevi a i b takvi da je
am® +bn* = 1.

Neka je A neki prihvatljivi skup koji sadrzi m i n. Ako je x € A tada
jeibroj x> + (1 —2) - x-x+ x> = tx> € A za svaki cijeli broj 7. Stoga su
brojevi am® i bn? elementl skupa A. Nadalje, ako ge X y 6 A tada je broj
¥+ 2y +y* = (x+y)? € A. ZakljuCujemo 1 = (am® +an*)> € A.

Sada lako vidimo da je A = Z . Naime, svaki cijeli broj ¢ se moZe napisati
kao c= 12+ (c—2)-1-14+12€A.

Prema tome, jedini prihvatljivi skup koji sadrzi m i n je skup Z ako i samo
ako su m i n relativno prosti.

*

* *

3.1. Cetvorka (a,b,c,d) = (1,1,1,1) zadovoljava dani uvjet za svaki pri-
rodni broj k, §to znaci da je Dy > 4 za svaki prirodni broj k. DokaZimo da je
Dy =4 zasve k > 2. Ako je kK > 2 prema nejednakosti izmedu potencijalnih
sredina redova k i 2 vrijedi:

¢f+#+&hf<Vf+#+ﬁ+f_l
4 \ 4 o

odnosno
A+l rdE<4
Uvedemo li supstituciju x = a, y = ,z=0 w=4d prethodna
nejednakost glasi
x+y+z+w<4,

a traZzena nejednakost glasi

xXyz + xyw + xzw + yzw < 4. (1
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Dovoljno je dokazati nejednakost:
16(xyz + xyw + xzw + yow) < (x+y + 24+ w).
Vrijedi
(r—y+z—w?>0,
a to se mozZe zapisati ekvivalentno kao
(x+y+z+w)? > 4(xy + yz + 2w + wx). 2)
Takoder vrijedi
(x+y+z+w)(xy+yz+zw+wx) = 4(xyz+xyw+ xzw + yzw).  (3)
Naime, ova posljednja nejednakost je ekvivalentna sljedecoj
(& + )0+ w) + (7 + W) (x+2) > 2009z + x2w + xyw + yzw)
koja vrijedi jer je po A—G nejednakosti
47 > 2xz i yz—i-w2 > 2yw.
MnoZenjem nejednakosti (2) i (3) dobijemo traZenu nejednakost (1).

. . . . 333
U slucaju k£ = 1 je Dy > 4. Naime, uvrStavanjem Cetvorke (Z’ e 4_1’0>

3
Pretpostavimo da za neka Cetiri realna broja a, b, ¢, d vrijedi a+b+c+d =4

6
4
dobijemo D; > (—) > 4. Dokazimo da je D; upravo jednak tome broju.

. . d
1a>b>c>d>0.Oznaélmoa/:a,b’=b+5,c’=c+§,d’zO.

Zamjenom (a, b, c,d) — (a’,b’,c’,d") seizraz nalijevoj strani dane nejednakosti
poveca. Naime, vrijedi

(a/blcl)Z T (a’b'd')2 T (alcld/)Z T (blcld/)z
2 2

_ 2 d d

=a <b+ 2) (c+ 2)

N ) & 2 &>

=a <b +bd+7> (c +cd+7>

>a2~b2~02+a2 b -cd+a2~bd~cz+a2 -bd - cd
> (abc)? + (abd)* + (acd)* + (bed)?

pri ¢emu posljednja nejednakost vrijedi zbog uredaja brojeva a, b, c,d. 1z ovoga
slijedi da lijeva strana dane nejednakosti postize maksimum kada je jedan od bro-
jeva jednak nuli, bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je d = 0.
Medutim, tada vrijedi:

> a C 6 6
(abe)® + (abd)? + (acd)? + (bed)’ = (abe)® < (%“) _ (‘g‘) 7
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4 6
S§to znacida je Dy = (§> .
3.2. Neka je S skup svih ucenika. Za s € S oznaCimo s as broj ucenika
u grupi u€enika s u pocetnoj raspodjeli, a s by broj ucenika u grupi ucenika s u
konac¢noj raspodjeli.
Tada vrijedi

1 1

seSs seS
Zato je zbroj razlika svih brojeva pridruZenih uc¢enicima jednak

Z(éfais):lc

sES N

Kako je

by ds
odnosno by < ag.

1 1
< 1 barem za K + 1 ucenika vrijedi o >0
s ds

3.3. Neka je S poloviite duzine PQ ineka je tocka M na stranici AB takva
daje MP || BC.

Vrijedi $PMA = 4CBA = 4CAB = §PAM pa je trokut PAM jednakok-
racan i vrijedi |PA| = |PM|. Cetverokut PMBQ je trapez kojem je duZzina SN
srednjica pa vrijedi

ISN| = |PM| +|0B| _ |AP| +|0B| _ |PQ|
2 2 2
Stoga je S srediste opisane kruZnice trokuta PQN , a duZina PQ njen promjer.
Prema Talesovom poucku je QK L CP i PL 1 CQ pajetocka R ortocentar
trokuta CPQ. Stogaje CR L PQ.

3.4. Dokazat ¢emo da za prirodne brojeve oblika n = 2% 1, gdjeje p >3
prost broj, vrijedi da n | 2" — 8 ida n ima barem tri razli¢ita prosta djelitelja.
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Kako je 2" — 8 = 8(2"~% — 1), da bismo dokazali da n | 2" — 8 dovoljno
je dokazati da

2p | n—3.
Naime, u tom slucaju je n — 3 = 2pk za neki prirodan broj &, pa je
2n73 1= 22pk 1= (22p)k_ 1= (2219 _ ])(22p(k71) +22p(k72) of.. ._._2217_‘_1)’

. 2% —1=n|2"3 -1 = n|2"-8.
Prema malom Fermatovom teoremu je 2” = 2 (mod p) , iz Sega slijedi
n—3=2%_4=(2"?-4=2>-4=0 (modp).
Ocito je n — 3 paran broj pa bududi da su 2 i p relativno prosti zakljucujemo da
je

n—3=2"_-4=0 (mod 2p).

Preostaje pokazati da n ima barem tri razlicita prosta djelitelja. Uocimo da
je
n=2%_1=02" 12" +1).

Kako su 2”7 — 1 i 2P + 1 dva uzastopna neparna broja, oni su relativno prosti
pa nemaju zajednickih prostih djelitelja. Broj 2”7 — 1 ima barem jednog prostog
djelitelja pa vidimo da je dovoljno dokazati da 2” + 1 ima barem dva razli¢ita
prosta djelitelja. Buduci da je p > 3 moZemo ga zapisati u obliku p = 3k + r,
edjeje k> 11ire{l,2}.

Budu¢i da je p neparan, vrijedi:

P 41=(-1P+1=-1+1=0 (mod3)

P41 =2 2 41=(—1)*2"+12£0 (mod9).

Dokazali smo da je 27 + 1 djeljivo s 3, ali nije djeljivo s 9 §to znaci da 27 + 1
ne moZe biti potencija broja 3, odnosno 2” + 1 ima barem jo$ jednog prostog
djelitelja razli¢itog od 3.

Time je tvrdnja dokazana.

* *
4.1. Vrijedi:
3 3
ay _ ay +a|a2a3 —ajapas — ay — ayaras -
a% + araz a% + araj a% + araj
A-G 1 1 A-G ay + a3
2 a) —amaz - ———— =a) — —\/axaz = ay — ———
- 3 2a1/apas 2 3z 4
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Zbrajanjem n analognih nejednakosti dobijemo:

3 3 3 3
aj @ | an
2 2 o 2 2
ay +aaz a5 + azay a,_ + ana ay +ayay

> (=) 4 (0= ) o (g - ) 4 (o, 21E)

4 4 4
alta++an 1

2 A

4.2. Promotrimo kako se mijenaju visine ljudi u krugu. Za svaki par susjednih
osoba A i B, pri ¢emu u smjeru kazaljke na satu osoba B dolazi poslije osobe A,
stavimo izmedu njih znak & ako je osoba B visa od osobe A, a znak & ako je
osoba B niZa od osobe A. Na taj na¢in dobivamo niz od N znakova @ ili ©.

Osoba je prosjecna ako i samo ako je znak ispred te osobe jednak znaku iza te
osobe. Zato je broj osoba koje nisu prosjecne jednak broju promjena u dobivenom
nizu znakova @ i ©. Broj promjena iz znaka @ u znak © je jednak broju
promjena iz znaka & u znak @ pa je broj ljudi koji nisu prosjecni paran.

Dakle, broj prosjecnih osoba mora imati istu parnost kao i broj N. Buduci
da najvisa osoba u krugu nije prosje¢na ukupan broj prosje¢nih osoba ne moze biti
N.

Neka su a1 < ay < ... < ay visine ljudi. Primjerom pokazujemo da za
svaki k = 1,..., \‘%J postoji raspored tih N ljudi u krug pri ¢emu je to¢no
N — 2k ljudi prosje¢no. Naime, u rasporedu ljudi u krug pri ¢emu su visine u
smjeru kazaljke na satu redom

A1, AN, A2 AN—15 - -+ s Qs AN—k+1 5 AN—ks - - - s Ak+1

prvih 2k ljudi nije prosjecno, a preostalih N — 2k je prosjec¢no.
Ovo pokazuje da broj prosjecnih ljudi moZe biti bilo koji broj manji od N
iste parnosti kao N .

4.3. Nekaje SCAB = a0 i JABC = . Tadajei JBCN = a i JACN = f3.

C

(1
A K N L B

Pravci CS i CT su simetrale kutova {BCN odnosno JACN, pa su tocke
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C, SiL odnosno C, T i K kolinearne. Vrijedi {BCK = 4BCN + YNCK =

1 1
o + 3B Takoder, JBKC = JCAK + JACK = o+ =P.

Dakle, ¥BCK = 4BKC, pa je trokut BCK jednakokradan i vrijedi |BK| =
|BC| . To znadi da to¢ka S leZi na simetrali duZine CK paje |SC| = |SK|. Odatle
slijedi SSKT = 4SCT .

___ Analogno, trokut ACL je jednakokracan i tocka T leZi na simetrali duZine
CL pa vrijedi JSLT = 4SCT .

Time je dokazano JSKT = <JSLT $to znali da su totke K, L, S i T

koncikli¢ne.

4.4. Dokazat ¢emo da za prirodne brojeve oblika n = 3p, gdje je p > 3
prost broj, vrijedi
n|2"—38.

Prema malom Fermatovom teoremu je 2’ = 2 (mod p), iz ega imamo

2% _8=2"P%-8=2"-8=0 (modp). 1)
Isto tako, bududi da je 3p neparan broj, vrijedi
27 _8=(-1)¥ —2=-3=0 (mod 3). )

Kako su 3 i p relativno prosti, iz (1) i (2) zaklju¢ujemo
2% —8=0 (mod 3p).

Kako je prostih brojeva vec¢ih od 3 beskona¢no mnogo, time smo dokazali traZenu
tvrdnju.





