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1.
Osnovne sredine

1.1. Definicije i osnovne nejednakosti

Prvi pojmovi o sredinama potječu vjerojatno još od Pitago-
rejaca. Oni su vjerojatno znali i za nejednakost

( 1 )
√

ab � 1
2
(a + b), a, b > 0,

ali je ovu nejednakost svakako dokazao Euklid.
Prvo ćemo definirati osnovne sredine za n pozitivnih broje-

va.

Definicija 1. Neka je a = (a1, . . . , an) dana n -torka pozi-
tivnih brojeva. Tada je

harmonijska sredina Hn(a) brojeva a1, . . . , an definirana
izrazom

Hn(a) =
n

1
a1

+ . . . +
1
an

;

geometrijska sredina Gn(a) brojeva a1, . . . , an definirana
izrazom

Gn(a) = n
√

a1 · · · an;

aritmetička sredina An(a) brojeva a1, . . . , an definirana iz-
razom

An(a) =
a1 + . . . + an

n
;
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kvadratna sredina Kn(a) brojeva a1, . . . , an definirana iz-
razom

Kn(a) =

√
a2

1 + . . . + a2
n

n
.

Očito nejednakost (1) predstavlja nejednakost izme -du arit-
metičke i geometrijske sredine dvaju pozitivnih brojeva a i b .
Sljedeći teorem daje poopćenje te nejednakosti na slučaj n pozi-
tivnih brojeva.

Teorem 1. (Nejednakost izme -du aritmetičke i geometrijske
sredine) Neka je a dana n -torka pozitivnih brojeva. Tada je

( 2 ) An(a) � Gn(a)
s jednakošću ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Dokaz. Koristit ćemo matematičku indukciju.
Za n = 2 nejednakost (2) postaje (1), tj.

a1 + a2

2
� √

a1a2,

što je ekvivalentno s

(
√

a1 −√
a2)2 � 0.

Ova nejednakost je očito točna. U njoj vrijedi znak jednakosti
ako i samo ako je a1 = a2 .

Pretpostavimo da je nejednakost (2) točna za neko n = k ,
tj. da vrijedi

( 3 ) Ak � Gk.

Tada je na osnovu (1),

( 4 ) A ≡ ak+1 + (k − 1)Ak+1

k
�

(
ak+1Ak−1

k+1

)1/k ≡ G.

Kako je

Ak + A =
a1 + a2 + . . . + ak

k
+

ak+1 + (k − 1)Ak+1

k

=
(k + 1)Ak+1 + (k − 1)Ak+1

k
= 2Ak+1,

vodeći računa o (3) i (4), imamo

Ak+1 =
1
2
(Ak + A) � (AkA)1/2 � (GkG)1/2

= (Gk
kGk)

1
2k =

(
Gk

kak+1Ak−1
k+1

) 1
2k

=
(
Gk+1

k+1Ak−1
k+1

) 1
2k .
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Dakle,
A2k

k+1 � Gk+1
k+1Ak−1

k+1 ,

tj.
Ak+1 � Gk+1.

Ovim je induktivni dokaz završen.
Dokažimo da jednakost u (2) nastupa ako i samo ako je

a1 = . . . = an .
Ako je a1 = . . . = an , tada imamo jednakost u (2). Pret-

postavimo sada da su bar dva od brojeva a1, . . . , an različiti, na
primjer, neka je a1 �= a2 . Tada je

a1 + a2 + . . . + an

n
=

a1 + a2

2
+

a1 + a2

2
+ a3 + . . . + an

n

�
[(

a1 + a2

2

)2

a3 · · · an

] 1
n

> (a1a2a3 · · · an)
1
n ,

jer je
a1 + a2

2
>

√
a1a2, za a1 �= a2.

Ovim je dokaz završen. �

� � �

Nejednakost izme -du aritmetičke i geometrijske sredine zvat
ćemo kratko AG nejednakost.

Teorem 2. (Nejednakost izme -du geometrijske i harmonijs-
ke sredine) Neka je a dana n -torka pozitivnih brojeva. Tada
je

( 5 ) Gn(a) � Hn(a),

s jednakošću ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Dokaz. AG nejednakost za brojeve
1
a1

, . . . ,
1
an

daje

( 6 )

(
1
a1

· · · 1
an

) 1
n

�

1
a1

+ . . . +
1
an

n
.
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Ovdje znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je
1
a1

= . . . =
1
an

,

tj. a1 = . . . = an .
Iz (6) slijedi (5), tj. nejednakost izme -du geometrijske i har-

monijske sredine. �

Teorem 3. (Nejednakost izme -du aritmetičke i kvadratne
sredine) Neka je a dana n -torka pozitivnih brojeva. Tada je

( 7 ) An(a) � Kn(a),

s jednakošću ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Dokaz. Ako se u identitetu

(a1 + . . .+an)2 = a2
1 + . . .+a2

n +2(a1a2 +a1a3 + . . .+an−1an),

na desnoj strani umjesto 2aiak stavi a2
i +a2

k (što je veće ili jedna-
ko od 2aiak s jednakošću ako i samo ako je ai = ak ) dobivamo
nejednakost

( 8 ) (a1 + . . . + an)2 � n(a2
1 + . . . + a2

n),

koja vrijedi za sve realne brojeve a1, . . . , an .
Kako su svi a1, . . . , an pozitivni, iz (8) slijedi

( 9 ) a1 + . . . + an �
(

n(a2
1 + . . . + a2

n)
) 1

2
,

tj. (7). �

Primjedba. Teoremi 1, 2 i 3 daju

( 10 ) Hn(a) � Gn(a) � An(a) � Kn(a).

Nejednakosti (5) i (7) nazivamo kraće GH nejednakost i AK
nejednakost respektivno.

� � �

Slično se definiraju osnovne sredine s težinama.

Definicija 2. Neka su a = (a1, . . . , an) i w = (w1, . . . , wn)
dane n -torke pozitivnih brojeva i neka je

Wn =
n∑

i=1

wi.

Tada je
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harmonijska sredina Hn(a; w) brojeva a1, . . . , an s težina-
ma w1, . . . , wn definirana izrazom

Hn(a; w) =
Wn

w1

a1
+ . . . +

wn

an

;

geometrijska sredina Gn(a; w) brojeva a1, . . . , an s težina-
ma w1, . . . , wn definirana izrazom

Gn(a; w) = (aw1
1 · · · awn

n )1/Wn ;

aritmetička sredina An(a; w) brojeva a1, . . . , an s težinama
w1, . . . , wn definirana izrazom

An(a; w) =
w1a1 + . . . + wnan

Wn
;

kvadratna sredina Kn(a; w) brojeva a1, . . . , an s težinama
w1, . . . , wn definirana izrazom

Kn(a; w) =

√
w1a2

1 + . . . + wna2
n

Wn
.

U stvari, mi smo se s ovim definicijama sretali i u prethod-
nom tekstu samo su težine bile cijeli brojevi. Tu činjenicu ćemo
iskoristiti u prvom dokazu sljedećeg teorema:

Teorem 4. (AG nejednakost) Neka su a i w dane n -torke
pozitivnih brojeva. Tada je

( 11 ) An(a; w) � Gn(a; w),

s jednakošću ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Dokaz 1. Pretpostavimo prvo da su sve težine racionalni
brojevi. Dovo -denjem svih tih težina na najmanji zajednički na-
zivnik, poslije skraćivanja, nejednakost (11) se svodi na slučaj
kad su sve težine cijeli brojevi, a ona je na osnovu (2) točna.
Dakle, nejednakost (11) je točna u slučaju racionalnih težina, a u
graničnom procesu ona je točna za proizvoljne pozitivne težine.

Dokaz 2. Promotrimo funkciju f danu sa

f (x) = ln x − x + 1, (x > 0).

Kako je

f ′(x) =
1
x
− 1 i f ′′(x) =

−1
x2

, (x > 0),
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funkcija f ima za x = 1 maksimum 0, te vrijedi nejednakost

( 12 ) ln x − x + 1 � 0, (x > 0).
Neka je A = An(a; w) . Prema (12) vrijedi nejednakost

ln
ak

A
− ak

A
+ 1 � 0, (k = 1, 2, . . . , n),

odakle poslije množenja s wk i zbrajanja imamo
n∑

k=1

wk ln
ak

A
−

n∑
k=1

wkak

A
+ Wn � 0,

tj.

ln

( n∏
k=1

(
ak

A
)wk

)
� Wn − Wn = 0.

Odavde dobivamo
n∏

k=1
awk

k

AWn
� 1 ⇐⇒ Gn(a; w)

A
� 1,

tj. nejednakost (11).
Uvjet za jednakost jednostavno se dobiva iz činjenice da

jednakost u (12) vrijedi ako i samo ako je x = 1 . �
U stvari vrijedi sljedeći teorem:

Teorem 5. Neka su a i w dane n -torke pozitivnih brojeva.
Tada vrijedi

( 13 ) Hn(a; w) � Gn(a; w) � An(a; w) � Kn(a; w),
s jednakostima ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Dokaz. Trebamo dokazati samo prvu i treću nejednakost.
Prva nejednakost slijedi iz druge, tj. iz AG nejednakosti, ako se

ova primjeni na brojeve
1
a1

, . . . ,
1
an

(vidjeti dokaz teorema 2).

Iz prve dvije nejednakosti dobivamo AH nejednakost, tj.
vrijedi

( 14 ) Hn(a; w) � An(a; w)
s jednakošću ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Zamjenama: wi �→ wiai , ( i = 1, . . . , n ) dobivamo iz (14)
n∑

i=1
wiai

n∑
i=1

wi

�

n∑
i=1

wia2
i

n∑
i=1

wiai

,



1.1. DEFINICIJE I OSNOVNE NEJEDNAKOSTI 15

odakle slijedi

( 15 ) An(a; w) � Kn(a; w),

tj. treća nejednakost u (13). �

U sljedećem teoremu Gn(a; w) i An(a; w) su definirani kao
u definiciji 2 i u slučaju kada su težine realni brojevi.

Teorem 6. (Suprotna AG nejednakost) Neka je a pozitivna
n -torka, i neka je w realna n -torka takva da vrijedi

( 16 ) w1 > 0, wi < 0, (i = 2, . . . , n), Wn > 0.

Tada je

( 17 ) An(a; w) � Gn(a; w),

s jednakošću ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Dokaz. Ako je An(a; w) � 0 , nejednakost (17) je očita, pa
možemo pretpostaviti da je An(a; w) > 0 . Koristeći zamjene:

a1 → An(a; w), w1 → Wn, wi → −wi (i = 2, . . . , n),

(11) postaje

Wn
1

Wn
(w1a1 + w2a2 + . . . + wnan) − w2a2 − . . . − wnan

Wn − w2 − . . . − wn

�
(

An(a; w)Wn a−w2
2 · · · a−wn

n

)1/(Wn−w2−...−wn)
,

tj.

a1 �
(

An(a; w)Wn a−w2
2 · · · a−wn

n

)1/w1

,

aw1
1 � An(a; w)Wn a−w2

2 · · · a−wn
n ,

aw1
1 aw2

2 · · · awn
n � An(a; w)Wn

odakle slijedi (17). �

Napomena. Postoji više različitih dokaza AG nejednakosti.
U knjizi [3] navedena su 52 dokaza. Dokaz naveden ovdje uzet
je iz [1, str. 18–19], jer se čini najelementarnijim, mada je takav
i onaj dan u [2, str. 44–45]. Teorem 6 dokazan je u [4].
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1.2. Nejednakosti Radoa i Popoviciua

Teorem 1. Neka su a i w n -torke pozitivnih brojeva. Tada
vrijede sljedeće nejednakosti:

( 1 )

(
An(a; w)
Gn(a; w)

)Wn

�
(

An−1(a; w)
Gn−1(a; w)

)Wn−1

� . . .

�
(

A2(a; w)
G2(a; w)

)W2

� 1,

( 2 )
Wn(An(a; w)−Gn(a; w)) � Wn−1(An−1(a; w) − Gn−1(a; w))

� . . . � W2(A2(a; w) − G2(a; w)) � 0,

( 3 )

(
An(a; w)
Gn(a; w)

)Wn

� max
1�i,j�n

(
wiai + wjaj

wi + wj

)wi+wj

awi
i a

wj

j

� 1,

( 4 )

Wn(An(a; w)−Gn(a; w)) � max
1�i,j�n

(
wiai + wjaj

− (wi + wj)
(
awi

i awj

j

) 1
wi+wj

)
� 0.

Dokaz. AG nejednakost

( 5 )
uc + vb
u + v

� (cubv)
1

u+v (c, b, u, v > 0)

za

u = Wk−1, v = wk, c = Ak−1(a; w), b = ak,

postaje

Ak(a; w) � (Ak−1(a; w)Wk−1 awk
k )

1
Wk ,
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tj.
Ak(a; w)Wk

awk
k

� Ak−1(a; w)Wk−1 ,

što je ekvivalentno s(
Ak(a; w)
Gk(a; w)

)Wk

�
(

Ak−1(a; w)
Gk−1(a; w)

)Wk−1

.

Time je nejednakost (1) dokazana.
Stavljajući u (5):

u = Wk−1, v = wk, c = Gk−1(a; w), b = ak,

dobivamo
Wk−1Gk−1(a; w)+wkak

Wk
�
(

Gk−1(a; w)Wk−1 awk
k

)1/Wk

=Gk(a; w),

tj.
Wk−1Gk−1(a; w) + wkak � WkGk(a; w),

tj.

Wk−1Gk−1(a; w) + w1a1 + . . . + wkak

� WkGk(a; w) + w1a1 + . . . + wk−1ak−1,

tj.

Wk(Ak(a; w) − Gk(a; w)) � Wk−1(Ak−1(a; w) − Gk−1(a; w)).
Time je dokazana nejednakost (2).

Nejednakosti (3) i (4) su jednostavne posljedice nejedna-
kosti (

An(a; w)
Gn(a; w)

)Wn

�
(

A2(a; w)
G2(a; w)

)W2

� 1,

i

Wn(An(a; w) − Gn(a; w)) � W2(A2(a; w) − G2(a; w)) � 0,

respektivno. Naime te nejednakosti vrijede bez obzira na pore-
dak u n -torkama a i w , tj. možemo uzeti da su prva dva broja u
tim n -torkama ai, aj i wi, wj , respektivno. �

Primjedba. Nejednakosti (1) i (3) su Radoove, a (2) i (4)
Popoviciuovenejednakosti. Specijalni slučajevi nejednakosti (3)
i (4) su:

n(An(a) − Gn(a)) � (
√

max(a) −
√

min(a) )2,

i (
An(a)
Gn(a)

)n

� max
1�i,j�n

1
4

(√
ai

aj
+

√
aj

ai

)2

.
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1.3. Kantorovičeva i s njom povezane nejednakosti

Teorem 1. (Rennieova nejednakost) Neka je w pozitivna
n -torka i neka je a takva n -torka da vrijedi

( 1 ) 0 < m � ak � M (k = 1, . . . , n).
Tada je

( 2 )
n∑

k=1

wkak + mM
n∑

k=1

wk

ak
� (m + M)Wn.

Jednakost u (2) vrijedi ako i samo ako postoji skup I ⊂ {1, . . . , n} ,
takav da je ai = m (i ∈ I) i ai = M (i ∈ {1, . . . , n} \ I) .

Dokaz. Na osnovu (1) imamo sljedeću nejednakost

wk(ak − m)(M − ak)a−1
k � 0,

odakle zbrajanjem po k dobivamo
n∑

k=1

wk(ak − m)
(M

ak
− 1

)
� 0,

tj.

(M + m)Wn −
n∑

k=1

wkak − Mm
n∑

k=1

wk

ak
� 0. �

Teorem 2. (Kantorovičeva nejednakost) Neka je w pozi-
tivna n -torka i neka je a takva n -torka da vrijedi (1). Tada
je

( 3 ) An(a; w) � (M + m)2

4mM
Hn(a; w).

Jednakost u (3) vrijedi ako i samo ako postoji skup I ⊂ {1, . . . , n} ,

takav da je Wi =
∑

i∈I wi =
Wn

2
, ai = M (i ∈ I) , ai = m (i �∈

I) .

Dokaz. Nejednakosti (2) dodajmo očitu nejednakost

( 4 )

[( n∑
k=1

wkak

) 1
2 −

(
mM

n∑
k=1

wk

ak

) 1
2
]2

� 0.
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Tako dobivamo

(M + m)Wn � 2mM

( n∑
k=1

wkak

) 1
2
( n∑

k=1

wk

ak

) 1
2
.

Ova nejednakost je ekvivalentna s (3).
Pretpostavimo da su ispunjeni uvjeti za jednakost u (2). Ta-

ko -der mora vrijediti jednakost i u (4). To daje

WIM + (Wn − WI)m = WIm + (Wn − WI)M

tj.

WI =
Wn

2
. �

Teorem 3. (Nejednakost Shishe i Monda) Neka je w po-
zitivna n -torka i neka je a takva n -torka da vrijedi (1). Tada
je

( 5 ) An(a; w) − Hn(a; w) � (
√

M −√
m)2.

Jednakost u (5) vrijedi ako i samo ako postoji skup I ⊂ {1, . . . , n} ,
takav da je WI =

√
MWn/(

√
M +

√
m) , ai = M (i ∈ I) ,

ai = m (i �∈ I) .

Dokaz. Nejednakosti (2), tj.

An(a; w) + mMHn(a; w)−1 � m + M

dodajmo očitu nejednakost

( 6 ) (Hn(a; w)1/2 −√
MmHn(a; w)−1/2)2 � 0.

Dobivamo

An(a; w) + mMHn(a; w)−1 � m + M + Hn(a; w)

− 2
√

mM + mMHn(a; w)−1,

što je istovjetno sa (5).
Iz uvjeta za jednakost u (2) i (6) dobivamo uvjete za jedna-

kost u (5). �

Teorem 4. Neka je w pozitivna n -torka i neka je a takva
n -torka da vrijedi (1). Tada je

( 7 )
n∑

k=1

wka2
k + mMWn � (m + M)

n∑
k=1

wkak.
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Jednakost u (7) vrijedi ako i samo ako postoji skup I ⊂ {1, . . . , n}
takav da je ai = m (i ∈ I) i ai = M (i �∈ I) .

Dokaz. Zamjena wi → wiai , (i = 1, . . . , n) u (2) daje
(7). �

Teorem 5. Neka je w pozitivna n -torka i neka je a takva
n -torka da vrijedi (1). Tada je

( 8 ) Kn(a; w) � m + M

2
√

mM
An(a; w).

Jednakost u (8) vrijedi ako i samo ako postoji skup I ⊂ {1, . . . , n} ,

takav da je WI =
mWn

m + M
, ai = M (i ∈ I) , ai = m (i �∈ I) .

Dokaz. Nejednakost (8) možemo dobiti bilo iz Kantoro-
vičeve nejednakosti (3) koristeći zamjene: wi → wiai , bilo
koristeći (7). Zaista, na osnovu (7) imamo

Kn(a; w)2 � (m + M)An(a; w) − mM

=
(m + M)2

4mM
An(a; w)2 −

(
M + m

2
√

mM
An(a; w) −√

mM

)2

� (m + M)2

4mM
An(a; w)2,

odakle slijedi (8).

Pored uvjeta za jednakost u (7) mora biti i

An(a; w) =
2mM

m + M
.

Dakle,

WIM + (Wn − WI)m =
2mMWn

m + M
,

tj. WI = mWn/(m + M). �

Teorem 6. Neka je w pozitivna n -torka i neka je a takva
n -torka da vrijedi (1). Tada je

( 9 ) Kn(a; w) − An(a; w) � (M − m)2

4(M + m)
.
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Jednakost u (9) vrijedi ako i samo ako postoji skup I ⊂ {1, . . . , n}
takav da je WI =

M + 3m
4(m + M)

Wn , ai = M (i ∈ I) , ai = m

(i �∈ I) .

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (7) imamo

Kn(a; w)−An(a; w) � Kn(a; w) − 1
m + M

Kn(a; w)2 − mM
m + M

=
(M − m)2

4(m + M)
− 1

m + M

(
Kn(a; w) − M + m

2

)2

� (M − m)2

4(m + M)
.

Pored uvjeta za jednakost u (7) mora vrijediti i jednakost u pos-
ljednjoj nejednakosti, tj.

Kn(a; w) =
M + m

2
,

tj.

WIM
2 + (Wn − WI)m2 =

(M + m)2

4
Wn,

tj.

WI =
(M + 3m)Wn

4(m + M)
. �
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1.4. Nejednakost Sierpińskog

Teorem 1. (Nejednakost Sierpinskog) Neka je a pozitivna
n -torka. Tada je

( 1 ) An(a)n−1Hn(a) � Gn(a)n � An(a)Hn(a)n−1.

Dokazat ćemo sljedeći općenitiji rezultat.
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Teorem 2. Neka su a i w pozitivne n -torke i neka je
w1 � . . . � wn . Neka je

σ(k) =
Ak(a; w)Wk−1 Hk(a; w)wk

Gk(a; w)Wk
,

i

δ(k) =
Ak(a; w)wk Hk(a; w)Wk−1

Gk(a; w)Wk
.

Tada vrijedi

( 2 )
σ(n) � σ(n − 1) � . . . � σ(3) � σ(2) � 1,

1 � δ(2) � δ(3) � . . . � δ(n − 1) � δ(n).
Jednakosti u (2) vrijede ako i samo ako je a1 = . . . = an .

Dokaz. Zamjenama ai �→ a−1
i vidimo da su ova dva niza

nejednakosti ekvivalentni,pa je dovoljno dokazati samo prvi. Ko-
ristimo oznake Ak ≡ Ak(a; w) , Gk ≡ Gk(a; w) i Hk ≡ Hk(a; w) .
Pošto je

WnAn = Wn−1An−1 + wnan, GWn
n = GWn−1

n−1 awn
n ,

Wn

Hn
=

Wn−1

Hn−1
+

wn

an
,

imamo

( 3 )

An =
Wn−1 − wn

Wn−1
· W2

n−1An−1 − w2
nHn−1

Wn(Wn−1 − wn)

+
wn

Wn−1
· Hn−1

Hn
·
(

GWn
n

GWn−1

n−1

)1/wn

.

Koristeći AG nejednakost na desnoj strani, kombinirajući

( 4 )
W2

n−1An−1 − w2
nHn−1

Wn(Wn−1 − wn)
� An−1

i wn−1 � wn i koristeći An−1 � Hn−1 dobivamo

( 5 ) σ(n) � σ(n − 1).
Primjetimo da je (4) jedan oblik nejednakosti An−1 � Hn−1 .

Jasno je da jednakost vrijedi u nejednakosti dobivenoj iz (3)
za

W2
n−1An−1 − w2

nHn−1

Wn(Wn−1 − wn)
=

Hn−1

Hn
an,

tj.

( 6 ) an =
Wn−1An−1 − wnHn−1

Wn−1 − wn
,
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dok jednakost u (4) vrijedi za

( 7 ) An−1 = Hn−1.

Iz (6) i (7) proizlazi da jednakosti u (2) vrijede ako i samo ako
je a1 = . . . = an .

Literatura

[1] J. E. PEČARIĆ, C. L. WANG An extension of a Sierpiński inequality Cong.
Num. (Canada), 61 (1988) 35–38.

1.5. Nejednakosti Bernoullija, Weierstrassa i Ky Fana

Teorem 1. (Bernoullieva nejednakost) Neka je x realan
broj takav da je −1 < x �= 0 . Ako je a realan broj takav da je
a > 1 ili a < 0 , tada je

( 1 ) (1 + x)a > 1 + ax,

a ako je 0 < a < 1 tada vrijedi suprotna nejednakost, tj.

( 2 ) (1 + x)a < 1 + ax.

Dokaz 1. Na osnovu Taylorove formule imamo

(1 + x)a − 1 − ax =
a(a − 1)x2

2
(1 + ϑx)a−2, (0 < ϑ < 1).

Dalje, pretpostavke teorema daju 1 + ϑx > 0 i

sgn[(1 + x)a − 1 − ax] = sgn[a(a − 1)],

tako da (1) i (2) vrijede.

Dokaz 2. Neka su u , v i a pozitivni brojevi. AG nejed-
nakost i njoj suprotna nejednakost daju

( 3 ) uav1−a < au + (1 − a)v, (0 < a < 1, u �= v)

i

( 4 ) uav1−a > au + (1 − a)v, (a > 1 ili a < 0, u �= v).

Zamjenama u = 1+x i v = 1 iz (4) i (3) dobivamo (1) i (2). �

Primjedba. U stvari Bernoullieva nejednakost i AG nejed-

nakost su ekvivalentne. Zaista, stavljajući u (1) i (2) x =
u
v
− 1 ,

dobivamo respektivno (4) i (3).
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Teorem 2. Ako je svaki od realnih brojeva x1, . . . , xn veći
od −1 i ako su ili svi pozitivni ili svi negativni, tada je

( 5 ) (1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn) > 1 + x1 + x2 + . . . + xn.

Dokaz. Za n = 2 nejednakost je točna jer vrijedi

(1 + x1)(1 + x2) = 1 + x1 + x2 + x1x2 > 1 + x1 + x2.

Pretpostavimo da vrijedi (5). Tada je

(1+x1) · · · (1+xn)(1+xn+1)
> (1+x1+ . . .+xn)(1+xn+1)
= 1+x1+ . . . +xn+xn+1+xn+1(x1+ . . . +xn)
> 1+x1+ . . . +xn+xn+1.

Time je dokaz matematičkom indukcijom završen. �
Jednostavna posljedica teorema 2 je sljedeći teorem.

Teorem 3. (Weierstrassove nejednakosti) Neka je
ak ∈ 〈 0, 1〉 za k = 1, . . . , n . Tada je

n∏
k=1

(1 − ak) > 1 −
n∑

k=1

ak;(6)

n∏
k=1

(1 + ak) <
1∏n

k=1(1 − ak)
.(7)

Ako je ak ∈ 〈 0, 1〉 za k = 1, . . . , n i
∑n

k=1 ak < 1 , tada je
n∏

k=1

(1 + ak) <
1

1 −∑n
k=1 ak

;(8)

n∏
k=1

(1 − ak) <
1

1 +
∑n

k=1 ak
.(9)

Kombiniranje nejednakosti (6) – (9), uz iste uvjete za ai ,
daje

1
1 −∑n

k=1 ak
>

n∏
k=1

(1 + ak) > 1 +
n∑

k=1

ak;(10)

1
1 +

∑n
k=1 ak

>

n∏
k=1

(1 − ak) > 1 −
n∑

k=1

ak.(11)
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Teorem 4. (Ky Fanova nejednakost) Ako je
0 < xi � 1

2 za i = 1, 2, . . . , n tada je

( 12 )

∏n
i=1 xi(∑n
i=1 xi

)n �
∏n

i=1(1 − xi)(∑n
i=1(1 − xi)

)n

s jednakošću ako i samo ako su svi xi me -dusobno jednaki.
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