1.

Osnovne sredine

1.1. Definicije i osnovne negednakosti

Prvi pojmovi o sredinama potjeCu vjerojatno jos od Pitago-
rejaca. Oni su vjerojatno znali i za nejednakost

(1) \/a_bgg(a+b)7 ab>0,

ali je ovu nejednakost svakako dokazao Euklid.

Prvo ¢emo definirati osnovne sredine za n pozitivnih broje-
va

Definicija 1. Nekaje a = (&, ...,a,) dana n-torkapozi-
tivnih brojeva. Tadaje

harmonijska sredina Hn(a) brojeva ag,...,a, definirana
izrazom

geometrijska sredina Gp(a) brojeva ay, ..., an definirana
izrazom

Gn(a) = Va1~ an;

aritmeticka sredina An(a) brojeva ay, . . ., an definiranaiz-
razom
_at...tan,
S

An(a)
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kvadratna sredina Kn(a) brojeva ay, . ..,a, definiranaiz-

razom
2 2
Ka(a) = /al+.r.].+an.

OCito nejednakost (1) predstavlja nejednakost izmedu arit-
meticke i geometrijske sredine dvaju pozitivnih brojeva a i b.
Sljedeti teorem daje poopten;je te ngjednakosti nasluca n pozi-
tivnih brojeva.

Teorem 1. (Nejednakost izmedu aritmetiCkei geometrijske
sredine) Nekaje a dana n-torka pozitivnih brojeva. Tadaje
(2) An(a) = Gn(a)
sjednakoStu akoi samoakoje a; = ... = ay.

Dokaz. Koristit éemo matematicku indukciju.

Za n = 2 nejednakost (2) postaje (1), 1.

a;+ a
2 V aiay,

&ojeekvivalentnos
(V@ — a)? > O.

Ova nejednakost je o€ito tona. U njoj vrijedi znak jednakosti
akoisamoakoje a; = ay.

Pretpostavimo da je nejednakost (2) tocna za neko n = Kk,
tj. davrijedi
(3) A 2> Gy

Tada je na osnovu (1),

+(k-1 -

(4) AEakH (k )AkH}(akHAEHl)l/kEG.
Kakoje
Ak+A:a1+ale:...+ak+ak+1+(kkfl)Ak+1

k+1 +(k-1
e

vodeti ratunao (3) i (4), imamo

Ac1= 5 (AcHA) > (AR > (GG
1
— (G697 = (GlacA )

1
- (et
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Dakle,
A2 > ClIAE
tj.
A1 = Gyy1-
Ovim je induktivni dokaz zavrsen.

Dokazimo da jednakost u (2) nastupa ako i samo ako je
Q =...=an.

Akoje a; = ... = a,, tadaimamo jednakost u (2). Pret-
postavimo sada da su bar dvaod brojeva ay, . . ., a, razliciti, na
primjer, nekaje a; # a,. Tadaje

ata ata

atat...+tan 2 2 &+ Fa
n - n
2 1
a + a n
> |(25%) el
1
> (ag@pag---an)n,
jerje
a+a

5 > a3y, za a; # ap.
Ovim je dokaz zavrsen. O

* K Kk

Nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine zvat
¢emo kratko AG nejednakost.

Teorem 2. (Negednakost izmedu geometrijske i harmonijs-
ke sredine) Neka je a dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada
je

(5) Gn(a) > Hn(a),
sjednakoStuakoi samoakoje a; = ... = a,.

Dokaz. AG nejednakost za brojeve ai’ cee é daje
1

1 1

1
Iy 4=
(6) (i...i)”gu,
a an
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Ovdje znak jednakosti vrijedi akoi samo akoje ai =...=—,
1

th.ags=...=a,.
1z (6) dijedi (5), tj. nejednakost izmedu geometrijske i har-
monijske sredine. [J

Teorem 3. (Ngjednakost izmedu aritmeticke i kvadratne
sredine) Nekaje a dana n-torka pozitivnih brojeva. Tadaje

(7) An(a) < Kn(a),
sjednakostuakoi samoakoje a; = ... = a,.

Dokaz. Ako seu identitetu
(a1 +...+an)?=a+.. . +a2+2@a+aag+...+an 1an),

nadesnoj strani umjesto 2a;a¢ stavi a2+aZ (dtojeveteili jedna-
ko od 2aa, sjednakostu akoi samo ako je g = ax) dobivamo
nejednakost

(8) (a+...+a)?<n@@+...+ad),
kojavrijedi zasvereane brojeve ay, . . ., a,.

Kakosu svi ay, ..., a, pozitivni,iz (8) dijedi
(9) a1+...—|—an<(n(a§+...+aﬁ))§,
tj. (7). O

Primjedba. Teoremi 1, 2i 3 daju
(10) Hn(a) < Gp(a) < An(a) < Kn(a).

Nejednakosti (5) i (7) nazivamo krate GH nejednakost i AK
nejednakost respektivno.

* k x

Sli¢no se definirgju osnovne sredine stezinama.

Definicija2. Nekasu a= (az,...,a,) | W= (Wy,..., W)
dane n-torke pozitivnih brojevai nekaje

n
W, = Zwi.
i=1

Tadaje
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harmonijska sredina Hn(a; w) brojeva ay, ..., a, stezina
ma wi, . .., W, definiranaizrazom
Wh
Hn(a; W) == m,
— 4.+
a1 an

geometrijska sredina Gp(a; w) brojeva ay, ..., a, stezina
ma wa, . .., W, definiranaizrazom
Gn(a;w) = (ay*---ay")
aritmeticka sredina An(a; w) brojeva ay, . .., a, steZzinama
Wi, ..., W, definiranaizrazom
Wiag + ...+ Whan
aw) = :
An(aiw W
kvadratna sredina Kn(a;w) brojeva a;, . ..,a, steZzinama
Wi, ..., W, definiranaizrazom

Wia2 + ... + Wpa2
Kn(a;w):\/ 1+ ..+ ndh

/W,

Wh

U stvari, mi smo se s ovim definicijama sretali i u prethod-
nom tekstu samo su tezine bile cijeli brojevi. Tu Cinjenicu cemo
iskoristiti u prvom dokazu sljedeteg teorema:

Teorem 4. (AG negjednakost) Nekasu a i w dane n-torke
pozitivnih brojeva. Tadaje
(11) An(a;w) > Gn(a;w),
sjednakostuakoi samoakoje a; = ... = ay.

Dokaz 1. Pretpostavimo prvo da su sve tezine racionalni
brojevi. Dovodenjem svih tih teZina na najmanji zajednicki na-
zivnik, podlije skrativanja, nejednakost (11) se svodi na slucaj
kad su sve teZine cijeli brojevi, a ona je na osnovu (2) tocna.
Dakle, nejednakost (11) jetocnau slu€aju racionalnihteZina, au
grani¢nom procesu onaje tocna za proizvoljne pozitivne teZine.

Dokaz 2. Promotrimo funkciju f danu sa
f(x) =Inx—x+1, (x> 0).
Kakoje

1 -1

f'(x) = ;—1 i f7(x) = =z (x> 0),
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funkcijaf imaza x = 1 maksimum O, te vrijedi nejednakost

(12) Inx—x+1<0, (x> 0).
Nekaje A = An(a; w). Prema(12) vrijedi nejednakost
A
- - = < =
InA A+1\O, (k=1,2,...,n),
odakle podlije mnoZenjas wg i zbrgjanjaimamo
n
Zwkln%f %erngo,
k=1 k=1
tj.
T a
I ) ) < WL — W, =0.
n(E(A) ) n n
Odavde dobivamo
n
Wi
"l;llak <1 = Co(@w) 1
AWn X A X b

tj. nejednakost (11).

Uvjet za jednakost jednostavno se dobiva iz Cinjenice da
jednakost u (12) vrijedi akoi samoakoje x=1. [

U stvari vrijedi sljedeti teorem:

Teorem 5. Nekasu a i w dane n-torke pozitivnih brojeva.
Tadavrijedi
(13) Hn(a; w) < Gr(a;w) < An(a;w) < Kn(a;w),
sjednakostimaakoi samoakojea; = ... = a,.

Dokaz. Trebamo dokazati samo prvu i tre€u nejednakost.
Prva nejednakost slijedi iz druge, tj. iz AG nejednakosti, ako se
ova primjeni na brojeve ai’ ..., — (vidjeti dokaz teorema2).

1
Iz prve dvije nejednakosti dobivamo AH nejednakost, tj.
vrijedi

(14) Hn(a;w) < An(a;w
sjednakoStuakoi samoakoje a; = ... = a,.
Zamjenama: w; — Wig;, (i = 1,...,n) dobivamoiz (14)
n n
Ywa S wia
i=1 <=L
n = n )

YW > W

=1 i=1
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odakle dlijedi
(15) An(a;w) < Kn(a;w),
tj. treCangjednakost u (13). [
U djedecem teoremu Gp(a; w) i Aq(a; w) su definirani kao
u definiciji 21 u slu€aju kada su teZine realni brojevi.
Teorem 6. (Suprotna AG nejednakost) Nekaje a pozitivha
n-torka, i nekaje w realna n-torkatakvada vrijedi
(16) w; >0, w <0, (i=2...,n), W,>0.
Tadaje
(17) An(a;w) < Gn(a;w),
sjednakoStu akoi samoakoje a; = ... = ay.

Dokaz. Akoje An(a;w) < 0, ngjednakost (17) je oita, pa
mozemo pretpostaviti daje An(a;w) > 0. Koristeti zamjene:

a — A(aw), wg — Wh, wi —» —wi (i=2,...,n),
(11) postaje
ani(wla1+wga2+ coo - Whan) — Wodz — ... — Wpay
: Wh —Wo — ... — W,

)

) 1/(Wh—Wo—...—Wh)

> (An(aw)™ra, " ag
tj.
1/w
U > (An(a:W)W"a5W2~-~aEW”) g
a > An(arw) "y g,
e ey > Aglaw)
odakle dlijedi (17). O
Napomena. Postoji vise razliitih dokaza AG nejednakosti.
U knjizi [3] navedena su 52 dokaza. Dokaz naveden ovdje uzet

jeiz[1, str. 18-19], jer se Cini ngjelementarnijim, mada je takav
i ongj dan u [2, str. 44-45]. Teorem 6 dokazan je u [4].
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1.2. Nejednakosti Radoa i Popoviciua

Teorem1l. Nekasu a i w n-torke pozitivnih brojeva. Tada
vrijede djedete nejednakosti:

<Ma:W)>W” N <M)W“ >

(1) Gn(a;w) Gn_1(a;w)
Ayx(a;w) We
g (GZ(aiW)> >
(2)

Wi (An(a;W)—Gn(a;w)) > Wh-1(An-1(a; W) — Gr-1(a;w))
> ... 2 Wo(Ax(a;w) — Ga(a;w)) = 0,

\Nla|+vvlaj>W|+Wj
1

An(a;w) \ " ( ERY
(3) (Gn(a;w)) 212??2% alWiej\]YVi

3

Wh(An(a; W)—Gn(a; w)) > Q%(Wiaa + Wig

(4) o1
— (W wg) (@%a") ) > 0.

Dokaz. AG nejednakost

1
CHD S (@) (cbuv>0)

(3)

za

Uu=Wc1, V=W, c=Aci(aw), b=a,
postgje

Adaw) > (Ac-a(a;w) el W,
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g

&ojeekvivalentnos

(Ak(a; w) )Wk - (Ak—l(a; w) )W“
Gk(a; w) ~ \ Gr_a(a;w) '
Time je ngjednakost (1) dokazana.
Stavljgjuéi u (5):

u=Wc_1, v=w, Cc=Gci(aw), b=a,
dobivamo
Wi 1Gx—1(a; W) +Wieak

Wk

> (Gk_l(a; W)kala‘,fk> l/szGk(a; w),
tj.
Wi—1Gk—1(a; W) + wiax = WGy (a; w),
tj.
Wi—1Gk—1(a; W) +wiag + . . . + Wi
> WiGk(a; W) +Widg + ... + Wk 18k—1,

tj.

Wi (Ax(a;w) — Gr(a;w)) > W1 (Ac—1(a; W) — Gr-1(a; W)).

Time je dokazana nejednakost (2).
Nejednakosti (3) i (4) su jednostavne podjedice nejedna-

kosti An(a;w) W Ao(a; ) W,
(Gn(a';W)> >(Gz(a’;w)> >1,

Wh(An(a; W) — Gp(a;w)) = Wa(Az(a;w) — Ga(a;w)) = 0,

respektivno. Naime te nejednakosti vrijede bez obzira ha pore-
dak u n-torkama a i w, tj. mozemo uzeti da su prvadvabrojau
tim n-torkama &;, & i w;, w;j, respektivno. O

Primjedba. Nejednakosti (1) i (3) su Radoove, a (2) i (4)
Popoviciuovenejednakosti. Specijalni slucajevi nejednakosti (3)
i (4) su:

N(An(a) — Gn(a)) > (v/max(a) — v/min(a) )?,

() > mec 3(/2+2)
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1.3. Kantoroviteva i s njom povezane negjednakosti

Teorem 1. (Rennieova nejednakost) Neka je w pozitivha
n-torkai nekaje a takva n-torkadavrijedi

(1) O<m<g<a<M (k=1,...,n).
Tadaje
(2) ZwkakerMZ (Mm+ M)W,

Jednakostu(Z) vruedl akmsimoakoposto“skupl cAy,...,n},
tekavdajeag=m(iel)ia=M(@{e{l,...,n}\1).
Dokaz. Naosnovu (1) imamo sljedetu nejednakost
Wi(ax — m)(M — aa >0,
odakle zbrajanjem po k dobivamo

3 wea - m)(% -1) >0,

k=1

(M + mW, ZWkak Mmzwk

Teorem 2. (KantoroviCeva nejednakost) Neka je w pozi-
tivna n-torka i neka je a takva n-torka da vrijedi (1). Tada
je

g

_ (M 4+ m)?
(3) An(aw) < I

Jednakost u (3) vrijedi akoi samoakopostoji skup | € {1,...,n},
takav daje W = 3", wi = 7" a=M(@Gecl),a=m(¢g
1.

Dokaz. Nejednakosti (2) dodajmo ocitu nejednakost

@ [(Sma) - (my2 )T

Hn(a; w).
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Tako dobivamo
1

1
2/ w2
(M + mW, > 2mM (Z Wkak) (Z —k) .
k=1 k=1 &
Ovanegjednakost je ekvivalentnas (3).
Pretpostavimo da su ispunjeni uvjeti zajednakost u (2). Ta-
koder moravrijediti jednakosti u (4). To dagje

g.

Teorem 3. (Nejednakost Shishe i Monda) Neka je w po-
zitivna n-torkai neka je a takva n-torka da vrijedi (1). Tada
je
(5) An(a;W) — Hn(a;w) < (VM — vim)2.
Jednakost u (5) vrijedi akmsamoakoposto“skupl C {1 ,n},
takav da je W = vVMW,/(vVM + y/m), M (e 1),
a=m(iégl).

Dokaz. Nejednakosti (2), tj.

An(& W) + mMH(a;w) "t < m+ M
dodajmo oCitu nejednakost
(6) (Hn(a; w)Y? — v/MmH,(a; w)"%2)2 > 0.
Daobivamo
An(a;w) + mMHp(a;w) "1 < m+ M + Hp(a;w)
— 2v/mM 4+ mMH,(a;w) 1,
&ojeistovjetnosa(5).

|z uvjeta zajednakost u (2) i (6) dobivamo uvjete zajedna-
kostu (5). O

Teorem 4. Nekaje w pozitivha n-torkai nekaje a takva
n-torkadavrijedi (1). Tadaje

n n
(7) ZwkaﬁerMWn < (m+ M)Zwkak.
1 k=1
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Jednakost u(7) vrijedi akoi samoakopostoji skup |  {1,...,n}
tekavdajea=m (icl)iag=M (i¢&l).

Dokaz. Zamjena wi — wia, (i = 1,...,n) u (2) daje
(7. O

Teorem 5. Nekaje w pozitivha n-torkai nekaje a takva
n-torkadavrijedi (1). Tadaje

m-+M
8 Kn(aaw) < ——
Jednakost u(8) vrijedi akoi samoakopostoji skup | € {1,...,n},

_ oW, . o
taka\/daJeV\A_m—M,a._M ieh),a=m({g&l).

An(a;w).

Dokaz. Nejednakost (8) mozemo dobiti bilo iz Kantoro-
viCeve ngjednakosti (3) koristeti zamjene: w, — wa;, bilo
koristeti (7). Zaista, naosnovu (7) imamo

Kn(a;w)? < (M+ M)An(a; w) — mM

= (m+M)* IVI)ZAn(a; w)? — (M + mAn(a;W) - \/W)z

4m 2y/mM
(m+M)>? 2
< m+ M)~ :
S Zmw Ae@W
odakle dijedi (8).
Pored uvjeta zajednakost u (7) morabiti i
2mM
AnlBiW) = m+M’
Dakle,
_ 2mMW,

WM W, — W, =
M+ (W j)m ———VE

tj. W =mW,/(m+M). O

Teorem 6. Nekaje w pozitivha n-torkai nekaje a takva
n-torkadavrijedi (1). Tadaje
M —m)?

(9) Kn(a;w) — An(a;w) < aMTm)
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Jednakost u (9) vrijedi akoi samoakopostoji skupl Cc {1,...,n}
Wn,a—M iel),a=m

takav daje W, = —
e cale ™= amrwy
(igl).
Dokaz. Naosnovu nejednakosti (7) imamo
Kn(a; w)—An(a;w) < Kn(a;w) — Kn(a W) +M

_ M-—m? 1 o
~ 4(m+ M) m+M(K(

(M —m)?
S 4m+M)
Pored uvjeta za jednakost u (7) mora vrijediti i jednakost u pos-
ljednjoj nejednakosti, tj.

Kn(aw) = ,

g.
(M + m)?

4 an

WiM2 4 (W, — W) =
tj.
(M + 3mW,

TamiM)

VV|:
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1.4. Ngednakost Sierpinskog

Teorem 1. (Nejednakost Sierpinskog) Nekaje a pozitivha
n-torka. Tadaje

(1) An(a)" Hn(a) > Gn(a)" > An(@)Hn(a)"

Dokazat ¢emo dljedeCi optenitiji rezultat.
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Teorem 2. Neka su a i w pozitivne n-torke i neka je
w1 > ... > W,. Nekaje
A (a; w)W-1Hy (a; w)“k

Gy (a; w)W ’

o(k) =

Ay(a; w)WeH, (a; w) M1
G (a; w) W

S(k) =

Tada vrijedi
(2) on>on-1)>...2003)>0(2) >
1>26(2)2063)>...206(n— )26(n).
Jednakosti u (2) vrijedeakoi samoakojea; = ... = a,.
Dokaz. Zamjenama & — &' vidimo da su ova dva niza
nejednakosti ekvivalentni, paje dovoljno dokazati samo prvi. Ko-
ristimo oznake Ax = Ax(a; W), Gk = Gy(a; w) i Hx = Hy(a; w).
Posto je
WoAy = Wo_1Aq 1 + Wnas, Gh" = G al,
Wo _ Who1 Wi
Hn Hn—l an ’

imamo
Wh-1 —Wq W31 A1 — WaHn_1
Wh_1 Wn(anl — Wn)

4 W Hooa Gan \ M
Wh-1 Hn vajf .
Koristeti AG nejednakost nadesnoj strani, kombinirajuci

W2 Ay 1 — W2Hq 1

A, =
(3)

4 2 An-
(4) Wo(Wo_1— wn) An-1
| Wn_1 > W, i koristeCi An_; > Hp_; dobivamo
(5) o(n) > o(n—1).

Primjetimo da je (4) jedan oblik negjednakosti A,_1 > Hp_1 .
Jasno je dajednakost vrijedi u nejednakosti dobivenoj iz (3)
za
W2 An1 — W2HR 1 _ Hn—lan
Wn(Wn—l - Wn) Hn ’

g

(6) a, = Wn 1An 1_Wan 1

Wh_1 — Wh
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dok jednakost u (4) vrijedi za

1z (6) i (7) proizlazi dajednakosti u (2) vrijede ako i samo ako
jeag=...=a,.
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1.5. Nejednakosti Bernoullija, Welerstrassa i Ky Fana

Teorem 1. (Bernoullieva nejednakost) Neka je x realan
broj takav daje —1 < x # 0. Ako je a realan broj takav da je
a>1lilia<0,tadaje

(1) (1+x)2 > 1+ ax
aakoje 0 < a < 1 tadavrijedi suprotnanejednakost, tj.
(2) (1+x?2<1l+ax

Dokaz 1. Naosnovu Tayloroveformuleimamo

a2
(1+xP—-1-—ax= w(hrﬁx)a‘z, (0< ¥ <1).

Dalje, pretpostavke teoremadaju 1+ 9x > 0 i
sgn[(1+x)% — 1 —ax = sgnfa(a — 1)},

takoda (1) i (2) vrijede.

Dokaz 2. Nekasu u, v i a pozitivni brojevi. AG nejed-
nakost i njoj suprotna nejednakost daju
(3) uWW?<aut(l-ayv, (0O<a<l u#v)
[
(4) W@ >au+(1-ay, (a>1ilia<0, u#v).
Zamjenamau = 1+4+xiv=1iz(4)i(3) dobivamo(1)i (2). O

Primjedba. U stvari Bernoullieva ngjednakost i AG nejed-
nakost su ekvivalentne. Zaista, stavljgjuci u(1)i(2) x = \—Lj -1,
dobivamo respektivno (4) i (3).
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Teorem 2. Ako je svaki od realnih brojeva xg, . . ., X, veCi
od —1 i akosuili svi pozitivni ili svi negativni, tadaje
(5) T4+x)(L14+x%) - (A+X)>1+X+X+...+ X

Dokaz. Za n = 2 nejednakost je tocnajer vrijedi
(1+X)(L+%) =14+ X + X + XX > 14 X1 + Xo.
Pretpostavimo davrijedi (5). Tadaje
(L) -+ (14%) (14+%011)
> (14Xt o A%0) (LX)
= 14X+ . XX HXara (Xt - 4 Xn)
> 14X+ . .. FXn+Xng 1
Time je dokaz matematickom indukcijom zavrsen. [
Jednostavna posljedicateorema 2 je sljedeti teorem.

Teorem 3. (Weierstrassove nejednakosti) Nekaje
€(0,1) zak=1,...,n. Tadaje

n

(6) [[a-a)>1-) a

k=1 k=1
. 1
(7 l+a) < =——.
g( ) [Tk (1 a)
Akoje a € (0,1) zak=1,...,ni 3o & < 1, tadaje
n
1
(8) (1+a) < —=r——
g 1-> &
. 1
(9) (l-a) < 7=/
g 1+ 2 &

Kombiniranje nejednakosti (6) — (9), uz iste uvjete za a;,
daje
n
(10) >1|A+a) >1+ ) a
1- Zk_ A H Z
n

(11) T Zklak>H1 a) >1— Zak

k=1
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Teorem 4. (Ky Fanova negjednakost) Ako je
0<x<3zai=12...,ntadaje

Hin:1 X Hinzl(l - X)
( ) n < n
. (Ziax) ) (Craa—x)

sjednakostu ako i samo ako su svi x; medusobno jednaki.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (ColorMatch RGB)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




