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HIEVNINIZN Kako ne razmiljati o brojevima

Brojevni zapisi, kao i njihovo znatenje, uobiCajena su sva-
kodnevnica. Dok s druge strane, znamenka broja 6 i broj koji
ona predstavlja nisu jedna te ista stvar. Tako bismo, na prim-
jer, rimskim brojevima broj Sest zapisali kao VI, svjesni dato
oznaCavaisti broj kaoi 6 u modernoj notaciji. Oba zapisasimbo-
lizirgju skup koji se sastoji od Sest zareza: 11 | 1 1 1. Stoga cemo
prvo provesti neko vrijeme raspravljajuci o razlicitim nacinima
shvatanjai prikazivanjabrojeva.

Ponekad brojevne probleme rjeSavamo i bez razmidljanja.
Na primjer, pretpostavimo da se nalazite na sastanku i Zelite da
svaki sudionik ima svoj primjerak dnevnog reda. Da histe bili
sigurni daimate dovoljno kopija, mozete nasvaki primjerak sta-
viti inicijal osobe koja Ce prisustvovati sastanku. Sve dok imate
dovoljno primjeraka prije no sto ste iscrpili sudionike, znate da
Ce svatko dobiti svoj primjerak i daih imate dovoljno. U ovom
slucaju problem ste rijesili bez raCunanja. Ali u pozadini ovog
problemanal aze se brojevi koji nam omogucavaju usporedivanje
dvaju skupova, u ovom slucaju skupova Ciji su elementi sasvim
drugevrste: ljudi u jednom skupu, a dokumenti u drugom. Ono
&to nam brojevi omogucuju jest usporedivanjerelativnih veliina
tih dvaju skupova.

U prije spomenutom scenariju nismo se zamarali tocnim
brojem sudionika sastanka— vet problemom osiguravanja dovo-
Ijnog brojakopijadnevnog reda, adanismo trebali odrediti tocan
broj kopija. S druge strane, ako narucujete rucak za petnaestero
ljudi, potrebno je prebrojiti prisutne da bi se racun pravedno po-
dijelio. U tom slucaju raCunanje je neizbjezno pa makar koristili
i kalkulator.

M oderan brojevni sustav dozvoljavanam izrazavanje broje-
vanavrlo u€inkoviti jedinstven nacin, $to nam dalje omogucuje
jednostavno usporedivanjedvaju brojevate provodenjeratunskih
operacijakoje dlijede iz prebrojavanja. U svakodnevnom Zivotu
koristimo dekadski brojevni sustav, to zna€i dabrojimo desetice,
vjerojatno stoga to imamo deset prstiju na rukama. Efikasnost
dekadskog brojevnog sustava ne temelji se na izboru baze, vet
na pozicijskoj vrijednosti u brojevnom zapisu, Sto znaci da vri-
jednost znamenke ovisi 0 njenom poloZaju u zapisu. Tako na
primjer, 1984 je skrateni zapis za sumu 4 jedinice, 8 desetica,
9 stoticai 1 tisucice.

10



Brojevi ED

Vazno je razumjeti odredeni brojevni zapis. U ovom pog-
lavlju govorit Eemo o znafenju brojeva, otkriti razlicite pristupe
ratunanju te upoznati neke vazne skupove brojeva (prosti bro-
jevi) i na krgju predstaviti jednostavne trikove za odredivanje
prostih brojeva.

Kako se razvijalo racunanje?

Vrijedno je odvgjiti nekoliko trenutaka da bismo shvatili
dvije faze razvoja brojevnog sustava koji se temelji, na prim-
jer, nadeseticama. Od djece ocekujemo dvije osnovne vjestine:
nauciti abecedu i brojenje. Ucenje Citanjai brojenja naoko su
slicéne, ali u osnovi su vrlo razliCite vjestine. Engleski jezik te-
melji se na abecedi od 26 slovate svako slovo odgovarajednom
glasu koji koristimo prilikom izgovaranjarijeci. U svakom slu-
¢aju mozemo laicki reti da se engleski jezik razvio tako da ga
mozemo zapisati koristeti 26 slova. Nadalje, ne mozemo sas-
taviti rjeCnik ako slovima ne pridruzimo neki red. S obzirom na
to da ne postoji neki prirodno nametnuti slijed slova, onaj koji
jeudomaceni uci seu kolamakao a, b, c, d... izgledakao
prili€no proizvoljan odabir. Zasigurno, ceste koristenaslovana-
laze se pretezno napocetku abecede, ali to nije pravilo, vet gruba
aproksimacija, jer naprimjer vrlo Cestaslova s i t nalaze se pri
samom kraju. Kod prirodnih brojevasituacijaje upravo obrnuta.
Prirodnim brojevima nazivamo brojeve 1, 2, 3... te oni dolaze
u tocno zadanom poretku: na primjer simbol 3 predstavlja broj
koji dlijedi 2 te se mora pojavljivati kao njegov sljedbenik. Sve
do nekog broja mogli bismo nastaviti izmi8ljati nove simbole,
ali upravo zbog njihove beskonanosti u nekom trenutku bismo
brojeve trebali poCeti grupirati. Grupiranje brojeva u desetice
predstavlja prvu fazu razvoja smislenog brojevnog sustava, te je
upravo ovakav pristup bio univerzalan kroz vrijemei prostor.

Pojavilo se nekoliko varijacija u detaljima. Na primjer,
Rimljanimaje draze bilo grupirati brojeve u petice umjesto u de-
setice, tako su se pojavili i posebni simboli V i L zapet i pedeset.
Anticki Grci su se strogo drzali desetice kao baze. Takoder su
koristili i posebna slova dabi oznaCili brojeve te bi Cesto strogo
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napominjali da se doti¢no slovo treba protumaciti kao broj. Na
primjer, = jeoznaCavao 80, a y jebiooznakaza3, takodaje my
oznaCavao broj 83. Ovakvo oznaCavanje brojeva moze se Ciniti
kao jednako efikasno kao i danaSnja notacija, ali u sustini nije.
Grci su zanemarili vaznost pozicioniranjau oznatavanju brojeva
jer se vrijednost znamenke ne mijenja s obzirom na njen pol 0Zaj
u prikazu broja. U doti¢nom slu€aju, yrr joSuvijek bi predstav-
ljao isti broj 3 + 80, dok u sadasnjoj notaciji ako promijenimo
poredak znamenaka u broju 83, dobijemo drugi broj, 38.

Drugafazarazvoja brojevnog prikaza proizaSaje iz araps-
kog brojevnog sustava. Kljucnaideja je bila da vrijednost zna-
menke ovisi 0 njenom polozaju u zapisu. Upravo to nam je
omogucilo da svaki broj mozemo prikazati konanim i strogo
odredenim skupom simbola. Tako je dogovoren skup od deset
znamenaka 0, 1, 2, ..., 9 teje opte prihvateni brojevni sustav
opisan kao dekadski, iako se brojevni sustav moZe opisati ma-
njim ili vetim skupom brojevnih znamenaka. Kao na primjer,
mozemo zamisliti brojevni sustav sa samo dvije znamenkeOi 1,
i to je upravo poznato kao binarni sustav, obi¢no koristen u ratu-
narstvu. 1ztogaslijedi daizbor bazenijebiorevolucionarnaideja
u razvoju brojevnih prikaza, vet koristenje pozicije znamenke da
bi se dobio jedinstven zapis broja.

Naprimijer, pri zapisu broja1905 vrijednost svake znamenke
proizlazi iz njene pozicije. Tako ovdje postoji 5jedinica, 9 stoti-
ca(stoje 10-10) i jednatisucica(Stoje 10-10-10). Uloganule
je vrlo vazna u zapisu broja. U slucgju broja 1905, desetice ne
pridonoseveliCini brojaali ne moZzemo izostaviti mjesto desetice
i napisati samo 195 jer bi utom slu¢aju dobili potpuno drugagiji
broj. Zaista, svaki zapis znamenaka predstavlja samo jedan broj
te nam upravo to dozvoljavazapisivanje velikih brojevarelativno
malim brojem znamenaka. Tako na primjer, svakom ¢ovjeku na
Zemlji mozemo pridruziti jedinstven broj koristeCi svega deset
brojki te na taj nafin mozemo jedinstveno identificirati svaku
0sobu u ovako ogromnom skupul.

U proSlosti su razne kulture koristile i razliCite baze za za-
pisivanje brojeva, no to je manje bitno od Cinjenice da su skoro
sve zanemarile vaznost pozicijskog sustava te upotrebu nule kao
nositelja polozaja. Zapanjujuce je, s obzirom na drevnost babi-
lonske civilizacije, kako su upravo oni hili najblize pozicijskom
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sustavu. Ali €ak ni oni nisu potpuno shvatili i prihvatili ne tako
prirodan broj nulate su gotovo bojkatirali zadnje mjesto u zapisu
koje mi danas uvazavamo da bismo razlikovali 830 od 83.

Konceptualna prepreka koju je u konatnici trebalo prijeti
je spozngja da je nula broj. Istina, nula nije pozitivan broj, ali
je broj i sve dok nije potpuno ukljuéen u nas brojevni sustav
ostajemo brojevno zakinuti. Taj presudni korak dogodio se u
Indiji, otprilike u Sestom stoljeCu. NaS danasnji brojevni sustav
upravo zato i nazivamo indijsko-arapskimjer je uveden u Europu
iz Indije preko Arapa.

Zivot sa i bez decimalnih brojeva

Nakon uvodenja dekadske baze, istu ideju prosirili smo na
razlomke te tako predstavili dobro nam poznati decimalni sus-
tav. Kada primjerice pisemo 3.14, tadabrojka 1 izadecimane

toCke predstavlja 1% , jednu desetinu, a brojka 4 tako predstav-

lja %) . Decimalni brojevi s dvjema decimalnim znamenkama

dobro su nam poznati preko novCanih valuta, jer na primjer, niti

dolar, ni funta, ani euro nisu najmanjenovCanejedinice, vet jeto
peni ili cent, %o jejednastotinavrijednosti pocetne valute. Tako
jedecimalni raun zapravo prirodno prosirenje dekadskog susta-

vate u praksi predstavljangjucinkovitiji princip za svakodnevno
raCunanje. Usprkos prednostima, razvoj decimalnog sustava bio
je spor i nesigurnog podrijetla. Zadrzao se iskljucivo u okruze-
nju matematiCke elite sve do druge polovice 16. stoljeta kada
se konatno poceo uoptrebljavati u komercijalne i javne svrhe.

Grupiranje brojeva po drugim bazama zadrzalo se ¢ak i nakon
§to je prihvaten decimalni sustav. Tako daBritanci nisu uveli de-
cimalnu valutu sve do 1971. Dio engleskog govornog podrucja
joSuvijek upotrebljavajarde, stopei ince. U obranuimperijalnih
jedinica, mozemo reci da su one prihvatljivije svojom veli¢inom
jer su usporedive mjerenjima ljudskim tijelom. NaSe Sake su
dugacke Sest do osam inCa, a visoki smo izmedu pet i Sest stopa
pa se tako i okruzujemo predmetima slicnih mjera, koji su onda
i mjerljivi jedinicamainCai stopa. Tako smo mogli i definirati
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deset inCa da €ini jednu stopu, natag natin bismo lakse raCunali
u tim jedinicamakoristeci kalkulatore u dekadskim bazama.

Usvajanje odredene baze za brojevni sustav vrlo je dlicno
odredivanju mjerilanakarti. Mjerilo nije svojstveno objektu koji
prikazujemo vet je srodno koordinatnom sustavu koji nametemo
kao kontrolni instrument. 1zbor baze brojevnog sustava je pro-
izvoljan, a upravo iskljucivo koristenje dekadske baze zasjenilo
nam je iskonsko shvatanje prirodnih brojeva: 1, 2, 3, 4.... Da
bismo u hiti shvatili brojeve, moramo se s njima suoCiti licem-
-u-lice. Kada spomenemo konkretan broj, na primjer, Cetrdeset
i devet, svi prvo stvorimo mentalnu sliku od dviju znamenaka,
49. Naneki je nafin to nepravedno prema zadanom broju jer ga
trenutno prikezujemokao (4-10) +9. Ali 49= (4-12)+1,1i
vrlo lako bismo gamogli prikazivati i shvatati naovaj nacin. U
tom slucaju, broj Cetrdeset i devet bi u bazi dvanaest bio zapisan
znamenkama 41, gdje 4 predstavlja Cetiri dvanaestice. Nadalje,
0no &to odreduje Cetrdeset i devet jest produkt 7- 7, ili poznatije
kao kvadrat od 7. Ovo svojstvo broja 49 posebno je naglaseno u
bazi sedam, jer bi u toj bazi broj Cetrdeset i devet bio predstav-
ljen kao 100, gdje bi sad znamenka 1 predstavljalajedan skup od
7-7.

Naisti na€in mozemo koristiti bilo koju drugu bazu za nas
brojevni sustav, kao &to je dvanaest: civilizacija Mgja koristila
je bazu dvadeset, a Bahilonci bazu Sezdeset. U nekom pogledu,
60 je dobar izbor baze jer 60 ima mnogo pravih djelitelja, te je
najmanji broj koji je djeljiv sasvim brojevimaod 1 do 6. Nada-
lje, velik broj kao 60 imai svojih nedostataka. Da ga se moze
koristiti kao bazu, trebalo bi uvesti 60 razlicitih ssmbola koji bi
predstavljali sve brojeve od nulado pedeset i devet.

Djelitelj nekog broja jest broj kojim se zadani broj mo-
Ze u potpunosti podijeliti. Na primjer, 6 je djelitelj od 42 jer
42 = 6-7,di 8nijedjelitelj od 28 jer pri dijeljenju 28 sa8 dobi-
vamo 3i ostatak 4. Svojstvo posjedovanjaveteg brojafaktoraje
korisno pri odabiru baze, pa upravo zbog togabi dvanaest mozda
bio bolji izbor od baze deset. Primjerice 12 imadjelitelje 1, 2, 3,
4,61 12 dok je 10 djeljivosamosal, 2,5i 10.

Ucinkovitost i potpuna udomatenost naSeg brojevnog sus-
tavaispunjuje nas laznim samopouzdanjem te nas na neki nacin
i ograniCava. Zadovoljniji smo cijelim brojem nego matematic-
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kim izrazom. Na primjer, ve€inaljudi ¢e radije pricati o broju
5969 nego 0 47 - 127, iako obaizraza predstavljaju istu velicinu.
Tek nakon “dobivanjarezultata’ 5969 smatramo da imamo broj
s kojim se mozemo uhvatiti u koStac. U tome postoji element
obmane zato jer jeto samo broj zapisan kao suma potencijabroja
deset. Opceniti oblik i svojstvabrojapuno bolje mogu seizluiti
iz dternativnih oblika gdje je broj prikazan kao produkt faktora
Nesumnjivo je da nam standardni prikaz, 5969, omogucuje us-
poredivanje s ostalim brojevimau istom prikazu, ali nam s druge
strane ne otkrivasva svojstvabroja. U poglavlju 4 vidjet Cete joS
jedan razlog zaSto je zapis broja kao umnoska puno dragocjeniji
nego njegov dekadski prikaz, koji Cesto skriva bitna svojstva.

Prednost koju su anticke civilizacije imale pred namaje u
tome da nisu bili mentalno zato€eni decimalnim sustavom. Kad
bi se susreli s brojevima koji se Cesto pojavljuju, prirodno bi o
njima razmidjali kroz geometrijska svojstva koja oni pokazuju
ili ne pokazuju. Na primjer, brojevi 10i 15 su takozvani troku-
tasti brojevi, 8to se vidi u trokutastom postavljanju 10 Cunjeva
pri kuglanjuili naprimjer trokutastom pocetnom postavljanju od
15 kugli u bilijaru. A to je svojstvo koje nije oCigledno iz za-
pisa broja u dekadskoj bazi. Slobodu shvatanja brojeva, koja je
postojala u antici, u naSe doba moZemo reproducirati tek nakon
&to odbacimo sve predrasude o brojevima temeljene na dekads-
kom sustavu i dozvolimo si slobodu razmiSljanja o brojevimana
prili¢no drugacije natine.

Nakon &to se oslobodimo okova dekadskog sustava, moze-
mo se usredotoCiti na faktorizaciju brojeva, odnosno na zapis
broja kao produkta manjih brojeva. Faktorizacija otkriva unu-
tarnju strukturu broja. Ako se oslobodimo navike prouCavanja
brojeva u sluzbi znanosti i gospodarstva, te odvojimo vrijeme
za prouCavanje brojeva bez konkretnih referenci, mozemo otkri-
ti svojstva koja bi u protivnom ostala sakrivena. Priroda nekih
brojeva otituje se u uredenim ponavljanjima u prirodi, mnogo
slozenijim od trokutastih i kvadratnih, kao Sto je spirani cvi-
jet suncokreta, koji predstavlja Fibonaccijev broj, vrstu brojeva
predstavljenih u petom poglavlju.
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