
1.
Pojam grafa

1.1. Motivacija

Do sada smo u diskretnojmatematici prvenstveno u�cili prebrajati kona�cne skupove
i njihove razne podskupove, rabeći pritom ili direktne tehnike prebrajanja (produktno
pravilo, formula uklju�civanja i isklju�civanja), ili razvijajući druge matemati�cke alate
(funkcije izvodnice, rekurzivne relacije) za tu svrhu. Većina postavljenih problema
elementarne, enumerativne kombinatorike odgovarala je na pitanje koliko pojedinih
objekata ima (preciznije, koliki je kardinalitet odgovarajućih podskupova zadanoga
skupa), ili na koliko se na�cina ne�sto mo�ze na�ciniti (konstruirati, slo�ziti, obaviti). Slje-
deći korak u prou�cavanju kona�cnih objekata je da vi�se ne promatramo samo skupove
ili njihove podskupove kao temeljnu strukturu s kojom radimo, nego da promatramo
slo�zenije kombinatori�cke strukture i njihova svojstva, te da pomoću njih �cesto uspijemo
odgovoriti i na pitanja kako ne�sto u�ciniti. Najjednostavnija i naj�ce�sće primjenjivana
kombinatori�cka struktura je graf, pri �cemu upravo jednostavnost te strukture omogu-
ćuje da puno prakti�cnih problema lagano mo�zemo prevesti, izmodelirati u terminima
grafova, a tada na doti�cne grafove primijeniti poznate dokazane teoretske spoznaje,
algoritme i apstraktne ideje.

Za razliku od mnogih drugih dijelova matematike, za teoriju grafova se to�cno
mo�ze reći kada je zasnovana. U svome �clanku iz 1736. godine

L. Euler, Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis
(Rje�senje jednog problema u svezi s geometrijom polo�zaja),
Comm. Acad. Sci. Imp. Petropolitanae 8 (1736), 128–140.

�svicarski matemati�car Leonhard Euler (1707. – 1783.) obradio je i rije�sio jedan �cu-
veni stari problem. Pruski grad Königsberg (danas Kalinjingrad, Rusija) le�zi na rijeci
Pregel, koja grad dijeli na �cetiri teritorija, dva otoka i dva obalna dijela, a koji su u 18.
stoljeću bili povezani sa sedam mostova kao na slici.
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Pitanje je mo�ze li se iz nekog dijela grada Königsberga krenuti u �setnju tako da
se svakim mostom prije -de to�cno jednom. Evo odmah i neposrednog odgovora. Ako
lijeva obala rijeke Pregel (teritorij ozna�cen na slici slovom A ) nije niti po�cetak niti
kraj na�se �setnje, onda nam za svaki dolazak na teritorij A i odlazak s njega trebaju
dva razli�cita mosta. No, kako je teritorij A spojen s ostalim dijelovima grada trima
mostovima, takva je �setnja nemoguća. Dakle, teritorij A morao bi biti po�cetak ili
kraj �setnje. Me -dutim, analogno razmatranje mo�zemo provesti i za preostala tri dijela
Königsberga, B , C i D , iz �cega proizlazi da bismo u svakom od tih dijelova morali
ili po�ceti ili zavr�siti na�su �setnju, �sto je dakako nemoguće.

Vjerujemo da svatko uo�cava da je prirodni model (skica li�sena svih nepotrebnih
ukrasa) na kojem se problem königsber�skih mostova mo�ze prou�cavati sljedeća shema,

a upravo je to primjer jednog (neusmjerenog) grafa. Euler je postavljeno pitanje rije�sio
i u znatno većoj općenitosti, no o tome ćemo detaljnije i preciznije u�citi kasnije.

Iako temelji teorije grafova se�zu u 18. stoljeće, ta se matemati�cka disciplina kao
zasebna teorija intenzivno po�cela razvijati tek u drugoj polovici 20. stoljeća, a mno�stvo
otvorenih problema svjedo�ci o njenoj aktualnosti i danas. Probleme teorije grafova
�cesto je sasvim jednostavno formulirati, no ponekad ih je vrlo te�sko rije�siti.

Svaka se mre�zna konfiguracija (cestovna karta, naftovod, strujni krug) mo�ze na
prirodan na�cin zamijeniti grafom, te se mogu postaviti zanimljiva pitanja koja teorija
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grafova rje�sava. Na primjer, zanimljivo je pitanje mogu li se sve ulice zagreba�ckog
Gornjeg grada u�ciniti jednosmjernima, a da se pritom mo�ze autom dovesti iz bilo koje
to�cke u bilo koju drugu to�cku, i to naravno u smjeru vo�znje. Naravno da to nije moguće
ako se zna da ima i slijepih ulica (Visoka), ali razmislite o tom problemu ako se slijepe
ulice zanemare.

Ima naravno i kompliciranijih i manje o�citih primjena teorije grafova. Jedna
takva je �cuveni problem 4 boje. Naime, mo�ze se pokazati da se svaka geografska
karta mo�ze obojati s 4 boje, tako da su susjedne dr�zave obojane razli�citim bojama.
Rje�savanje tog, kao i mnogih drugih problema, me -dutim nadilazi okvire zacrtane pla-
nom ovog kolegija. Mi ćemo se ovdje precizno upoznati s pojmom grafa, prou�citi
jednostavna strukturalna svojstva grafova, karakteristi�cne primjere, te upoznati naj-
jednostavnije algoritme optimizacije na grafovima. Tako -der, neki od problema teorije
grafova iziskuju softversko, programsko rje�savanje, no u okviru ovog kolegija mi ćemo
takve probleme samo spomenuti i nazna�citi moguće pravce rje�savanja, a eventualno
zainteresiranim studentima ostaviti da sami za vlastito zadovoljstvo na�cine adekvatne
ra�cunalne programe.

1.2. Glavne de�nicije

De�nicija 1. Jednostavni graf G sastoji se od nepraznog kona�cnog skupa V(G) ,
�cije elemente zovemo vrhovi (�cvorovi) grafa G i kona�cnog skupa E(G) razli�citih
dvo�clanih podskupova skupa V(G) koje zovemo bridovi. Skup V(G) zovemo skup
vrhova i ako je jasno o kojem je grafu G rije�c ozna�cavat ćemo ga kraće samo s V , a
skup E(G) zovemo skup bridova i ozna�cavat ćemo ga i samo s E . Formalno, ponekad
ćemo pisati G = (V(G),E(G)) ili kraće jo�s i G = (V,E) .

Oznaka V za skup vrhova dolazi od engleske rije�ci vertex za vrh, a oznaka E za
skup bridova pak od engleske rije�ci edge za brid.

Uo�cimo da smo prethodnom definicijom jednostavnog grafa isklju�cili mogućnost
da su dva vrha spojena s vi�se bridova (budući smo E(G) definirali kao skup), te da
postoji brid koji spaja vrh sa samim sobom (jer smo svaki brid definirali kao dvo�clani
podskup). Ako pak dopustimo vi�sekratnost bridova, ili ako dopustimo brid koji spaja
vrh sa samim sobom (takve bridove zvat ćemo petljama), onda redovito govorimo o
općem (generaliziranom) grafu, ili kratko samo o grafu. U većini modela i struktural-
nih problema koje ćemo promatrati svejedno je promatramo li ih u jednostavnom ili
općem grafu, pa ćemo to posebno nagla�savati samo kad odista bude potrebno.

De�nicija 2. Za brid e = {v,w} ka�zemo da spaja vrhove v i w i bez mogućnosti
zabune kraće ga pi�semo vw . U toj situaciji ka�zemo da su vrhovi v i w grafa G
susjedni. Tako -der, ka�zemo da je vrh v incidentan s bridom e . Naravno, i w je
tako -der incidentan s bridom e .

Grafi�cki ćemo vrhove grafa prikazivati kru�zićima, a bridove spojnicama vrhova.
Sjeci�ste dviju spojnica je vrh samo ako je nacrtano kru�zićem.

Glavni zadatak teorije grafova je proniknuti u strukturu pojedinog grafa, te usta-
noviti u �cemu je bitna (strukturalna) razlika dvaju promatranih grafova. Najprije ćemo
stoga definirati kada dva grafa u apstraktnom smislu smatramo jednakima.
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De�nicija 3. Za grafove G1 i G2 ka�zemo da su izomorfni ako postoji bijektivna
korespondencija (1 − 1 preslikavanje) izme -du skupova V(G1) i V(G2) , takva da je
broj bridova koji spajaju bilo koja dva izabrana vrha u V(G1) jednak broju bridova koji
spajaju korespondentna dva vrha u V(G2) . Takvu bijekciju zvat ćemo izomorfizam
grafova.

Iz definicije odmah slijedi da za izomorfne grafove G1 i G2 vrijedi

|V(G1)| = |V(G2)| , |E(G1)| = |E(G2)| .
To je nu�zdan uvjet izomorfnosti, svakako ne i dovoljan, u �sto ćemo se uvjeriti na
mno�stvu primjera. Evo jednog primjera izomorfnih grafova.

Primjer 1. Dani su grafovi:

Da bismo ustanovili njihovu izomorfnost, moramo konstruirati bijekciju � izme -du
njihovih skupova vrhova koja �cuva susjedstvo. To�cnije, {v1, v2} ∈ E(G1) onda i
samo onda ako je {�(v1),�(v2)} ∈ E(G2) , ∀v1, v2 ∈ V(G1) . Uvjerite se sami da je
bijekcija koja preslikava vrhove u �→ l , v �→ m , w �→ n , x �→ p , y �→ q , z �→ r
izomorfizam zadanih grafova! Prona -dite sami neki drugi izomorfizam ovih grafova!

Relacija “izomorfnosti grafova” je relacija ekvivalencije na skupu svih grafova (s
n vrhova).

Ovisno o problemu koji pro�cavamo, vrhovima grafa ponekad će biti dodijeljena
imena (oznake, labele), a ponekad neće. Uo�cimo: dva grafa su izomorfna ako mo�zemo
preimenovati vrhove jednog u vrhove onog drugog. U tom smislu, �zelimo li prebrojiti
koliko ima grafova s odre -denim brojem vrhova, trebamo naglasiti jesu li vrhovi unap-
rijed ozna�ceni (imenovani, labelirani), ili nisu. U drugom slu�caju, kad ispitujemo broj
grafova s danim brojem neozna�cenih vrhova, tra�zimo zapravo broj svih neizomorfnih
grafova s toliko vrhova.

Primjer 2. Prebrojimo sve jednostavne grafove s 3 vrha, najprije uzimljući u ob-
zir da su vrhovi unaprijed ozna�ceni (dakle, da ih razlikujemo), a onda uz pretpostavku
da nisu ozna�ceni (do izomorfizma). Izlistajmo sve grafove s obilje�zena 3 vrha:
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Ima ih dakle to�cno 8 . Evo sada svih neizomorfnih grafova s 3 vrha (neobilje�zenih
vrhova):

Razmi�sljali smo pritom "iscrpno", rastavljajući problem prebrajanja na disjunktne
podslu�cajeve: najprije smo pogledali koliko ima neizomorfnih grafova s 3 vrha i 0
bridova, pa onda onih s jednim bridom, i tako redom.

Zadatak 1. Koliko ima razli�citih jednostavnih grafova s n vrhova koji su unaprijed
obilje�zeni?

Rje�senje. Brid identificiramo kao dvo�clani podskup skupa vrhova. Svaki dvo�clani
podskup skupa vrhova ili jest, ili nije brid u grafu. Dakle, za svaki od

(n
2

)
podskupova

imamo dvije mogućnosti. Stoga je broj razli�citih grafova s n vrhova jednak 2(n
2) .

Uo�cimo da bi bilo smisleno postaviti pitanje koliko ima neizomorfnih (jednostav-
nih) grafova s n vrhova. Me -dutim, to je pitanje toliko te�sko (nije poznata zatvorena
formula) da ga jedva, i to redovito uz pomoć ra�cunala, mo�zemo rije�siti za neke manje
n -ove. Vrlo ambicioznim �citateljima ostavljamo da taj problem programski rije�se za
neke konkretne ne sasvim male n -ove, recimo za n = 8 , 9 ili eventualno 10 .

De�nicija 4. Za zadane disjunktne grafove G1 = (V(G1),E(G1)) i G2 = (V(G2),
E(G2)) definiramo njihovu uniju G1∪G2 kao graf G1∪G2 = (V(G1)∪V(G2),E(G1)∪
E(G2)) .
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Koliko god nam se ova definicija �cini banalnom (a svakako prirodnom), ona nam
omogućuje da definiramo va�zno svojstvo povezanosti grafa.

De�nicija 5. Graf je povezan ako se ne mo�ze prikazati kao unija neka dva grafa.
U suprotnom ka�zemo da je graf nepovezan. Svaki se nepovezani graf dakle mo-
�ze prikazati kao unija povezanih grafova. Svaki �clan te unije zovemo komponenta
povezanosti.

Uvjerimo se da do izomorfizma postoji samo 6 povezanih jednostavnih grafova
s 4 vrha:

Mi ćemo �cesto promatrati i provoditi dokaze samo za povezane grafove. Nai-
me, ako graf nije povezan, uvijek se svaka njegova komponenta povezanosti mo�ze
promotriti zasebno.

Jedno od pitanja na koje se redovito mo�ze vrlo jednostavno odgovoriti, a pokazuje
se va�znim strukturalnim svojstvom, je koliko susjednih vrhova ima svaki pojedini vrh.
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De�nicija 6. Stupanj vrha v grafa G je broj bridova koji su incidentni s v .
Ozna�cavamo ga s deg(v) . Dogovorno, ako je vrh v petlja, onda ona broju deg(v)
doprinosi s 2 . Vrh stupnja 0 zovemo izolirani vrh, a vrh stupnja 1 zovemo krajnji
vrh.

Posebno, zanimljivo je svakome grafu G pridru�ziti niz stupnjeva. Za graf s n
vrhova to je n -torka koja se sastoji od rastućeg niza cijelih brojeva koji predstavljaju
stupnjeve svih vrhova u grafu G (zajedno s kratnostima).

Primjer 3. Pogledajmo graf na slici.

Niz stupnjeva ovog grafa je (1,1, 2, 2, 2) . Graf ima dva krajnja vrha.

Postavimo si sada ovakvo pitanje: odre -duje li niz stupnjeva strukturu grafa? Ili,
ekvivalentno, ako dva grafa imaju isti niz stupnjeva, jesu li oni nu�zno izomorfni?
Odgovor daje sljedeći

Primjer 4. Zadani su sljedeći grafovi.

Oba zadana grafa imaju niz stupnjeva (2, 2,2, 3, 3) . No, s druge strane, evo struk-
turalne karakteristike koja ih u bitnome razlikuje. U lijevome grafu vrhovi stupnja 3
me -dusobno nisu susjedni, dok u desnome jesu. To dokazuje da oni nisu izomorfni.
Mo�zete li naći primjer dva neizomorfna grafa s 4 vrha koji imaju isti niz stupnjeva?

Leonhard Euler već je 1736. godine dokazao sljedeću jednostavnu �cinjenicu.

Lema 1. (o rukovanju) U svakom grafu G je zbroj stupnjeva svih vrhova paran,
tj. vrijedi ∑

v∈G

deg(v) ≡ 0 (mod 2)

Dokaz. Mo�ze se zapravo dokazati i konkretnija jednakost:
∑
v∈G

deg(v) = 2·|E(G)| .
Nju pak dokazujemo prebrajanjem svih "incidencija" grafa, tj. skupa {(v, e) | v ∈
V(G), e ∈ E(G), v ∈ e} na dva na�cina. Krenemo li od vrhova, za svaki pojedini vrh
takvih incidencija ima to�cno koliko je stupanj doti�cnog vrha. Krenemo li od brido-
va, vidimo da svaki brid ima "dva kraja", tj. da je dvo�clani podskup, pa sveukupno
incidencija ima 2 · |E(G)| . Time smo dokazali ovu jednakost. Kako je desna strana
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jednakosti o�cevidno parna, budući je vi�sekratnik broja 2 , to parna mora biti i lijeva
strana, �sto upravo dokazuje tvrdnju leme.

Ova se jednostavna �cinjenica zove Lema o rukovanju jer se mo�ze interpretirati
ovako: Prilikom rukovanja bilo kojeg broja ljudi, broj ruku koji je u to uklju�cen nu�zno
je paran.

Korolar 2. Broj vrhova neparnog stupnja u svakom grafu je paran.

O odnosu me -du stupnjevima grafa skoro da se ni�sta vi�se ne mo�ze tvrditi, skup
stupnjeva mo�ze biti vrlo raznolik. Naravno, najpravilniji je slu�caj kad je zadan graf u
kojem su svi vrhovi istog stupnja.

De�nicija 7. Za graf G ka�zemo da je regularan, ako su svi njegovi vrhovi istog
stupnja. Ka�zemo da je G r -regularan ako je deg(v) = r , ∀v ∈ V(G) . Cijeli broj r
tada ćemo zvati stupanj regularnosti grafa G .

Niz stupnjeva regularnog grafa je konstantan niz. Razmislite postoji li i kako
izgleda 1 -regularan graf.

De�nicija 8. Podgraf grafa G je graf �ciji vrhovi pripadaju skupu V(G) , a bridovi
skupu E(G) .

Primjer 5.

Podgrafove �cesto dobivamo iz danog grafa G brisanjem vrhova ili bridova. Ako
je e neki brid od G , onda s G − e ozna�cavamo graf G bez brida e . Općenitije, ako
je F ⊆ E(G) , onda je G − F = (V(G),E(G) \ F) . Ako je v vrh od G , onda je
G − v podgraf od G dobiven brisanjem vrha v i svih bridova incidentnih s v . Ako
je pak S ⊆ V(G) , onda se graf G − S dobiva uklanjanjem svih vrhova iz podskupa
S , kao i svih bridova koji su incidentni s bilo kojim od uklonjenih vrhova. Sa G \ e
ozna�cit ćemo graf dobiven kontrakcijom brida e . To�cnije, vrhove incidentne s tim
bridom slijepimo, uzimljući pritom u obzir sve bridove s kojima su oba slijepljena vrha
incidentna. Uo�cimo da G \ e nije podgraf od G .
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Primjer 6.

Zadatak 2. Neka je G graf s n vrhova i m bridova, neka je v vrh od G , takav da
je deg(v) = k , te neka je e brid iz G . Koliko vrhova i bridova imaju grafovi G − e ,
G − v , G \ e ?

Rje�senje. Graf G − e nastao je brisanjem jednog jedinog brida. Dakle ima isto
vrhova koliko i G , n , te bridova za jedan manje, m − 1 . Graf G − v nastaje uklanja-
njem vrha v i svih bridova koji su s njime incidentni, a tih je to�cno deg(v) . Dakle,
vrhova je n − 1 , a bridova m − k . Kona�cno, kontrahiramo li brid e , u novom grafu
G \ e imamo n − 1 vrhova (jer smo dva vrha slijepili), te m − 1 bridova (svi osim
kontrahiranog brida e ).

Do sada smo grafove predstavljali grafi�cki, �sto je vizualno �citatelju najjednos-
tavnije. Me -dutim, pitanje je kako graf reprezentirati u ra�cunalu, ili uopće, kako s
grafovima spretno ra�cunati. Prvo se zapitajmo, �sto nam je minimalno potrebno znati
da bismo graf imali u potpunosti zadan. Npr, znamo li vrhove grafa (koji su sada fiksno
ozna�ceni, jer graf reprezentiramo na jedinstven na�cin), vidimo da je sasvim dovoljno
poznavati skup bridova. Takav se zapis zove lista bridova. Za graf
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lista bridova je:
{uv, uy, vw, vy, wx, wy, xy} .

Lista susjedstva je lista (polje) gdje je svaki element liste podskup skupa vrhova koji
�cine susjedi odre -denog vrha. U gornjem primjeru ta bi lista izgledala ovako:

[u : {v, y}; v : {u, y, w}; w : {v, y, x}; x : {y,w}; y : {u, v, w, x}]

De�nicija 9. Ozna�cimo li vrhove zadanog grafa G s V = {1, 2, . . . , n} , onda
definiramo matricu susjedstva A = [aij] kao n× n matricu �ciji je element aij jednak
broju bridova koji spajaju vrh i s vrhom j .

Za jednostavni graf matrica susjedstva je o�cito simetri�cna 0−1 matrica. Za pret-
hodni primjer grafa, uz preimenovanje vrhova (u, v,w, x, y) = (1,2, 3, 4, 5) , dobivamo
ovu matricu susjedstva:

A =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 1
1 0 1 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1
1 1 1 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎦

Uo�cimo da zbroj elemenata u pojedinom retku (ili stupcu) to�cno odgovara stupnju
odgovarajućeg vrha.

De�nicija 10. Ozna�cimo li dodatno i bridove zadanog grafa G s E = {1, 2, . . . , m} ,
onda definiramo matricu incidencije kao n × m matricu B = [bij] �ciji su elementi

bij =
{

1, ako je vrh i incidentan s bridom j
0, ina�ce

Uo�cite da svaki stupac matrice incidencije ima na to�cno dva mjesta 1 , dok su
na ostalim mjestima nule. Te dvije jedinice to�cno kazuju koja dva vrha spaja doti�cni
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brid. Matrica incidencije za prethodni primjer je npr. (to je sada ovisno o tome kako
si numeriramo bridove)

B =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1

⎤
⎥⎥⎥⎦

Pridijelite sami bridovima ovog grafa labele sukladno ovoj matrici incidencije i uvje-
rite se da matrica incidencije jednozna�cno definira strukturu grafa. �Sto bi se desilo s
matricom incidencije ako biste preimenovali skup vrhova (skup bridova)? �Sto bi se
desilo s matricom susjedstva ako biste preimenovali skup vrhova?

Zadatak 3. Ako je G jednostavni graf s najmanje 2 vrha, doka�zi da G mora
sadr�zavati barem 2 vrha istoga stupnja.

Rje�senje. Općenito, imamo li jednostavni graf s n vrhova, onda stupnjevi poje-
dinih vrhova mogu biti brojevi 0, 1, . . . , n − 1 . Mogućnosti je dakle n . Me -dutim,
uo�cimo da je nemoguće da u grafu istodobno postoji vrh stupnja 0 i stupnja n − 1
(takav bi naime bio susjedan svakom drugom vrhu). Dakle, razli�citih stupnjeva vrhova
grafa ima najvi�se n − 1 . Sada primijenimo Dirichletov princip, iz kojeg neposredno
slijedi da postoje barem dva vrha istoga stupnja.

Zadatak 4. Smjesti slova A , B , C , D , E , F , G i H u krugove sa slike tako da
nijedno slovo nije susjedno s onim slovom s kojim je susjedno u (engleskoj) abecedi.

Rje�senje. Iscrpno pretra�zivanje vodilo bi do ispitivanja 8! mogućnosti. �Zelimo
li si u�stedjeti vrijeme, uo�cimo neravnopravnost slova A i H u odnosu na sva ostala,
budući ona imaju samo po jednog susjeda me -du danim slovima, a ostala slova po dva.
S obzirom da dva sredi�snja polja sheme imaju stupanj 6 , u njih mo�zemo staviti samo ta
dva slova, jer ostala slova, s dva susjeda u abecedi, mogu biti smje�stena u polja stupnja
najvi�se 5 . Uo�cimo dalje da je svejedno jesmo li stavili slovo A lijevo ili desno, jer je
shema simetri�cna. Nakon ovog po�cetka vjerujemo da će svatko moći ispuniti shemu
slovima do kraja i naći jedno rje�senje. Koliko razli�citih rje�senja ima? Jesu li ona
sva me -dusobno izomorfna? Na ova pitanja ćete lako odgovoriti uo�cite li sve simetrije
zadane sheme. Evo jednog rje�senja:
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Zadatak 5. Poka�zi da u svakoj grupi od 6 ljudi postoje 3 �covjeka koji se me -du-
sobno poznaju ili postoje 3 �covjeka od kojih nitko ne poznaje preostala dva.

Rje�senje. Izmodelirajmo rje�senje pomoću grafova. Vrhovi grafa bit će naravno
promatrani ljudi, a njihovo poznanstvo realizirajmo kao susjedstvo. Pitanje je, dakle,
mo�zemo li uvijek garantirati da u jednostavnom grafu sa 6 vrhova postoji ,,trokut” ili
pak tri vrha koja nisu vezana niti jednim bridom. Uo�cimo, ne smanjujući općenitost,
bilo koji od 6 vrhova i nazovimo ga s u . Kako osim u ima 5 drugih vrhova s kojima
u mo�ze biti susjedan ili nesusjedan, to on mora biti u jednom od ta dva odnosa s
barem 3 vrha. Razmotrimo situaciju kad je u susjedan s barem 3 vrha. Tri njegova
susjeda neka su v1 , v2 i v3 . Ako su neki od vrhova vi me -dusobno susjedni, onda smo
gotovi, jer oni zajedno s vrhom u �cine trokut. Ako su pak sva tri vrha vi me -dusobno
nesusjedna, onda smo na�sli tri vrha koja nisu vezana niti jednom bridom, pa smo opet
dokazali tvrdnju. Analogno se razmotri situacija kad u ima barem 3 nesusjeda.

Zadatak 6. Postoji li grupa od 5 ljudi u kojoj se bilo koja izabrana trojica niti
me -dusobno poznaje, niti ne poznaje?

Rje�senje. Mo�zda je netko pomislio da ćemo ,,imitirati” rje�senje prethodnog zada-
tka. No, ovdje grupa od 5 ljudi s tra�zenim svojstvima postoji. Evo je:
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1.3. Primjeri

Kad prou�cavamo razna strukturalna svojstva grafova, redovito nam treba mno�stvo
primjera za koje znamo to�cno kako izgledaju odnosno kakvu strukturu imaju, pa na nji-
ma na�se daljnje pretpostavke i ispitivanja jednostavno mo�zemo provjeriti. Stoga ovdje
navodimo nekoliko serija jednostavnih grafova i jo�s neke va�zne sporadi�cne primjere i
konstrukcije.

Primjer 7. Nul-graf je graf �ciji je skup bridova prazan skup. Uo�cimo da su svi
nul-grafovi s istim brojem vrhova me -dusobno izomorfni. Nul-graf s n vrhova ozna-
�cavat ćemo s Nn . U nul-grafu je svaki vrh izoliran, tj. stupanj svakog vrha jednak je
nuli.

Primjer 8. Jednostavni graf kod kojeg su svaka dva vrha susjedna zovemo pot-
puni graf. Potpuni graf s n vrhova ozna�cavamo s Kn . Uo�cimo da potpuni graf ima(n

2

)
= n(n−1)

2 bridova, te da svaki od n vrhova ima to�cno n − 1 susjeda, pa je Kn

(n − 1) -regularan.

Primjer 9. Povezani 2 -regularni graf zovemo cikli�cki graf (ili kratko ciklus). Ci-
kli�cki graf s n vrhova ozna�cavamo s Cn . Ciklus Cn ima n vrhova i n bridova. �Sto se
općenito mo�ze reći o grafu koji je 2 -regularan? Uo�cite da to ne mora biti ciklus, već
to mo�ze biti i disjunktna unija ciklusa.
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Primjer 10. Graf koji dobijemo iz cikli�ckog grafa brisanjem to�cno jednog brida
zovemo lanac i ozna�cavamo s Pn , ako ima n vrhova.

Primjer 11. Graf koji dobijemo iz ciklusa Cn−1 tako da svaki njegov vrh spojimo
s jednim novim vrhom zovemo kota�c s n vrhova i ozna�cavamo s Wn . Jednostavno se
izra�cuna da je |E(Wn)| = 2n − 2 .

De�nicija 11. Ako skup vrhova grafa G mo�zemo razdvojiti u dva disjunktna sku-
pa A i B tako da svaki brid od G spaja neki vrh skupa A s nekim iz skupa B , onda
ka�zemo da je G bipartitan graf.

Alternativno mo�zemo reći da je G bipartitan graf ako mu vrhove mo�zemo pobo-
jati u dvije boje, npr. crnu i bijelu, tako da je svaki brid incidentan s jednim crnim i s
jednim bijelim vrhom. Uo�cimo na primjer da je svaki lanac Pn bipartitan. Uvijek je
naime moguće krenuti od jednog krajnjeg vrha lanca i naizmjence pobojati sve njegove
vrhove.

Primjer 12. Potpuni bipartitni graf je onaj bipartitni graf s particijom skupa vrhova
V(G) = A ∪ B kod kojeg je svaki vrh iz skupa A spojen sa svakim iz B . Ako je
|A| = r , te |B| = s , onda takav graf ozna�cavamo s Kr,s .
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Jasno je da vrijedi da graf Kr,s ima r + s vrhova i r · s bridova.

Primjer 13. k -kocka Qk je graf �ciji vrhovi odgovaraju svim binarnim nizovima
(a1, a2, . . . , ak) , ai ∈ {0, 1} , duljine k , te �ciji bridovi spajaju one binarne nizove koji
se razlikuju to�cno na jednom mjestu.

Pogledajmo općenito glavna svojstva k -kocke. Jasno je da je broj vrhova k -
kocke jednak broju binarnih nizova duljine k , dakle |V(Qk)| = 2k . Koliko bridova
ima takva kocka? Jednostavnije je prvo utvrditi k -regularnost. Naime, svaki vrh je
susjedan to�cno s onim vrhovima s kojima se, shvaćen kao binarni niz, razlikuje na
jednoj poziciji. Svaki niz je duljine k , pa ima to�cno k mjesta na kojima se mo�ze
razlikovati, dakle to�cno k susjeda. Sada, kad smo utvrdili k -regularnost, jednostavno
je prebrojati skup bridova. Naime, svaki od 2k vrhova incidentan je s k bridova, no u
tom brojanju prebrojali smo svaki brid dvaput. Stoga je

|E(Qk)| =
2k · k

2
= k · 2k−1 .

De�nicija 12. Ako je G jednostavni graf sa skupom vrhova V(G) , onda je njegov
komplement G jednostavni graf s istim skupom vrhova V(G) , dok su dva vrha u G
susjedna onda i samo onda ako oni nisu susjedni u grafu G .
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Ozna�cimo li skup svih dvo�clanih podskupova skupa V s
(

V
2

)
, onda vrijedi da je

E(G) =
(V(G)

2

)\E(G) i u tom smislu je skup bridova komplementarnog grafa komple-
mentaran (u skupovnom smislu) skupu bridova zadanog grafa. Tra�zenje komplementa

je dualna operacija, tj. G je izomorfan s G . Naime, ako su vrhovi u i v susjedni
u G , onda oni nisu susjedni u G , pa su opet susjedni u njegovom komplementu G .
Identiteta koja preslikava skup vrhova od G u onaj od G dakle �cuva susjedstvo, pa je
izomorfizam.

Komplement nul-grafa s n vrhova je potpuni graf s n vrhova: Nn = Kn . Kom-
plement potpunog bipartitnog grafa je unija dvaju potpunih grafova: Kr,s = Kr ∪ Ks .

Ako nam je poznata matrica susjedstva A jednostavnog grafa G , �sto se mo�ze reći
o matrici susjedstva A njemu komplementarnog grafa G ? Ako su razli�citi vrhovi i
i j susjedni u G , onda je aij = 1 . No, u G onda i i j nisu susjedni, pa je aij = 0 .
Sli�cno se vidi i za razli�cite nesusjedne vrhove u G , u smislu da je tada aij = 0 , i
aij = 1 . Posebno treba obratiti pozornost na dijagonalne elemente, budući su oni u
obje matrice susjedstva jednaki 0 . Kona�cno, ozna�cimo li s J matricu koja se sastoji
od samih jedinica, tj. koja na svim mjestima ima ulaz 1 , a s I jedini�cnu matricu,
mo�zemo pisati

A = J − I − A .

1.4. Zadaci za vje�zbu

Zadatak 7. Mo�ze li se jednozna�cno (do izomorfizma) odrediti struktura jednos-
tavnog grafa s n vrhova kojem je zadan niz stupnjeva (1, 1, 2, 2,2, . . . , 2) ? Ispitaj �sto
sve mo�ze biti takav graf! �Sto ako se doda uvjet da je graf povezan?

Zadatak 8. Na -di niz stupnjeva za kota�c Wn s n vrhova. Uvjeri se neposredno da
je uvijek broj vrhova neparnog stupnja paran!

Zadatak 9. Neka je A matrica incidencije grafa C4 (kojem su vrhovi numerirani
slijedom, npr. u smjeru kazaljke na satu). Izra�cunaj An !

Zadatak 10. Ispitaj za koje n -ove je ciklus Cn bipartitan graf. Za koje n -ove je
kota�c Wn bipartitan?

Zadatak 11. Doka�zi da je k -kocka Qk bipartitan graf za svaki k ≥ 2 .

Zadatak 12. Uz koje uvjete na parametre su grafovi Kn , Kr,s , Wn regularni? S
kojim stupnjem regularnosti?
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Zadatak 13. Doka�zi da je komplement r -regularnog jednostavnog grafa (n− r−
1) -regularan.

Zadatak 14. �Sto je komplement kocki s 8 vrhova? Mo�ze�s li prepoznati geomet-
rijsko tijelo u dobivenom komplementarnom grafu?

Zadatak 15. Za jednostavni graf koji je izomorfan svome komplementu ka�zemo
da je samokomplementaran. Doka�zi da ako je G samokomplementaran, onda mu je
broj bridova n ≡ 0, 1 (mod 4)

Zadatak 16. Na -di sve samokomplementarne grafove s 4 i s 5 vrhova.

Zadatak 17. Bridni graf L(G) jednostavnog grafa G definira se kao graf �ciji vrho-
vi su u bijektivnoj korespondenciji s bridovima grafa G , pri �cemu su dva vrha od L(G)
susjedna onda i samo onda ako su odgovarajući bridovi u G susjedni (tj. incidentni s
jednim zajedni�ckim vrhom). Poka�zi da K3 i K1,3 imaju iste bridne grafove.

Zadatak 18. Poka�zi da je bridni graf tetraedra izomorfan s oktaedrom.

Zadatak 19. Doka�zi da ako je G k -regularan, onda je njegov bridni graf L(G)
(2k − 2) -regularan.


