1.

Pojam grafa

1.1. Motivacija

Do sada smo u diskretnoj matematici prvenstveno ucili prebrajati konacne skupove
i njihove razne podskupove, rabeéi pritom ili direktne tehnike prebrajanja (produktno
pravilo, formula uklju¢ivanja i isklju¢ivanja), ili razvijajuéi druge matematicke alate
(funkcije izvodnice, rekurzivne relacije) za tu svrhu. Veéina postavljenih problema
elementarne, enumerativne kombinatorike odgovarala je na pitanje koliko pojedinih
objekata ima (preciznije, koliki je kardinalitet odgovarajuéih podskupova zadanoga
skupa), ili na koliko se nacina nesto moze naciniti (konstruirati, sloziti, obaviti). Slje-
dedi korak u proucavanju konacnih objekata je da viSe ne promatramo samo skupove
ili njihove podskupove kao temeljnu strukturu s kojom radimo, nego da promatramo
sloZenije kombinatoricke strukture i njihova svojstva, te da pomocu njih esto uspijemo
odgovoriti 1 na pitanja kako nesto uCiniti. Najjednostavnija i najce$ce primjenjivana
kombinatoricka struktura je graf, pri cemu upravo jednostavnost te strukture omogu-
¢uje da puno prakti¢nih problema lagano mozemo prevesti, izmodelirati u terminima
grafova, a tada na doti¢ne grafove primijeniti poznate dokazane teoretske spoznaje,
algoritme i apstraktne ideje.

Za razliku od mnogih drugih dijelova matematike, za teoriju grafova se tocno
moze reci kada je zasnovana. U svome Clanku iz 1736. godine

L. Euler, Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis
(RjeSenje jednog problema u svezi s geometrijom poloZaja),
Comm. Acad. Sci. Imp. Petropolitanae 8 (1736), 128-140.

Svicarski matemati¢ar Leonhard Euler (1707. — 1783.) obradio je i rijeSio jedan ¢u-
veni stari problem. Pruski grad Konigsberg (danas Kalinjingrad, Rusija) lezi na rijeci
Pregel, koja grad dijeli na Cetiri teritorija, dva otoka i dva obalna dijela, a koji suu 18.
stoljecu bili povezani sa sedam mostova kao na slici.
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Pitanje je mozZe li se iz nekog dijela grada Konigsberga krenuti u Setnju tako da
se svakim mostom prijede tocno jednom. Evo odmah i neposrednog odgovora. Ako
lijeva obala rijeke Pregel (teritorij oznaden na slici slovom A) nije niti podetak niti
kraj naSe Setnje, onda nam za svaki dolazak na teritorij A i odlazak s njega trebaju
dva razli¢ita mosta. No, kako je teritorij A spojen s ostalim dijelovima grada trima
mostovima, takva je Setnja nemoguca. Dakle, teritorij A morao bi biti pocetak ili
kraj Setnje. Medutim, analogno razmatranje moZemo provesti i za preostala tri dijela
Konigsberga, B, C i D, iz ¢ega proizlazi da bismo u svakom od tih dijelova morali
ili poceti ili zavrsiti nasu Setnju, Sto je dakako nemoguce.

Vijerujemo da svatko uocava da je prirodni model (skica lisena svih nepotrebnih
ukrasa) na kojem se problem konigsberskih mostova moze proucavati sljedeca shema,

A

B

aupravo je to primjer jednog (neusmjerenog) grafa. Euler je postavljeno pitanje rijesio
iu znatno vecoj opcenitosti, no o tome ¢emo detaljnije i preciznije uciti kasnije.

Iako temelji teorije grafova sezu u 18. stoljece, ta se matematicka disciplina kao
zasebna teorija intenzivno pocela razvijati tek u drugoj polovici 20. stolje¢a, a mnostvo
otvorenih problema svjedoci o njenoj aktualnosti i danas. Probleme teorije grafova
¢esto je sasvim jednostavno formulirati, no ponekad ih je vrlo teSko rijesiti.

Svaka se mreZna konfiguracija (cestovna karta, naftovod, strujni krug) moZze na
prirodan nacin zamijeniti grafom, te se mogu postaviti zanimljiva pitanja koja teorija
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grafova rjeSava. Na primjer, zanimljivo je pitanje mogu li se sve ulice zagrebackog
Gornjeg grada uciniti jednosmjernima, a da se pritom moZze autom dovesti iz bilo koje
tocke u bilo koju drugu tocku, i to naravno u smjeru voznje. Naravno da to nije moguce
ako se zna da ima i slijepih ulica (Visoka), ali razmislite o tom problemu ako se slijepe
ulice zanemare.

Ima naravno i kompliciranijih i manje ocitih primjena teorije grafova. Jedna
takva je cuveni problem 4 boje. Naime, moze se pokazati da se svaka geografska
karta moZe obojati s 4 boje, tako da su susjedne drzave obojane razli¢itim bojama.
Rjesavanje tog, kao i mnogih drugih problema, medutim nadilazi okvire zacrtane pla-
nom ovog kolegija. Mi ¢emo se ovdje precizno upoznati s pojmom grafa, prouciti
jednostavna strukturalna svojstva grafova, karakteristine primjere, te upoznati naj-
jednostavnije algoritme optimizacije na grafovima. Takoder, neki od problema teorije
grafova iziskuju softversko, programsko rjesavanje, no u okviru ovog kolegija mi ¢emo
takve probleme samo spomenuti i naznaciti moguce pravce rjeSavanja, a eventualno
zainteresiranim studentima ostaviti da sami za vlastito zadovoljstvo naCine adekvatne
racunalne programe.

1.2. Glavne definicije
|

Definicija 1. Jednostavni graf G sastoji se od nepraznog kona¢nog skupa V(G),
Cije elemente zovemo vrhovi (¢vorovi) grafa G i kona¢nog skupa E(G) razliCitih
dvoclanih podskupova skupa V(G) koje zovemo bridovi. Skup V(G) zovemo skup
vrhova i ako je jasno o kojem je grafu G rije¢ oznacavat ¢emo ga krace samo s V, a
skup E(G) zovemo skup bridova i oznaCavat ¢emo gaisamo s E. Formalno, ponekad
¢emo pisati G = (V(G),E(G)) ili krace josi G = (V,E).

Oznaka V za skup vrhova dolazi od engleske rijeci vertex za vrh, a oznaka E za
skup bridova pak od engleske rijeci edge za brid.

Uocimo da smo prethodnom definicijom jednostavnog grafa iskljucili mogucnost
da su dva vrha spojena s viSe bridova (buduéi smo E(G) definirali kao skup), te da
postoji brid koji spaja vrh sa samim sobom (jer smo svaki brid definirali kao dvoclani
podskup). Ako pak dopustimo visekratnost bridova, ili ako dopustimo brid koji spaja
vrh sa samim sobom (takve bridove zvat éemo petljama), onda redovito govorimo o
opCem (generaliziranom) grafu, ili kratko samo o grafu. U vecini modela i struktural-
nih problema koje ¢emo promatrati svejedno je promatramo li ih u jednostavnom ili
opéem grafu, pa ¢emo to posebno naglasavati samo kad odista bude potrebno.

Definicija 2. Zabrid e = {v,w} kaZemo da spaja vrhove v i w i bez moguénosti
zabune krace ga piSemo vw. U toj situaciji kazemo da su vrhovi v i w grafa G
susjedni. Takoder, kazemo da je vrh v incidentan s bridom e. Naravno, i w je
takoder incidentan s bridom e.

Graficki ¢emo vrhove grafa prikazivati kruzi¢ima, a bridove spojnicama vrhova.
Sjeciste dviju spojnica je vrh samo ako je nacrtano kruzi¢em.

Glavni zadatak teorije grafova je proniknuti u strukturu pojedinog grafa, te usta-
noviti u éemu je bitna (strukturalna) razlika dvaju promatranih grafova. Najprije éemo
stoga definirati kada dva grafa u apstraktnom smislu smatramo jednakima.
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Definicija 3. Za grafove G; i G, kaZzemo da su izomorfni ako postoji bijektivna
korespondencija (1 — 1 preslikavanje) izmedu skupova V(G;) i V(G,), takva da je
broj bridova koji spajaju bilo koja dva izabrana vrhau V(G;) jednak broju bridova koji
spajaju korespondentna dva vrha u V(G,). Takvu bijekciju zvat éemo izomorfizam
grafova.

1z definicije odmah slijedi da za izomorfne grafove G; i G, vrijedi
V(G| = [V(G)|, [E(G1)| = |E(G)].

To je nuzdan uvjet izomorfnosti, svakako ne i dovoljan, u $to ¢emo se uvjeriti na
mnostvu primjera. Evo jednog primjera izomorfnih grafova.

Primjer 1. Dani su grafovi:

Gy
G 1 n q

Da bismo ustanovili njihovu izomorfnost, moramo konstruirati bijekciju ¢ izmedu
njihovih skupova vrhova koja ¢uva susjedstvo. To¢nije, {vi,v»} € E(G;) onda i
samo onda ako je {@(v)), p(v2)} € E(G,), VYvi,v; € V(G;). Uvjerite se sami da je
bijekcija koja preslikava vrthove u — [, v — m, w—n, x — p, y— q, 2 — 1
izomorfizam zadanih grafova! Pronadite sami neki drugi izomorfizam ovih grafova!

Relacija “izomorfnosti grafova” je relacija ekvivalencije na skupu svih grafova (s
n vrhova).

Ovisno o problemu koji pro¢avamo, vrhovima grafa ponekad e biti dodijeljena
imena (oznake, labele), a ponekad neée. Uocimo: dva grafa suizomorfna ako mozemo
preimenovati vrhove jednog u vrhove onog drugog. U tom smislu, Zelimo li prebrojiti
koliko ima grafova s odredenim brojem vrhova, trebamo naglasiti jesu li vrhovi unap-
rijed oznaceni (imenovani, labelirani), ili nisu. U drugom slu¢aju, kad ispitujemo broj
grafova s danim brojem neoznacenih vrhova, traZimo zapravo broj svih neizomorfnih
grafova s toliko vrhova.

Primjer 2. Prebrojimo sve jednostavne grafove s 3 vrha, najprije uzimljuci u ob-
zir da su vrhovi unaprijed oznaceni (dakle, da ih razlikujemo), a onda uz pretpostavku
da nisu oznaceni (do izomorfizma). Izlistajmo sve grafove s obiljezena 3 vrha:
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3 2 3 2 3 2 3 2
1 1 1 1
3 2 3 2 3 2 3 2

Ima ih dakle to¢no 8. Evo sada svih neizomorfnih grafova s 3 vrha (neobiljeZenih
vrhova):

Razmisljali smo pritom "iscrpno", rastavljajuci problem prebrajanja na disjunktne
podslucajeve: najprije smo pogledali koliko ima neizomorfnih grafova s 3 vrhai 0
bridova, pa onda onih s jednim bridom, i tako redom.

Zadatak 1. Koliko ima razlicitih jednostavnih grafova s n vrhova koji su unaprijed
obiljezeni?

Rjesenje. Brid identificiramo kao dvoclani podskup skupa vrhova. Svaki dvoclani
podskup skupa vrhova ili jest, ili nije brid u grafu. Dakle, za svaki od (;) podskupova

imamo dvije moguénosti. Stoga je broj razlicitih grafova s n vrhova jednak 20)

Uocimo da bi bilo smisleno postaviti pitanje koliko ima neizomorfnih (jednostav-
nih) grafova s n vrhova. Medutim, to je pitanje toliko tesko (nije poznata zatvorena
formula) da ga jedva, i to redovito uz pomo¢ racunala, moZemo rijesiti za neke manje
n-ove. Vrlo ambicioznim Citateljima ostavljamo da taj problem programski rijese za
neke konkretne ne sasvim male n-ove, recimo za n = 8, 9 ili eventualno 10.

Definicija 4. Za zadane disjunktne grafove G|, = (V(G,),E(G,)) i G, = (V(G,),
E(G,)) definiramo njihovu uniju G,UG, kao graf G,UG, = (V(G|)UV(G,), E(G,)U
E(Gy)).



6 1. POJAM GRAFA

b G, b

Gl X X
G,UG,

Koliko god nam se ova definicija ¢ini banalnom (a svakako prirodnom), ona nam
omogucuje da definiramo vazno svojstvo povezanosti grafa.

Definicija 5. Graf je povezan ako se ne moZe prikazati kao unija neka dva grafa.
U suprotnom kazemo da je graf nepovezan. Svaki se nepovezani graf dakle mo-
Ze prikazati kao unija povezanih grafova. Svaki ¢lan te unije zovemo komponenta
povezanosti.

Uvjerimo se da do izomorfizma postoji samo 6 povezanih jednostavnih grafova
s 4 vrha:

CIN
N XX

Mi ¢emo Cesto promatrati i provoditi dokaze samo za povezane grafove. Nai-
me, ako graf nije povezan, uvijek se svaka njegova komponenta povezanosti moze
promotriti zasebno.

Jedno od pitanja na koje se redovito moZe vrlo jednostavno odgovoriti, a pokazuje
se vaznim strukturalnim svojstvom, je koliko susjednih vrhova ima svaki pojedini vrh.
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Definicija 6. Stupanj vrha v grafa G je broj bridova koji su incidentni s v.
Oznacavamo ga s deg(v). Dogovorno, ako je vrh v petlja, onda ona broju deg(v)
doprinosi s 2. Vrh stupnja 0 zovemo izolirani vrh, a vrh stupnja 1 zovemo Kkrajnji
vrh.

Posebno, zanimljivo je svakome grafu G pridruZiti niz stupnjeva. Za graf s n
vrhova to je n-torka koja se sastoji od rastuceg niza cijelih brojeva koji predstavljaju
stupnjeve svih vrhova u grafu G (zajedno s kratnostima).

Primjer 3. Pogledajmo graf na slici.

Niz stupnjeva ovog grafa je (1,1,2,2,2). Graf ima dva krajnja vrha.

Postavimo si sada ovakvo pitanje: odreduje li niz stupnjeva strukturu grafa? Ili,
ekvivalentno, ako dva grafa imaju isti niz stupnjeva, jesu li oni nuzno izomorfni?
Odgovor daje sljedeci

Primjer 4. Zadani su sljedeci grafovi.

Oba zadana grafa imaju niz stupnjeva (2,2,2,3,3). No, s druge strane, evo struk-
turalne karakteristike koja ih u bitnome razlikuje. U lijevome grafu vrhovi stupnja 3
medusobno nisu susjedni, dok u desnome jesu. To dokazuje da oni nisu izomorfni.
Mozete li naci primjer dva neizomorfna grafa s 4 vrha koji imaju isti niz stupnjeva?

Leonhard Euler ve¢ je 1736. godine dokazao sljedecu jednostavnu ¢injenicu.

Lema 1. (o rukovanju) U svakom grafu G je zbroj stupnjeva svih vrhova paran,
tj. vrijedi
Z deg(v) =0 (mod 2)

veG

Dokaz. Moze se zapravo dokazati i konkretnija jednakost: )" deg(v) = 2-|E(G)|.

veG
Nju pak dokazujemo prebrajanjem svih "incidencija" grafa, tj. skupa {(v,e) | v €
V(G), e € E(G), v € e} nadvanacina. Krenemo li od vrhova, za svaki pojedini vrh
takvih incidencija ima to¢no koliko je stupanj doticnog vrha. Krenemo li od brido-
va, vidimo da svaki brid ima "dva kraja", tj. da je dvoclani podskup, pa sveukupno
incidencija ima 2 - |[E(G)|. Time smo dokazali ovu jednakost. Kako je desna strana
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jednakosti ocevidno parna, bududi je viSekratnik broja 2, to parna mora biti i lijeva
strana, $to upravo dokazuje tvrdnju leme. H

Ova se jednostavna ¢injenica zove Lema o rukovanju jer se moZze interpretirati
ovako: Prilikom rukovanja bilo kojeg broja ljudi, broj ruku koji je u to uklju¢en nuzno
je paran.

Korolar 2. Broj vrhova neparnog stupnja u svakom grafu je paran.

O odnosu medu stupnjevima grafa skoro da se nista vise ne moze tvrditi, skup
stupnjeva moze biti vrlo raznolik. Naravno, najpravilniji je slucaj kad je zadan graf u
kojem su svi vrhovi istog stupnja.

Definicija 7. Za graf G kaZzemo da je regularan, ako su svi njegovi vrhovi istog
stupnja. Kazemo da je G r-regularan ako je deg(v) = r, Vv € V(G). Cijeli broj r

tada ¢emo zvati stupanj regularnosti grafa G.

Niz stupnjeva regularnog grafa je konstantan niz. Razmislite postoji li i kako
izgleda 1-regularan graf.

Definicija 8. Podgraf grafa G je graf ¢iji vrhovi pripadaju skupu V(G), a bridovi
skupu E(G).

Primjer 5.

je podgraf od

ali nije od

Podgrafove Cesto dobivamo iz danog grafa G brisanjem vrhova ili bridova. Ako
je e neki brid od G, ondas G — e oznacavamo graf G bez brida e. Opcenitije, ako
je F C E(G),ondaje G—F = (V(G),E(G) \ F). Ako je v vth od G, onda je
G — v podgraf od G dobiven brisanjem vrha v i svih bridova incidentnih s v. Ako
je pak S C V(G), onda se graf G — S dobiva uklanjanjem svih vrhova iz podskupa
S, kao i svih bridova koji su incidentni s bilo kojim od uklonjenih vrhova. Sa G\ e
oznacit ¢emo graf dobiven kontrakcijom brida e. Tocnije, vrhove incidentne s tim
bridom slijepimo, uzimljuéi pritom u obzir sve bridove s kojima su oba slijepljena vrha
incidentna. Uo¢imo da G \ e nije podgraf od G.



1.2. GLAVNE DEFINICIJE 9

Primjer 6.

v e w
G
G-v
Zadatak 2. Nekaje G grafs n vrhovai m bridova, nekaje v vrthod G, takav da

je deg(v) =k, te neka je e brid iz G. Koliko vrhova i bridova imaju grafovi G — e,
G—v,G\e?

Gle

Rjesenje. Graf G — e nastao je brisanjem jednog jedinog brida. Dakle ima isto
vrhova kolikoi G, n, te bridova za jedan manje, m — 1. Graf G — v nastaje uklanja-
njem vrha v i svih bridova koji su s njime incidentni, a tih je to¢no deg(v). Dakle,
vrhova je n — 1, a bridova m — k. Konacno, kontrahiramo li brid ¢, u novom grafu
G\ e imamo n — 1 vrhova (jer smo dva vrha slijepili), te m — 1 bridova (svi osim
kontrahiranog brida e).

Do sada smo grafove predstavljali graficki, $to je vizualno citatelju najjednos-
tavnije. Medutim, pitanje je kako graf reprezentirati u racunalu, ili uopce, kako s
grafovima spretno racunati. Prvo se zapitajmo, $to nam je minimalno potrebno znati
da bismo graf imali u potpunosti zadan. Npr, znamo li vrhove grafa (koji su sada fiksno
oznaceni, jer graf reprezentiramo na jedinstven nacin), vidimo da je sasvim dovoljno
poznavati skup bridova. Takav se zapis zove lista bridova. Za graf
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lista bridova je:
{uv, uy, vw, vy, wx, wy, xy}.

Lista susjedstva je lista (polje) gdje je svaki element liste podskup skupa vrhova koji
¢ine susjedi odredenog vrha. U gornjem primjeru ta bi lista izgledala ovako:

[u:{v,ybsvi{u,y,wh we{v,y,x}; x: {y,w}; y: {u,v,w,x}]

Definicija 9. Oznac¢imo li vrhove zadanog grafa G s V = {1,2,...,n}, onda
definiramo matricu susjedstva A = [q;] kao n x n matricu ¢iji je element a; jednak
broju bridova koji spajaju vrh i s vrhom j.

Za jednostavni graf matrica susjedstva je ocito simetricna 0 — 1 matrica. Za pret-
hodni primjer grafa, uz preimenovanje vrhova (u, v, w,x,y) = (1,2,3,4,5), dobivamo
ovu matricu susjedstva:

S

Il
— oo ~=O
—_—O = O =
—_——0 = O
— o —O O
O = =

Uocimo da zbroj elemenata u pojedinom retku (ili stupcu) to¢no odgovara stupnju
odgovarajuceg vrha.

Definicija 10. Oznacimo li dodatnoibridove zadanoggrafa G s E = {1,2,...,m},
onda definiramo matricu incidencije kao n x m matricu B = [b;] ¢iji su elementi

b — 1, akoje vrh i incidentan s bridom j
Y71 0, inace

Uocite da svaki stupac matrice incidencije ima na to¢no dva mjesta 1, dok su
na ostalim mjestima nule. Te dvije jedinice to¢no kazuju koja dva vrha spaja doti¢ni
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brid. Matrica incidencije za prethodni primjer je npr. (to je sada ovisno o tome kako
si numeriramo bridove)

0
0
1
0

o

|
SO ==
— o oo
SO~ —=O
—_o O ~=O
OSO—= = OO
—_—_0 oo

1

Pridijelite sami bridovima ovog grafa labele sukladno ovoj matrici incidencije i uvje-
rite se da matrica incidencije jednoznacno definira strukturu grafa. Sto bi se desilo s
matricom incidencije ako biste preimenovali skup vrhova (skup bridova)? Sto bi se
desilo s matricom susjedstva ako biste preimenovali skup vrhova?

Zadatak 3. Ako je G jednostavni graf s najmanje 2 vrha, dokazi da G mora
sadrZzavati barem 2 vrha istoga stupnja.

Rjesenje. Opcenito, imamo li jednostavni graf s n vrhova, onda stupnjevi poje-
dinih vrhova mogu biti brojevi 0,1,...,n — 1. Mogu¢énosti je dakle n. Medutim,
uo¢imo da je nemoguce da u grafu istodobno postoji vrh stupnja O i stupnja n — 1
(takav bi naime bio susjedan svakom drugom vrhu). Dakle, razli¢itih stupnjeva vrhova
grafa ima najviSe n — 1. Sada primijenimo Dirichletov princip, iz kojeg neposredno
slijedi da postoje barem dva vrha istoga stupnja.

Zadatak 4. Smjestislova A, B, C, D, E, F, G i H ukrugove sa slike tako da
nijedno slovo nije susjedno s onim slovom s kojim je susjedno u (engleskoj) abecedi.

)
./

RjeSenje. Iscrpno pretraZivanje vodilo bi do ispitivanja 8! moguénosti. Zelimo
li si ustedjeti vrijeme, uocimo neravnopravnost slova A i H u odnosu na sva ostala,
bududi ona imaju samo po jednog susjeda medu danim slovima, a ostala slova po dva.
S obzirom da dva srediSnja polja sheme imaju stupanj 6, unjih moZemo staviti samo ta
dva slova, jer ostala slova, s dva susjeda u abecedi, mogu biti smjeStena u polja stupnja
najvise 5. Uocimo dalje da je svejedno jesmo li stavili slovo A lijevo ili desno, jer je
shema simetri¢na. Nakon ovog pocetka vjerujemo da ¢e svatko moéi ispuniti shemu
slovima do kraja i nadi jedno rjeSenje. Koliko razlicitih rjeSenja ima? Jesu li ona
sva medusobno izomorfna? Na ova pitanja Cete lako odgovoriti uocite li sve simetrije
zadane sheme. Evo jednog rjesenja:
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Zadatak 5. PokaZi da u svakoj grupi od 6 ljudi postoje 3 Covjeka koji se medu-
sobno poznaju ili postoje 3 Covjeka od kojih nitko ne poznaje preostala dva.

Rjesenje. 1zmodelirajmo rjeSenje pomocu grafova. Vrhovi grafa bit ¢e naravno
promatrani ljudi, a njihovo poznanstvo realizirajmo kao susjedstvo. Pitanje je, dakle,
mozemo li uvijek garantirati da u jednostavnom grafu sa 6 vrhova postoji ,,trokut” ili
pak tri vrha koja nisu vezana niti jednim bridom. Uo¢imo, ne smanjujuci opcenitost,
bilo koji od 6 vrhovainazovimo gas u. Kako osim « ima 5 drugih vrhova s kojima
u moze biti susjedan ili nesusjedan, to on mora biti u jednom od ta dva odnosa s
barem 3 vrha. Razmotrimo situaciju kad je u susjedan s barem 3 vrha. Tri njegova
susjeda neka su vy, v, i v3. Ako su neki od vrhova v; medusobno susjedni, onda smo
gotovi, jer oni zajedno s vchom u Cine trokut. Ako su pak sva tri vrha v; medusobno
nesusjedna, onda smo nasli tri vrha koja nisu vezana niti jednom bridom, pa smo opet
dokazali tvrdnju. Analogno se razmotri situacija kad u# ima barem 3 nesusjeda.

Zadatak 6. Postoji li grupa od 5 ljudi u kojoj se bilo koja izabrana trojica niti
medusobno poznaje, niti ne poznaje?

Rjesenje. Mozda je netko pomislio da éemo ,,imitirati” rjeSenje prethodnog zada-
tka. No, ovdje grupa od 5 ljudi s traZzenim svojstvima postoji. Evo je:
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1.3. Primjeri
|

Kad prouc¢avamo razna strukturalna svojstva grafova, redovito nam treba mnostvo
primjera za koje znamo to¢no kako izgledaju odnosno kakvu strukturu imaju, pa na nji-
ma naSe daljnje pretpostavke i ispitivanja jednostavno mozemo provjeriti. Stoga ovdje
navodimo nekoliko serija jednostavnih grafova i jo§ neke vazne sporadi¢ne primjere i
konstrukcije.

Primjer 7. Nul-graf je graf Ciji je skup bridova prazan skup. Uocimo da su svi
nul-grafovi s istim brojem vrhova medusobno izomorfni. Nul-graf s n vrhova ozna-
Cavat ¢emo s N, . U nul-grafu je svaki vrh izoliran, tj. stupanj svakog vrha jednak je
nuli.

N,

Primjer 8. Jednostavni graf kod kojeg su svaka dva vrha susjedna zovemo pot-
puni graf. Potpuni graf s n vrhova oznaCavamo s K, . Uocimo da potpuni graf ima
(?) = "1 bridova, te da svaki od n vrhova ima tocno n — 1 susjeda, pa je K,
(n — 1) -regularan.

Ky Ks

Primjer 9. Povezani 2 -regularni graf zovemo ciklicki graf (ili kratko ciklus). Ci-
klicki graf s n vrhova oznacavamos C, . Ciklus C, ima n vrhovai n bridova. Sto se
opcenito moze reci o grafu koji je 2-regularan? Uocite da to ne mora biti ciklus, vec
to moZe biti i disjunktna unija ciklusa.
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Primjer 10. Graf koji dobijemo iz ciklickog grafa brisanjem tocno jednog brida
zovemo lanac i oznaCavamo s P, , ako ima n vrhova.

Primjer 11. Graf koji dobijemo iz ciklusa C,_; tako da svaki njegov vrh spojimo
s jednim novim vrhom zovemo kota¢ s n vrhovai oznacavamo s W, . Jednostavno se
izratuna daje |[E(W,)| =2n — 2.

Definicija 11. Ako skup vrhova grafa G moZemo razdvojiti u dva disjunktna sku-
pa A i B tako da svaki brid od G spaja neki vrh skupa A s nekim iz skupa B, onda
kaZzemo da je G bipartitan graf.

Alternativno mozemo reci da je G bipartitan graf ako mu vrhove moZemo pobo-
jati u dvije boje, npr. crnu i bijelu, tako da je svaki brid incidentan s jednim crnim i s
jednim bijelim vrhom. Uocimo na primjer da je svaki lanac P, bipartitan. Uvijek je

naime moguce krenuti od jednog krajnjeg vrha lanca i naizmjence pobojati sve njegove
vrhove.

Primjer 12. Potpuni bipartitni graf je onaj bipartitni graf s particijom skupa vrhova
V(G) = A U B kod kojeg je svaki vrh iz skupa A spojen sa svakim iz B. Ako je
|A| = r, te |B| = s, onda takav graf oznacavamo s K.
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K43

Jasno je da vrijedi da graf K, ima r + s vrhovai r- s bridova.

Primjer 13. k-kocka Q; je graf Ciji vrhovi odgovaraju svim binarnim nizovima
(a1,aa,...,a4), a; € {0,1}, duljine k, te ¢iji bridovi spajaju one binarne nizove koji
se razlikuju tocno na jednom mjestu.

001 101

Oly——111

///fig; 110

000 100

Pogledajmo opéenito glavna svojstva k-kocke. Jasno ]e da j 7(]e broj vrhova k-
kocke jednak broju binarnih nizova duljine &, dakle |V(Q;)| = 2*. Koliko bridova
ima takva kocka? Jednostavnije je prvo utvrditi k-regularnost. Naime, svaki vrh je
susjedan tocno s onim vrhovima s kojima se, shvacen kao binarni niz, razlikuje na
jednoj poziciji. Svaki niz je duljine k, pa ima to¢no k mjesta na kojima se moze
razlikovati, dakle to¢no k susjeda. Sada, kad smo utvrdili k-regularnost, jednostavno
je prebrojati skup bridova. Naime, svaki od 2% vrhova incidentan je s k bridova, no u
tom brojanju prebrojali smo svaki brid dvaput. Stoga je

2k
B0 = 55~

= k.21,

Definicija 12. Ako je G jednostavni graf sa skupom vrhova V(G), ondaje njegov

komplement G jednostavni graf s istim skupom vrhova V(G), dok su dva vchau G
susjedna onda i samo onda ako oni nisu susjedni u grafu G.
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Oznacimo li skup svih dvoclanih podskupova skupa V s (‘2/) , onda vrijedi da je
E(G) = (") \ E(G) iu tom smislu je skup bridova komplementarnog grafa komple-
mentaran (u skupovnom smislu) skupu bridova zadanog grafa. TraZenje komplementa
je dualna operacija, tj. G je izomorfan s G. Naime, ako su vrhovi u i v susjedni
u G, onda oni nisu susjedni u G, pa su opet susjedni u njegovom komplementu G.

Identiteta koja preslikava skup vrhova od G u onaj od G dakle ¢uva susjedstvo, pa je
izomorfizam.

Komplement nul-grafa s n vrhova je potpuni graf s n vrhova: N, = K,,. Kom-

plement potpunog bipartitnog grafa je unija dvaju potpunih grafova: K,; = K, UK.

Ako nam je poznata matrica susjedstva A jednostavnog grafa G, §to se moZe reci
o matrici susjedstva A njemu komplementarnog grafa G? Ako su razli¢iti vrhovi i
i j susjedniu G, ondaje a; = 1. No,u G onda i i j nisu susjedni, pa je a; = 0.
Sli¢no se vidi i za razlicite nesusjedne vrhove u G, u smislu da je tada a; = 0, i
a; = 1. Posebno treba obratiti pozornost na dijagonalne elemente, buduci su oni u
obje matrice susjedstva jednaki 0. Konac¢no, ozna¢imo li s J matricu koja se sastoji
od samih jedinica, tj. koja na svim mjestima ima ulaz 1, a s / jedini¢nu matricu,
moZzemo pisati

A=J—-1—-A.

1.4. Zadaci za vjezbu
|

Zadatak 7. MoZe li se jednozna¢no (do izomorfizma) odrediti struktura jednos-
tavnog grafa s n vrhova kojem je zadan niz stupnjeva (1,1,2,2,2,...,2)? Ispitaj $to
sve moZe biti takav graf! Sto ako se doda uvjet da je graf povezan"

Zadatak 8. Nadi niz stupnjeva za kota¢ W, s n vrhova. Uvjeri se neposredno da
je uvijek broj vrhova neparnog stupnja paran!

Zadatak 9. Neka je A matrica incidencije grafa C; (kojem su vrhovi numerirani
slijedom, npr. u smjeru kazaljke na satu). Izratunaj A" !

Zadatak 10. Ispitaj za koje n-ove je ciklus C, bipartitan graf. Za koje n-ove je
kota¢ W, bipartitan?

Zadatak 11. Dokazi da je k-kocka Q, bipartitan graf za svaki k > 2.

Zadatak 12. Uz koje uvjete na parametre su grafovi K,,, K,,, W, regularni? S
kojim stupnjem regularnosti?
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Zadatak 13. Dokazi da je komplement r-regularnog jednostavnog grafa (n —r —
1) -regularan.

Zadatak 14. Sto je komplement kocki s 8 vrhova? Mozes li prepoznati geomet-
rijsko tijelo u dobivenom komplementarnom grafu?

Zadatak 15. Za jednostavni graf koji je izomorfan svome komplementu kazemo
da je samokomplementaran. DokaZi da ako je G samokomplementaran, onda mu je
broj bridova n = 0, 1 (mod 4)

Zadatak 16. Nadi sve samokomplementarne grafove s 4 i s 5 vrhova.

Zadatak 17. Bridni graf L(G) jednostavnog grafa G definira se kao graf ¢iji vrho-
vi su u bijektivnoj korespondenciji s bridovima grafa G, pri éemu su dva vrhaod L(G)
susjedna onda i samo onda ako su odgovarajudi bridovi u G susjedni (tj. incidentni s
jednim zajednic¢kim vrhom). Pokazi da K3 i K 3 imaju iste bridne grafove.

Zadatak 18. PokaZi da je bridni graf tetraedra izomorfan s oktaecdrom.

Zadatak 19. Dokazi da ako je G k-regularan, onda je njegov bridni graf L(G)
(2k — 2) -regularan.



