


Zapis brojeva iz Babilona.

Skupovi brojeva
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Indijski zapis brojeva, oko 300. pr.Kr.
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Indijski zapis brojeva, oko 800. pr.Kr.
medu kojima se pojavijuje znamenka nula.

W

Arapski zapis brojeva iz podrucja
danasnje Spanjolske, oko 1000. godine.
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Zapis brojeva iz Njemacke, 16. stoljece
u rukopisu slikara Albrechta Diirera
(1471.-1528.)

~
S

Eabilonska kultura naslijedila je onu sumeransku oko 1900.

godine p.K. Koristila je klinasto pismo utisnuto na glinene

plocice za zapisivanje brojeva. Zanimljivo je da je koristen

seksagezimalni sustav brojeva. Dakle, babilonska djeca

morala su nauciti 60 razlicitih znakova da bi naucila

zapisivati brojeve. o 262803




1. SRupovi brojeva

1.1, SRup prirodnin brojeva

Brojevi kojima se sluzimo pri brojenju su prirodni brojevi. To su brojevi: jedan, dva,
tri, Cetiri, ..., a oznaCavamo ih s 1, 2, 3, 4 itd. S N smo oznacili skup prirodnih brojeva:

N = {1,234, 0.}

Primjerice, brojevi 2 1 103 su prirodni.-brojevi;a —7,1 0,5 nisu.

Broj 1 je najmanji prirodni broj.

Skup koji se sastoji od svih prirodnih’brojeva i nule oznacavamo s N pa je
N, = {0} U N, odnosno"N, =0,1,2,3,...}.

U skupu N e postoji najveci element. Skup prirodnih brojeva je beskonacan.

Svaki prirodni broj ima svog neposrednog sljedbenika. Neposredni sljedbenik broja
5 je broj. 6, neposredni sljedbenik prirodnog broja n je n+ 1, a neposredni sljedbenik
prirodnogbroja n+1 je (n+ 1)+ 1,4. n+ 2.

Svaki prirodni broj ve¢i od 1 ima svog prethodnika. Prethodnik prirodnog broja
n(n>1)jebrojn—1.

Sada mozemo pisati: N = {1,2,3,..,n —Lnn + 1.},

Prirodni broj moze biti paran ili neparan. Svaki se paran prirodni-broj moze napisati
u obliku 27, a svaki neparan u obliku 27 — 1, gdje je n €N, ili 2n=1“ne N.

Primjer 1.
26=2-13,n=13
55=2-27+1,n=27
Prirodni broj a djeljiv je s prirodnim brojem b ako postoji takav prirodni broj ¢ da je
a=b-c
Ako je prirodni broj.a djeljiv s prirodnim brojem b, onda je a viSekratnik broja b.

Primjer 2.

Broj 21 je djeljiv s brojem 7 jer je 21 =7 - 3. Broj 21 je visekratnik broja 7. Visekratnici
broja 7 redom su: 7, 14, 21, 28... Umnozak svakog prirodnog broja i broja 7 je visekratnik
broja 7.

Svaki prirodni broj n ima beskona¢no mnogo visekratnika, a svaka dva prirodna broja

N (lat. naturalis - prirodan)

ne N citamo: n ele-
ment od N ili n pripada
skupu N.

2n - paran broj
2n —1 - neparan broj
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Euklid

(oko 340. - oko 287. pr. Kr.),
starogrcki matematicar. Prvi je
predlozio aksiome geometrije
i imenovao mnoge veli¢ine u

geometriji i aritmetici.

imaju beskona¢no mnogo zajednickih viSekratnika. Slovom v ¢emo oznacavati najmanji
zajednicki viSekratnik.

Primjer 3.

Visekratnici broja 8 su: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64,72, ..., a
viSekratnici broja 12 su: 12, 24, 36, 48, 60, 72, ...
Zajednicki viSekratnici brojeva 8 i 12 redom su: 24, 48, 72,...'a najmanji medu njima
je 24 pa je:
v(8,12)=2-2-3-3=24.
Prirodni broj veéi od 1 koji je djeljiv samo s 1 i sa samim sobom jest prost broj ili
prim - broj. Prosti brojevi redom su:
2,3,5,7,11, 13...
Prirodni brojevi koji nisu prosti zovu se sloZeni brojevi. Svaki se slozeni broj moze
napisati kao umnozak prostih:brojeva. Tako je
12=2-2-3=22-3,a
100=2-2-5.5=22.52
Kazemo dasmo brojeve 12 i 100 rastavili na proste faktore.
Jos je Euklid dokazao da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

Po dogovoru, broj 1 ne smatramo niti prostim niti slozenim brojem.

Primjer 4.

Dokazimo da ne postoji najveci prost broj.

L4
Pretpostavimo da je p najveci prost broj. Neka je ¢ = 2.- 3 - 5 - \i._.p umnozak svih
prostih brojeva. O¢ito je ¢ slozen brojpag+1=2 -3 -4+ ..\- p+ 1 ne moze biti sloZzen

jer nije djeljiv niti s jednim prostim brojem koji je'manji ilirjednak p. Znaci da je
g + 1 prost broj pa p nije najveci prost broj.

Ako je prirodni broj a djeljiv s prirodnim brojem b, kaZemo da broj b dijeli broj
aipisemo b | a.
Svojstva djeljivosti: 3121, 7[56, 8/20

1. Ako ¢| avi ‘¢l b, onda c| (a + b).
2. Akocla ili ¢|b,ondacla-b.

Rekimjer 5.
11199 i 11]22

pall](99+22) i
11199 - 22, odnosno 11| 121 i 11]2178.



Skup prirodnih brojeva

Brojevi koji dijele neki prirodni broj nazivamo mjerama tog broja.
Primjer 6.

Broj 30 rastavljen na proste brojeve je 2 - 3 - 5. Mjere broja 30 su brojevi 2, 315 te svi
mogu¢i njihovi umnosci. Mjere broja30su2,3,5,2-3,2-5,3-51i 2-3:5, odnosno
2,3,5,6,10,15 i 30.

Najveéa zajednicka mjera M dvaju prirodnih brojeva je najveci prirodni broj koji
dijeli svakoga od njih. Tako je M(8, 12) =4, M(26, 39) = 13, a M(12, 30, 42) =6.

Ako je M(a, b) =1, onda kaZemo da su « i b relativno prosti brojevi.

Ako je M(a, b)=p>1,tadajev(a,b) = a - b

Najvecu zajednicku mjeru i najmanji zajednicki visekratnik proizvoljnih prirodnih
brojeva a i b povezuje relacija

M(a,b)-vw(asb)=a:b.

Provjerimo gornju relaciju koristeci brojeve 81 12. S obzirom da smo izrac¢unali
M(8,12)atoje4,izracunajmo v ( 8, 129). Teje 2°- 3, tj. v( 8, 12 ) =233,

Slijedi:
M(8312):v(8,12)=42%3=2%.(4-3)= 812

Znamo da se prirodnim brojevima i nuli mogu pridruziti to¢ke pravca. Na pravcu
treba odabrati toCku O (ishodiste), kojoj ¢emo pridruziti broj 0, i desno od nje tocku
E (jedini¢na‘tocka), kojoj ¢emo pridruziti broj 1. Pravac na kojem su istaknuti ishodiste
i jedini¢na.to¢ka nazivamo brojevnim pravcem. Ve¢em prirodnom broju pridruzit ¢e se
tocka koja je iza (desno od) tocke pridruZzene manjem prirodnom broju.

O E A kb
—o ; 1 o
0 1 2 3 4 5

slika 1.

Naslici 1. je broju 3 pridruzena toc¢ka 4, a broju-5 tocka B. Brojevi 3 i 5 su koordinate
ili apscise tocke A4, odnosno tocke B, $to krac¢e pisemo A(3) i B(5).

Proizvoljnom priodnom broju 7 mozemo pridruZziti samo jednu tocku, 7(n), brojevnog
pravca.

Zbroj prirodnih brojeva jest prirodni broj i umnozak prirodnih brojeva jest prirodni
broj pa kazemo daje skup prirodnih brojeva zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja i
mnozenja.

U skupu N mozemo rijesiti jednadzbe oblika a +x = b, gdje su a i1 b prirodni brojevi i
b>a.

M@, 12)=2-2

12,3
6, 1
2

(=]

, 42
21

2
3

o1 o

, 7

M(12, 30, 42) =6
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1.2 Skup ciielin brojeva

Ponekad ¢ujemo da je temperatura — 8 °C ili da je vodostaj Drave u Osijeku — Im.
Rjesenje jednadzbe 13 +x=2 je x=2-13=-11, a —11 nije prirodni broj.

Prosirivanje skupa N nulom i brojevima suprotnim prirodnim brojevima. dobiva se

njem. zahl - broj
skup cijelih brojeva

Primjeri suprotnih brojeva
31 -3, 212
r1-=x u kojem svaka jednadZba oblika

Zbroj dvaju suprotnih a+tx=b;, aobe N
brojeva jest nula.

z ={.,-3-2-10123.}

ima rjesenje, tj. x =b — a.
Skup cijelih brojeva nema najmanji-ni najveci element.
Ocito je da je:

ZAN=NZUN=Zi N,cZ,NcZ

Skup cijelih brojeva je zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja, oduzimanja i
mnozenja jer je rezultat tih operacija na elementima skupa Z uvijek cijeli broj.

Rrimyer, 8.
10-5#5-1Q 2)10-3-5.(7-8) = b [-7-(-3)]{6-5(-7)]
=10-15-(-1) = = [-7+3]{5-5(-2)] =
=10+ 15 = 25,

= (~4)-(5 + 10) = —4.15 = —60

1.2.1, Uredai na skupu cilelin brojeva

Cijeli brojevi se dijele na pozitivne cijele brojeve;.nulu i negativne cijele brojeve.
Pozitivni cijeli brojevi su veéi od nule, a negativni manji od nule.
Kazemo da je cijeli broj @ manji od cijelog broja b ako je b —a > 0 i piSemo a < b.
Skup cijelih brojeva~je ureden telacijom < (manje), tako da za svaki
ac R,be Ria#bmezemoutvrditijelia < bilib < a.
Tada je
W< 3<-2<-1<0<1<2<3<..

pasvakom cijelom broju mozemo pridruziti tocno jednu toc¢ku brojevnog pravca (slika 2.).

A O FE b

-3 2 -1 0 1 2 3 4
slika 2.
Na slici 2. je broju 3 pridruzena to¢ka B, a broju —2 toc¢ka 4. Brojevi 31 -2 su
koordinate ili apscise tocaka B i 4, §to krace piSemo B (3) i 4 (-2).
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Opcenito: Ako je x bilo koji cijeli broj, tada je broju x, pridruZena to¢no jedna tocka
T brojevnog pravca koja ima koordinatu (apscisu) x, tj. T (x,).

1.2.2, Apsolutna vrilednost clielog broja

Apsolutna vrijednost cijelog broja je funkcija koja svakom cijelom broju pridruzuje
prirodni broj ili nulu na slijede¢i nacin:

—X za x<0
X=

X zaxz0.
Tako je
|3|:3, |—4{:—(—4)=4, |5—3|:5—3 i |3—5|:5—3.
Apsolutna vrijednost broja geometrijski znaci udaljenost tocke pridruzene tom broju

od ishodista koordinatnog sustava, tj. d (O,B) = |3 - 0| = 3, koriste¢i tocku B sa slike 2.
Primjer 2.

Izracunajmo vrijednost izraza 2a-|a| + a-|b| - |a - b|

ako,je: a)a=-3,b=-1, b)a=5,b=-7,

¢

a) 2:(-3) -3+ (3)-4-|]3-(-1)=63-31-2=-18-3-2=-23,

b) 2.5.5+5|-7|-[5-(~7)|=10-5+5.7-12=73.

1.3, SRup racionalnin brojeva

Mnogi prakti¢ni razlozi namecu potrebu uvodenjanovih brojeva. Duljina sobe izrazena
u metrima i to¢no vrijeme izrazeno u sekundama-naj€esce nisu cijeli brojevi. RjeSenje

jednadzbe 5x = 6, x = g nije cijéli broj,

Prosirivanjem skupa Z brojevima koji se mogu zapisati u obliku razlomka dobiva se
skup racionalnih brojeva Q: lat. quotiens - koliko puta

Q={%|a,be Zib# o},

Sto zbog svojstava predznaka koli¢nika moZemo zapisati u obliku:
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Q:{%|ae Zibe N}’

u kojem svaka jednadzba oblika b - x=a, a,b €Z i b# 0 ima rjeSenje X = %.

3 1
3 23 —005¢ O, Loslco
4 € Q {2 } Q

Podijelimo li brojnik s nazivnikom racionalni broj ¢emo prikazatiu decimalnom zapisu.
Decimalni zapis moze biti kona¢ni ili beskonacni i periodski.

NcZcQ
slika 3.
Primjer 1.
1 3 2 :
—2 =-0,25 = - 0,15, £ - 0,666.. ='0,6,
97 ® 20 93
d) 1—;‘ = (-4) : 13 = —0,307692307692... = —0,307692.

1.3.1, Gustoca sRupa racioyiamifmbroleva

+
Za brojeve X, 1 X,, broj A 2X2 se zove aritmetic¢ka sredina tih brojeva.

Izmedursvaka dva racionalna broja nalazi se beskonacno mnogo racionalnih brojeva.

Tako se.izmedu %i 1 nalazi njihova aritmeticka sredina:

g+1 2+3
2 2 6 3 6

5
izmedu s i 1 opet njihova aritmeticka sredina:
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5,, 5+6
6 __6 _1
2 2

2
i tako dalje. Na ovaj nacin izmedu = i 1 dobivamo beskona¢no mnogo racionalnih
brojeva. Zato kazemo da je skup racionalnih brojeva gust i po tome se bitno razlikuje od

skupa cijelih brojeva.

1.3.2, Zapisivanie decimalnog broia u obliku razlomkg

Svaki decimalan broj kojem je zapis kona¢ni decimalan.broj ili beskonacni i periodski

decimalan broj mozemo napisati u obliku razlomka.

Primjer 2.
Napisimo u obliku razlomka brojeve:
a) 3,27, b) = 0,05, c)—13.
¢
a)327 = 320 N b)) 005 = -, ¢ -13= 2
100 100 1
Primjex 3.
Napisimo u obliku razlomka brojeve:
a) 0,333..= O,é; b) 2,343434..= 234
¢ 2)x=03 b) y = 2,34
x = 0,33 /10 y = 2,3434 /100
10x = 33 = 3+ 0,3 100y = 234 + 0,34
10x = 3+ x 100y = 234 +y = 2
9% =3 99y, =232
x=3_1 4 232
9 3 99
Primjer 4.

Napisimo u obliku razlomka broj a = 1, 725.

a'= 1725 /10
10a = 17,25

10a = 17 + 0,25.
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Postupkom opisanim u primjeru 11 dobivamo:

025 = é paje 10a = 17+§ = 1708, a-= 1708-
99 99 99 990

1.3.3., Dzepno racunalo

Racunanje decimalnim brojevima, posebno dijeljenje viSeznamenkastim brojem,
iziskuje stanoviti napor. Za olaksSanje napornog racunanja-Koristimo se suvremenom
tehnologijom, tj. dZepnim racunalom. Najcesce su u uporabi dvije vrste racunala prikazane
na slici.

L |
S
(0)\
DRG>

i Joro Juoe] un Jore
o Lo Jeos [ [ -

Oxn-1 oxn

Dhoaf
ma..

Pr

- Irt c 1

mEs oo [
SN cos"  TAaN”
on Joos [
, B Abs Y
) _= = # Mcl
El &R
Isz > <
6 M x )+
Pol(x.y)  Rec(n)

oaniEéE
|

neooDs

\_ J

J

DMS > DD
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U dijelu koji se odnosi na znamenke i ra¢unske operacije nema bitnih razlika:

racunske operacije

T

4 15 K6 J[x]
nEB na
o . T

mijenja predznak decimalna tocka
broja

EA ED ER
EBEE

IIIEIIIBIII

Tipke koje imaju isto znacenje — B - brisanje zadnje znamenke

=4=] - jednakost

1/x - recipro¢ni broj

2nd - sekundarna funkcija

o .

Primjer 1.

Izracunajmo pomocu dzepnog racunala:
a) 21,368 + 5,37 + 52,749,
‘ddamnhaaaotaaoanac 73.487
b) 879,56 — 95,648,
N7 [ia ] [i5 |6 Jim] 0115 |+ 1oL =] . igsie
) 56,91 - 1,28,

0315 [i6: [E=: [lon [ S| [ [ 1218 [ 8445 B

d) 81,94 : 3,74,

08 [t [Lex L [ [ [ 3 [ e [ s [ e [ :
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Primjer 2.

Izra¢unajmo pomocu dzepnog racunala 2 : 3.

N 2:[ 3] =] 0655656657

Uoc¢imo da racunalo zaokruzuje na zadnju decimalu na zaslonu.

Racunanje decimalnim brojevima zaokruzivanjem na unaprijed zadani broj (») decimala
omogucuje funkcija FIX.

Primjerice, za n = 4 pritisnimo:
FIX

@ﬂ , onda ¢e racunalo rezultate zaokruziti na 4 decimale.

2]:]s]=] o661

Zadatak: Izracunajmo zadatke'iz primjera 1 na: a) 2 decimale, b) 3 decimale.

Ako dZepnimzac¢unalom pomnozimo milijun s milijunom dobit ¢emo 1.!2. Sa znacenjem
ovog rezultata upoznat ¢émo se u sklopu teme Potencije.

\ 3. \Usporedivanie razlomaka

05 -2 Razlomke mozemo skracivati i proSirivati.
S Takoe2_25_10 . 12 12:4 3
. 2 29 akO]e—:—:_l_:_:__
32=3+=="— 3 35 15 8 8:4 2
o9 53 2 2
o Razlomke mozemo usporedivati. Tako je = > = jerje5 > 3a=\< .= jer 9 > 7
0,678 = 678 7T 7 9 7
999 a. c _ .
Opéenito za dva razlomka = i — vrijedi: E=ﬂ i £=E
b d b -d d b-d
Sada ih mozZemo usporedivati jer imaju jednake nazivnike. Istinita je samo jedna od
ovih triju mogucnosti:

. a C . A § . a ¢C .
E=Q;k¢0 —=— akoje a-d=bic, -~ —<— akoje a:d<b-c, —>— akoje a-d>b-c.
b kb b d b "d b d

A_C . ad-be Primjer 5.
vl Usporedi lomke a) = i - b S
sporedimo razlomke a) 7' 6 ) 7' 10
\ 21 9 3 9
= = = jerje 21.6 = 9-14, = < — jerje 310 < 9-4.
REVE S LT

Skup racionalnih brojeva je zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja, oduzimanja,
mnozenja i dijeljenja. Uvijek imajmo na umu da dijeljenje s nulom nije definirano.
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Primjer 6.

2 1 3 3 7 4
_+_—_ —_——_—— = —_—— = -
V575" 5 b3 T
2,4_25+43 2 32_32_6
935 35 15’ d75" 75 3m
4 5 42 8 1 11 1
992795 H3 22 4
Za racionalne brojeve opéenito vrijedi:
RO Cha(o ac ~fc
b b b ' b d bd’
2_2=2-% akyad_ad
b b b bd bc bc
a,c a-d + bc
b d b-d

1.3.5, Reciproéyi brojevi

BrojeViZil, 21 i —3,
2 3

gl

i % su recipro¢ni brojevi. Umnozak dvaju reciproénih
brojeva jest jedan.

P | e . . ov wr o .
Brojevia 1 — (a * 0) su recipro¢ni brojevi. Umjesto 5 najéesée pisSemo a~' paje
a
1 1
a-— =1 odnosno a-a” =4
a

Dijeljenje dvaju racionalnih brojeva moze se napisati u obliku slozenog ili dvostrukog
razlomka. Tako je

2

3.

(€3]

L2089 5
3.4 6 1sto Sto 1

wln
ol

5 _>3
3.2 6

w [N
o

[GEENIAIEN)
N

Brojevin2 15 suwvanjski ¢lanovi, a brojevi 3 i1 4 su unutarnji ¢lanovi navedenog
dvostrukog razlomka. O¢ito vrijedi:

ad
b-c

ololo|o

Pozor!

g — neodredeno

g— neodredeno

Dijeljenjesnulom
nijedefinirano.

w
I
w |+

al= L
a
aa'=1
a-1 =4
a
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Razlomke pomoc¢u dzepnog racunala zapisujemo ovako:

5 e C
3 - BB , ha zaslonu se pojavljuje .

Ako je razlomak skrativ, primjerice;

3 2
2 ool

vidimo da nakon pritiska g racunalo skrati razlomak.

Dvojni razlomak zapisujemo ovako:

2
efnd 14 | (12 [5% 31 4.2,
h——

‘_\l

PN

Ako taj rezultat zelimo'zapisati kao dvojni razlomak, pritisnemo w , pojavi se

.3 \ , a pohevhim pritiskom m 1] vracamo H.c.3 l :

Razlomak u decimalni broj i obrnuto pretvara funkcija F<>D, primjerice,

5 F<»D
;- BE0EA. r
Obrnuto, 0,625 u razlomak pretvorimo istim postupkom m 2nd ,

_u':rl

s

pojavi se

Sada ¢emo broj 1,065 pretvoriti u razlomaks -u ﬂ B m , pojavi se

1.3.5, Uredai na skRirpt Q

Za svaka dva razlicita racionalna broja a i b mozemo utvrditi koji od njih je manji.
Akoje 'lae Q, be Q,ondajea <b ili b < a.Postujuci uredaj u skupu cijelih brojeva,
a_c

Vrijedig<a akojead <bczab>0id> 0.

Skup Q je ureden relacijom < (manje) pa se svakom racionalnom broju moze pridruziti
to¢no jedna tocka brojevnog pravca.
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(0] E

wlwl
oo 1

0 1
slika 4.

Na slici 4. nacrtan je brojevni pravac x. Toc¢ka O s koordinatom 0 je ishodiste, a tocka

E s koordinatom 1 je jedini¢na toc¢ka brojevnog pravca. Broju 5 pridruzena je tocka A4,

8
a broju 3 tocka B na sljedeci nacin:

Podijelimo jedini¢nu duzinu OE na pet jednakih dijelova i duzinu %ﬁ 3 puta

nanesimo lijevo od ishodista.
A [¢]

m

lw

0 1

slika 5.

Podijelimo jedini¢nu duzinu OF na3 jednaka dijela i duzinu :—lsﬁ 8 puta nanesimo

desno od ishodista.

o
m

et w

slika 6.

1.3.6. Postotar i promil

Postotak je razlomak s nazivnikom 100, tj. razlomak oblika Hpo ,apiSesep % i p% = b
100

Cita “pe posto”. o5
25% = — = 0,25
Postotak je broj kojim se izrazava kolikojedinica jedne velic¢ine dolazi na sto jedinica 88

te iste veliCine, a izraCunava se ovako: 889, = 1000 ~ 0,088

dio : ¢jelina = postotak - 100%.

Primjer 7.
U razrednom odjelu je 28 ucenika, a 7 ih ima ocjenu odlican iz matematike. Koliko

posto ucenika tog razrednog odjela ima ocjenu odli¢an iz matematike?

¢
Odgovor je: 218 -100% = % -100% = 25% .



Skupovi brojeva

Primjer 8.

Prilikom przenja kava gubi 12% svoje mase. Koliko ¢e se mase izgubiti prilikom
przenja 15 kg kave?

L4
12% od 1 kg jest 1—2-lkg =0,12 kg .
100

12
12% od 15 kg jest —-15kg=18kg .
00 g jes 100 g=18kg

Promil je razlomak s nazivnikom 1000, tj. Pz p%o..
Primjer 9.

Izratunajmo masu zlatnog pokala finoc¢e, 820 %, ako sadrzi 385 grama ¢istog zlata.
L4
820
Sx iz i she: ~——X = 385.
Treba nadi x iz jednadzbe: 1000

Dobijemox =469,5 pa je masa zlatnog pokala 469,5 grama.

Poveca li se realni broj x za 3%, dobije se broj X + ix

= x + 0,03x = 1,03x.
100
Umanji li se realni broj x za 7%, dobije se broj X — %X = x - 0,07x = 0,93x.

Primjer 10.
Dzepnim ra¢unalom izra¢unajmo 17% broja 1995?

¢
.17
17% od 1995 je ——-1995=339,15.
100

Racunalom: naaawag ili
s [191 o1 {15 o [ [ [ [






