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Kmtka povyest kompleksnih brojeva ' :

Frvi oblik zadatka s obiljeZjem
imaginarnog broja pojavijuje se u
djelu «Stereometrica» Herona iz
Aleksandrije, oko 50 g. pr. Krista.

1545. g. Girolamo Cardanc
kompleksne brojeve nazvao,je
«fiktivnimay. On je, medutim, zZelico U Indiji je oko
rijesiti problem «FPodijeli’10 na dva 850. g. Mahavira
dijela tako damjihovumnezak bude napisao: «Fo prirodi
...40» Cardansgje pronasac rjesenja stvari, negativno nije
, S+ 2(=15)i5-?(-15), no rekao je da korijen, negativno nema
= b racunanje tih brojeva bilo koliko drugog korijena.»
zahtjevno, toliko i besmisleno.

a{ [

Descartes Y SV v—v‘vx«\r‘%
: m;msE

5

S
Caspar Wessel dosjetio se nacinu grafickog 2
prikazivanja kompleksnih brojeva, no on je 1799. g. objasnjen 3

u casopisu kojeg je citalo vrlo malo matematicara. 100 Z
godina kasnije konacno su mu priznate zasluge za djelo koje <
Jje moglo biti od znacajnog utjecaja za svijet matematike.

\ Rene Descartes takoder
7"/ Jje pridonio razvoju kompleksnih
\' ) . brojeva, on je uveo nazive
T _ N «realniy i «imaginarniy.
5 o

1702. g. Gottfried Willhelm von Leibniz opisac je
kompleksne brojeve kao «prekrasni proizvod misacnog rada,
gotovo amfibijski izmedu stvari koje jesu i stvari koje nisu.»

Leonard Euler uveo je slovo i u svijet kompleksnih brojeva

Tek je Gauss svojim utjecajem postigac univerzalno prihvacanje kompleksnih brojeva. Neovisno od
Wessela smjestio je kompleksne brojeve na ravninu



1. SRup Romplersnin brojeva

1.1, SRup redlnin brojeva

Brojevi kojima se sluzimo pri brojanju su prirodni brojevi. To'su brojevi: jedan, dva,
tri, Cetiri, itd. S N oznacavamo skup prirodnih brojeva:

N={1,2,3.4,..n,...}.

Zbroj, ali i umnozak bilo koja dva prirodha broja je takoder prirodni broj pa kazemo da
je skup prirodnih brojeva zatyoren s obzirom na operacije zbrajanja i mnozenja. Broj 1
je najmanji prirodni broj 4.tj.
1<n, VneN.
Skup koji se sastoji od syih prirodnih brojeva i nule oznaavamo s N pa je

N, ={0}UN, odnosno N, ={0,1,2,3,...}.
U skupu Nine postoji najveci element. Skup prirodnih brojeva je beskonacan.
Ako je n prirodan broj, onda je 2n paran broj, a 2n — 1 neparan braoj.

Ako su a i b prirodni brojevi i ako je @a=b, onda jednadzba

a+x=>Db
nema rjesenja u skupu N. Primjerice, jednadzba
10+x=2
ima rjeSenje
x=2-10=-8,

a broj —8 nije prirodan broj.

Progirivanjem skupa N nulom i negativnim brojevima, dobiva se skup cijelih brojeva
Z={.4-3%-2,-1,0,1,2,3,..},
u kojem svaka jednadzba
a+x=b, a,beN
ima rjeSenje. Skup Zje zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja, oduzimanja i mnozenja
jer je rezultat tih operacija na elementima skupa Z uvijek cijeli broj. Skup Z nema najmanji
niti najveéi element.

Jednadzba
a-x=b, a,beZ,a#0

nema rjesenja u skupu Z ako b nije visekratnik broja a. Primjerice, rjesenje jednadzbe

lat. naturalis, prirodan

VX, za svaki X
<, manje ili jednako



Skup kompleksnih brojeva

je 1

a to nije cijeli broj. Ovaj jednostavni primjer upuéuje na potrebu prosirenja skupa cijelih
brojeva.

Prosirivanjem skupa Z brojevima koji se mogu zapisati u obliku razlomaka dobili smo
skup racionalnih brojeva

a
Qz{E |a,be Z,b;tO},
$to zbog svojstva predznaka koli¢nika dvaju cijelih brojeva mozemo zapisati u obliku
a
Q= {E|ae Z,be N}.
Racionalni brojevi su, primjerice,

=5, —0,75, 0, % 8,26,

>

jer se svaki od njih moze napisati u obliku razlomka.

Skup Q je zatvoren s.obzirom na operacije zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja.
Koli¢niei cijelih brojeva (nazivnik razlicit od nule) su racionalni brojevi. Podijelimo li
brojnik' s nazivnikom, racionalni broj ¢emo prikazati u decimalnom zapisu. Neki od
njih su kona¢ni decimalni brojevi, a neki beskonacni i periodski decimalni zapis.

Primjer 1.

3 3.420.75, L 18=—0:425,

4 8

2 0.666...=0.6, 2005 5050 22,52,
3 99

—%=—4:13=—0,307692 307692...=-0,307692.

Izmedu svaka dva racionalna broja nalazi se beskonacno mnogo racionalnih brojeva.

. 2@ I . . .
Tako se, npr.;.izmedu 3 1 1 nalazi njihova aritmeticka sredina

2. 23
2 2 6 3 6

. 5. . o .
izmedu 5 i 1 opet njihova aritmeticka sredina

5
g+1_ 11
2 12

B



Skup realnih brojeva

2
i tako dalje. Na ovaj nacin izmedu 3 i 1 dobivamo beskona¢no mnogo brojeva.

Kazemo da je skup Q gust i po tome se bitno razlikuje od skupa Z.
Skup Q ipak ima nekih praznina. Brojevi
V2,434,
se ne mogu napisati u obliku razlomaka, dakle, nisu racionalni brojevi. U decimalnom
zapisu, ovi su brojevi beskona¢ni decimalni brojevi kod kojih nema periodi¢nosti, odnosno
ponavljanja skupine znamenki. Jednadzba
xr=2
nema rjesenja u skupu Q.
Brojevi kao +/2,+/3,/5,... su elementi skupa iracionalnih brojeva I i oni zajedno s
racionalnim brojevima ¢ine skup realnih brojeva R. Oc¢igledno je:

g
W @

Realni“brojevi pojavljuju se prilikom mjerenja duljina, tj. oni se mogu prikazati na
brojevnom pravcu. U prvom razredu smo dokazali da se V2 ne moze zapisati u obliku
razlomka. Da broj V2 jest realni broj dokazuje ¢injenica da dijagonala kvadrata stranice
a=11ima duljinu d = a2 =1-4/2=42 ito nam je omogucilo smjestanje broja V2 na
brojevni pravac.

Prisjetimo se nekih svojstava i racunskih operacija u_skupu realnih brojeva.

- 'a+
A) 1. Aritmeticka sredina realnih brojevaa 1 byjest brojs X= aTb.

2. Geometrijska sredina pozitivnih realnih brojeva a i b jest broj va-b.
a+b

3. Vrijedi: =+/a-b (znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je a = b).

Primjer 2.
9+18

Aritmeticka sredina brojeva 91 18 je =13,5, anjihova geometrijska sredina je

broj /9.18 =9+/2 = 12,69.

Primjer 3.
Aritmeticka sredina skupa brojeva 7, 10, 6, 10, 8, 8, 9, 7, 10, 8 jest

NcZcQcR,
QNI =Y

AuUB

A, presjek skupova
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1-6+2-7+3-8+1-9+3-10  6+14+16+9+30 _

10 10
641442449430 87

X — aritmeti¢ka sredina 10 10

X=

8,7.

B) U skupu realnih brojeva definirane su operacije zbrajanja i ' minozenja. Za
sve a,b,ce R vrijedi:

Zakoni Zbrajanje Mnozenje

Komutativnost (zamjena) a+b=>b+a a-b=b-a

Asocijativnost (udruzivanje) [(@+b)+c=a+(b+c)| (a-b)-c=a-(b-c)

Svojstvo neutralnog elementa a+0=0+a=a a-l=l-a=a
. 1
Svojstvo suprotnog-€lementa a+(-a)=0 a-—=1, (a+0)
a
Distributivnost (a+b)c=a-c+b-c

C) U skupu R definirana je apsolutna vrijednost (modul) realnog broja kao

broj
X za x>0,
|x|=4 0 zax=0,
—-X za x<0.

Tako je |3|=3, |-5|=—(~5)=5. (Mozemo pisati: |x|= \/x_z.)
Ako su a i b realni brojevi, onda vrijedi:

., |alb|=|al[b al_lal o
b |b
U prvoj relaciji vrijeditiée’jednakost ako su a i b istog predznaka.

|a+b|<|a|+|b

)

Primjer 4.
a) [t 72|29 =9 i |-7-2=|-7|+|-2[=7+2=9,
b7 +2|=-5=5 i |-7+2/=|-7]+]2| =7+2=09.
Pyimjer 5.
Rijesimo jednadzbu | 2x +3|=5.

¢

|x|:a & X=zfa I. Neka je 2x+3<0, t. x<—%. Tada je



Skup realnih brojeva 1

—(2x+3) =5 = x=—4, §to je rjeSenje zadane jednadzbe jer je —4 < —%.

3
II. Neka je 2x+32=0, tj. nekaje x 2 5 Tada je

+(2x+3) =5 = x=1, §to je rjesenje zadane jednadzbe jer je 1> —%.
Racunanjem napamet lako mozemo provijeriti da su x, =—4 i x, =1 rjeSenja zadane
jednadZzbe.
Primjer 6.
Rijesimo nejednadzbu | x-2 | <3.

Akoje [x|<a i a=0, ondaje ~a<x<a, til xe(-a,a).

4 Sada imamo:
—3<x=2<3y
—3+2<xx3+2,
—l<x<s = xe(-15).
Primjer 7.
Rijesimo nejednadzbu | x+1 | >4,
AKo je'|X>b i b>0, ondaje x<-bili x>b,{j. x € (=0, —b) (b, o).

¢ Zadanu nejednadzbu moZemo zamijeniti sustavom

X+1<—4 X< -5
ili paje ili
X+1>4, X>3.

Skup rjeSenja nejednadzbe je <—<>°, - 5> v <3,<>o>.

D) Postotak je razlomak s nazivnikom 100. pY% =——
Primjer 8.
a) 7%=%=0,07.

b) 15% od 60% od x je

0,15 (0,60 - x) = 0,09 - x, §to iznosi 9% od x.
Primjer 9.
Poveca li se realan broj x za 7%, dobije se broj 1,07 - x,

a umanji li se realan broj x za 7%, dobije se broj 0,93 - x.
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E) Intervali su podskupovi skupa R:

(a, b> = {x eR | a<x< b}, otvoreni interval, < >
a b
[a, b] = {x eR | a<x< b}, zatvoreni interval ili segment, [ ]
a b
[a, b> = {x eR | as<x< b}, poluotvoreni (poluzatvoreni) interval, [ >
a b
(a, b] = {x eR | a<x< b}, poluotvoreni (poluzatvoreni) interval, ( ;}
a
Primjer 10.
Odredimo presjek intervala <— 2, 3] i <0, 5>.
¢ : ~— I : ' <—2,3:|ﬁ<0, 5>=<0, 3]
-2 0 3 5
Primjer 11.
Odredimo présjek intervata (~10,1), [-3,3] i [O, 4).
A B
@ * e , , , , , | , , [— ; —
-10 -3 0 1 3 4
AnB (=10,1)n[-3,3][0,4) =[0,1)
Presjek skupova
{3.4}n{2.,4,6}={4}
31n{4,5}=2
Rijeseni zadaci
1. NapiSimo brojeve a= 0,456 ib= 1,725 u obliku razlomka.
¢ -
a=0,456456 /-1000, b=1,725 /-10,
10002 = 456,456 = 456+ 0,456, 10b=17,25=17+0,25.
1000a =456+ a, Postupkom opisanim u pretvaranju broja
999a =456, a u razlomak dobivamo 0,25 = %, paje
1456 _ 17,25 _1708
a_@' 10b—17+99——99 )
b 1708
990 °

. . 1
2. Odredimo stotu decimalu decimalnog zapisa broja P
¢

1
Dijeljenjem nadimo decimalni zapis broja = a to je broj 0,1428571428571... =
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=0,142857, koji je periodicki decimalni broj u kojem se ponavlja skupina od Sest
znamenaka. 1z 100 = 6 - 16 + 4 zakljuCujemo da je stota decimala Cetvrta znamenka iz
skupine znamenaka koje se ponavljaju, a to je znamenka 8.

3. Zajedno izracunajmo:

a) 5-(=1) =4-(=2)" =3-(=3)"-(-2)" =5-1-4-4-3-(=27)- 1=5-16+81=70.
b) (V2-5:3)-(V2+5:43) = (V2) ~(5¥3) =2-25-3=-73,

©) (2V3-4) =4-3-2.23-4+16=28 - 16V5.

o9 [ 6 -

£) Y45 N5 s =F5(s)' 5 =95 U57 =5 A5 =
:W:Q\“/ST:M,S% 53 _ 5[5

4. Tvornicka cijena neke robe je 2003 kune. Troskovi prijevoza povecavaju joj cijenu za
2,3%, skladistenje za 0,56%, trgovacka provizija za 12,2% i porezi za 22%. Izratunajmo
prodajnu cijenu te robe za Bozi¢ ako je popust 25%.
¢
0,75-1,22 - 1,122 - 1,0056 - 1,023 - 2003 = 2115,42 kuna.

5. Podijelimo broj 156 u omjeru 5 : 7.

¢

Zadatak mozemo svesti na sustav dvijujednadzbi s dvije nepoznanice :
at+b=156
a:b=5:7

Iz druge jednadzbe zakljucujemo da je..-a =5k, b=7k
pa zamjenom u prvoj,dobivamo

Sk+Tk=156
12 k=156
k=13.

Ocigledno je: a=5-13=65 i b=7-13=091.

6. Podijelimo broj 420 u omjeru 2 : 7 : 11.
a+b+c=420
Zla.b:c=2:7:11

100:6=16
40
4

(a—b)(a+b)=a’-b’
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(a-b)(a’ +ab+b*)=

=a’-b’

(a+b)(a’ —ab+b*)=

=a’ +b’

AUB

|X<ae-a<x<a

[X>be x<—bili x>

dobivamo : a = 2k, b="7k c=11k,
2k + Tk + 11k =420,
20k = 420,
k=21 paje
a=2-21=42,b=7-21=147,¢c=11-21=231.

. Racionalizirajmo nazivnik razlomaka:

2
N 1-3y5 _1-3¢5 1-345 _ (1—3~/§) 1-6v5+9-5 6645
1+3v5 14345 1-345 12_(36)2 1-9.5 —44

-235-23) 30503

— 44 2

4 4 A2°  42° 442 2
=) V2 320 ST (52 NS
0 Jio o (Mexdi2 +49
Va3 Y4133 V64412430

UL O). ofure iiz40)
(V) -(3)

. Racunajmo s intervalima:

a) (-3,3)n(0,5)=(0,3),

-3 0 35
b) (~2,1]n(-14]=(-11], —Toi ;
o) [-1.2]u(Ls)=[-15), fﬁm;
d) (3,4)n(4,5)=2, — 6 ‘ Cr;
e) (-3,0]n (-2,2] " (=1:3] = (-1, 0]. A==

. Rijes$imo nejednadzbu | X+ 5| <7.

¢
1. na¢in: Napisimo zadanu nejednadzbu u obliku
=7T<X+5<7.
Broj 5 prebacimo i na lijevu i na desnu stranu:
-7-5<x<7-5 = -12<x<2 = xe[-12,2]
II. nagin: Nejednadzbu | x +5|<7 mozemo rijesiti i na sljede¢i nacin:
Zax+5<0,t. zax <=5 vrijedi:
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~(x+5)<7 = —x-5<7 > -x<12 = x2-12, . xe[-12,-5).
Za x+520,t.za x =2 =5 vrijedi:
+(x+5)<7 = x<2, 4. xe[-5,2]
Skup rjesenja zadane nejednadzbe je unija dobivenih rijesenja:

[-12, -5)U[-5, 2]=[-12,2].
10. Rijesimo nejednadzbu —5< | 3- x| <4.

¢
Zamijenimo nejednadzbu sustavom: {'3 - X| = i nadimo presjek rjesenja svake
nejednadsbe. [3-x>-5
Prvu nejednadzbu mozemo zapisati:
—4<3—x<4

Oduzmimo 3 od svake strane nejednadzbe. pa nejednadzbu pomnozimo s —1.
(Okre¢emo znak nejednakosti.) Dobivamos

—-1<x<7, . xe[—1,7].
Svaki x € R zadovoljava drugu nejednadzbu |3 - x| > —5 jer je apsolutna vrijednost
uvijek pozitivan broj.
Iz RN[=1;7]=[~1,7] zakljutujemo da je segment [—1,7] skup rjeSenja zadane
nejednadzbe.

11. Izracunajmo postotak promjene cijene robe koja je Cetiri puta poskupjela za po $%
i jedanput pojeftinila za 10%.
¢
Roba cijene a, nakon Cetiri poskupljenja, ima cijenu (1,05)4 -a, a nakon pojeftinjenja
cijenu 0,90-(1,05)' -a=1,053a
Nakon svih promjena, cijena robe je povecana za 5,3%:

12. Cijena neke robe nakon 4 poskupljenja od po x% jednaka je cijeni iste robe nakon 2
poskupljenja od po 20%. Izracunajmo x.

*
4 2 o
2 (14— ) =[1+2%) dobivame [ 14 | =1,2 pa je
100 100 100
12X 22,
100

1 4+—2_=1,0954
100 ’

X _0.0954,
100

X _9,54
100 100

X=9,54.
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Zadaci

1. Izracunajte:

27! 0 -1
] [
3 3
-1 2 1 —2
b) (=3)7 - (00) 252, ¢) 12570.12570,008 7,
p=

d) 3600- 107, e)2,3-10"-5100.

2. IzraCunajte:

SV () s

25 () EleR)
3Y! 1(1 %

9) [0,0001 J , d) 5'(5)'

3. IzraCunajte:

a) V1227 /16, b) 3v343 427,
—1
(a-b) =a’ -3a’b+3ab’ - b’ . . 300125 %_%
¢) (35-6) -(1-45) . d) s
4. Racionalizirajte nazivnik:
9
9 2 by — . 90\ g2
45 2027 JoJ27 V2-3
e)2—3\/3 5 42+2\3 £ -3 by
2+3/5° 23 +42° 2443’ 1+32°
5. Rijesite jednadzbe:
a) xW2+2=44x, b) 1+xv3 =4x-343,
C)L:@’ =T g +3 =x+\/§’
1PX W34l V3-2 3+1
D225 _xfi o 22X XL
G3+v2 o B3-27 V2o
6. Rijesite jednadzbe:
, 3 7
a) (3x—2)(5x+1)=(2+3x) —3x(3-2x), b) =3 A28’
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c)(3x+5):(6x+1)=x:(2x-1),

8 19x+1

2

) 3x+7 9x 49 3x_7°

7. Rijesite nejednadzbe:

a) 41:X2§,
2 5

d) 2x+32>2x-2,

f) X_ﬂ_ﬂ+

8. Rijesite sustav nejednadzbi:

X4 w3

a)

X+1<2x-10,

) 2X +Xx—=1550,

a) X +2x=1,

¢) [3x-2|-3=6x,
e) [4x+3|=|x-1]-2,
a) |x—5|£1,

¢) 3x+1<2,

e) [2x—3| = x+1,

g) 2|1-2X27~7x,

1) >4, x;t—g,
2X+3 2

k) [1-X-3<-2|x-3

b

11x

6

>0

b

o4, 6x s
)2X—2 3-3x 6’

6 X _1+x

D3x—3 X =2x+1 1-x'

b) 3§:x<§, c) x:11>§,

47774 472

e) (3—4x)(x—1)<2(L=x)(2x+3)\

ol 3o,
&, %

_5—10x

b) (5—-x)(x=7)>0,

q x+3<0

X+8

9. Rijesite jednadzbe s apsolutnom vrijednoscu:

|4x|—4__3
APV

d) |—x+2|:%x—1,

f) [x+1]—[]2x-3}=5(2=%) .

10. Rijesite nejednadzbe s apsolutnom vrijednoséu:

b)\|X=2[>3,

d) [5-3X>6x,

f) 4[5-2x<10-6X,
h [x—5]+2[x/ <7,

X+1

i) >4, X#3,

1) |-4x+1]—[3x+2| <9.

[X=a & x=zxa

[{<a & -as<x<a

[X>a < x<-aili x>a
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11. Odredite tok funkcije:

a) f(x)=—%x+5, b) f(x):%x—3,
c) f(X)=6x—4, d) f(x)=-2x-1.
12. Graficki i racunski rijeSite sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice:
a) {y=x+1 b) {x=3 0) {2x+3y=9
2X+y—-7=0, y—X+2=0, X+4y=2.

13. Kolika je prosje¢na povrsina 8 stanova od kojih je jedan povr§ine-97 m?, dva su

povrSine po 73 m?, tri su povrsine po 56 m? i dva supovrsine po 41 m??

14. Podijelite broj 546 na 4 pribrojnika koeji suu omjerus : 8 : 11 : 15.

15. Kolika je cijena robe koja nakon 3_poskupljenja od po 8% i jednog pojeftinjenja od

12% iznosi 1998 kuna?

16. Koliko posto materijala otpada ako se:

a) iz kvadratne ploce.izreze najve¢i moguci krug,
b).iz krugaizreze najve¢i moguci kvadrat,
¢) iz kocke izradi najve¢a moguca kugla,

d) iz kugle izradi najve¢a moguca kocka.

Rjesenja

1.

2.

5
a) —%, DRSO 125082, d)3,6, ) 1,173 107",

125

a)ﬁ, b) 39, ¢)1000, d) 333.

.a) 3632, b) 38243, o) 72(38—1%/5), d) 6\,

5
PECS b 22 02F, oSN
4 2 3 7
) 5V2=6, b3+l ¢ \/52—1, d) —%ﬁ, e) V613, f) %
3 5 e 3
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13. 61,625.

14. 70, 112, 154, 210.

15. 1802,36 kn.
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