1. Andlitiéra geometrija
ravnine

D 1.1, Pravac (ponavlianie)

U koordinatnom sustavu xOy nacrtan je (slika 1.1.)prayac odreden tockama 7; (=2, — 6)
i7,(4,3).

Slika 1.1.

Prisjetimo se jednadZbe pravca odredenog dvjema tockama.

Pravac p koji je u koordinatnom sustavu zadan-tockama 7, (x,,y,)i T, (x, , y,)
razli¢itih apscisa i razli¢itih ordinata ima jednadzbu

\ )ﬁ:\h;,yl (x_xl).
‘ Xy =%

Naravno da su u tojjednadzbi x, , y, 1 x, , y, redom koordinate tocaka 7, i 7, koje

odreduju taj-pravac, aida su x i y koordinate bilo koje tocke 7" tog pravca. Prema tome,

jednadzba pravca koji je odreden tockama T, (-2, -6) i T, (4,3) je
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16=2%0 (1),
4+2
odakle se lako dobiva
3x-2y-6=0,

$to je opéi oblik jednadzbe tog pravca.

Opéenito je jednadzba
Ax+By+C=0,
pri¢emusu 4, B i C realnibrojevitakvidajeili 4 #0 ili B 0, op¢i oblik jednadzbe
pravca.
Akoje A=0 1 B#0,jednadzba ‘4x+ B y+ C =0 postaje
By+C=0,
odnosno
y== B’
Sto je jednadzba pravca Cije sve tocke imaju ordinatu jednak —%, pa je to jednadzba
pravca paralelnog s x-osi. Prema tome jednadzba x-osi glasi y = 0.
Akoje A#0 i B=0,jednadzba Ax+ By+ C =0 postaje
Ax+C=0,
odnosno

xX=—-—,

A
$to je jednadzba pravca cije sve tocke imaju apscisu jednaku —%, pa je to jednadzba
pravca paralelnog s y-osi. Prema tome jednadzba y-osi glasi x = 0.
Primjer 1.1.
Odredimo jednadzbu pravca zadanog tockama:
a) T, (-4.3) i 7, (3.3);
b) 7 (+2,-3) i T, (-2,4).
> Jednake ordinate zadanih toCaka u a) zadatku pokazuju da te to¢ke odreduju pravac
p, paralelan s x-osi (slika 1.2.) pa njegovu jednadzbu odredujemo neposredno iz ordinata
toCaka 7)1 7, .
p...y=3.



Pravac
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Slika 1.2. Slika 1.3.

Jednake apscise zadanih tocaka u b) zadatku pokazuju da te tocke odreduju pravac p,
paralelan s y-osi (slika 1.3.) pa njegovu jednadzbu edredujemo neposredno iz apscisa
tocaka 7} 1 7, .

Dye . X=-2.

Ako je B # 0, opci oblik jednadzbe pravca Ax+ By +C =0 mozemo transformirati
ovako:

By=—-Ax-C/:B

_4..C
YT
.. . . . A . . C . . A {
Oznacimo li realni broj ) s k, a realni broj 3 s 1, tj. ako je _EZk i

—% =/, dobivamo jednadZbu

y=kx+I[,

Sto je eksplicitni oblik jednadZbe pravca. | u toj-sujednadzbi x i y koordinate bilo koje
tocke tog pravca, realni broj k£ naziva se koeficijent smjera pravca, a realni broj / naziva
se odsjecak pravca na y-osi.

Prisjetimo se Sto je koeficijent smjera pravea. U tu svrhu jednadzbu pravca zadanog
tockama razli¢itih apscisa i razli¢itih ordinata, dakle jednadzbu

Yo=Y
Y= :#(x-xl)
Xy =X

napisimo drukcije, kako slijedi,

y=2"0 x4y
X, =X
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Va0 Y Va0
Xy =X Xy =X

y= Xty

yz_yl =ki—y2 _yl
Xy =X Xy, =X

Ako u dobivenoj jednadzbi uzmemo da je x, +y, =1, dobivamo

jednadzbu
y=kx+I,

Sto je eksplicitni oblik jednadZbe pravca. Na geometrijsko znaCenje realnihsbrojeva k1 /
podsjeca nas slika 1.4., na kojoj je pravac p zadan tockama-7, (xl , yl) 17, (x2 , yz).

y
P
L (%, ;)
V=N
Vs 7;(xl’yl) o
] V
x2 xl
yl '
o 7 ‘ X
O] 1 X,
Slika 1.4.
Iz pravokutnog trokuta 7, V' T, je
Ya =N —tgo,
x2 xl
a kako je
Vo= 0 k
X, — Xy

koeficijent smjera pravca jednak je tangensu priklonog kuta o pravca p.
Odredimo li pomocu jednadzbe
y=kx+I
ordinatu one tocke pravca kojojje apscisa jednaka 0, dobivamo da je
y=k-0+1/
y=1I,
pa je [ odsjecak pravea y=kx+/ na y-osi.

Naravno, ako je £k #0 1 /=0, jednadzba pravca y =kx+/ postaje y=kx, Sto je
jednadzba svakog pravca koji sadrzi ishodisSte koordinatnog sustava xOy.



Pravac

1"

Primjer 1.2.

. . 2
Nacrtajmo u koordinatnom sustavu xOy pravac p...y = Ex +2.

Budu¢i da je [ =2, dakle / > 0 nanosimo / = 2 na pozitivni dio y-osi od tocke O do

tocke L(0, /). Budu¢i da je & =§ , dakle £ >0, prikloni kut toga pravca je Siljast.

1

Slika 1.5.

Prema definiciji tangensa kuta u pravokutnom trokutu nanosimo 3 jedinice od tocke L
paralelno s x-osi prema njezinom pozitivnom dijelu i 2 jedinice paralelno s y-osi prema
njezinom-pozitivnom dijelu. Dobivamo tako tocku 7. Tocke L i T odreduju zadani pravac p.

Dobro znamo da tangens nekog kuta moze biti i negativan broj. Prisjetimo se crtanja
pravca koji je zadan jednadzbom u eksplicitnom obliku i kojemu je koeficijent smjera‘k

negativan broj.

Primjer 1.3.

. . 2
Nacrtajmo u koordinatnom sustavu xOy pravac p...y = —gx +3

Y

L(0,3

03)

| ‘

Slika 1.6.
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Usporedba slike 1.6. sa slikom 1.5. pokazuje kako se crta u koordinatnom sustavu
pravac koji je zadan jednadZbom u eksplicitnom obliku i kojemu je koeficijent smjera

negativan.
Ako u jednadzbi pravca
Vo=V
Y=>" :#(x—xl)
Xy =X
zamijenimo 2270 5k, dobivamo
X, =X

Y=y, = - x)),

§to je jednadzba pravca zadanog Koeficijentom smjera & i totkom 7] (x, , y,).
Primjer 1.4.

NapiSimo u eksplicitnom obliku jednadzbu pravca zadanog tockom 7, (2,-3) i

koeficijentom smjera k :% .

> IzjednadZbe y—y, =k (x—x,) dobivamo da je

1
y+3—5(x—2),
paje
y=lx—4
2

trazena jednadZba pravca.

Prisjetimo se jo$ jednog oblika jednadzbe pravca iz kojeg se neposredno moze procitati
koliki su odsjecci pravca i na x-0si i na y-osi.

Ako je ujednadzbi Ax+By+C=01A4#01 B#01i C=#0, onda je to jednadzba
pravca koji nije paralelan ni s x-0si ni s y-0si, niti taj pravac sadrzi ishodiste O koordinatnog
sustava xOy.

Oznacimo li s m odsjecak-(segment) tog pravca na x-osi, a s n odsjecak (segment) tog
pravca na y-osi (slika 1.7.), onda je M (m , O) i N (O , n), pa uvrStavanjem u jednadzbu

Ax+By+C=0
za x'1.y koordinate tocke M, a zatim koordinate tocke &, dobivamo
Am+B-0+C=0
A-0+Bn+C=0,
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Pravac
y
N (0, n)
n
‘ M(m, 0) X
o1 BN
Slika 1.7.
odakle je

C
m=——

A

C
n=——.

B

Kako jednadzbu Ax+By+C=0 za C #0 mozemo napisati ovako

Ax+By=—-C/:(-C)

A B

c ety
odnosno, zbog 4#0 i B#0,1ovako

X y

—t—=1

_c ¢

A B
dobivamo jednadzbu

i+l=1’

n

Sto je segmentni oblik jednadZbe pravea. [ wtoj su jednadzbi x i y koordinate bilo koje
tocke koja pripada tome pravcu,-a realni brojevi m i n predstavljaju redom odsjecke tog

pravca na x-osi i na y-osi.
Primjer 1.3.

Napis$imo u'segmentnom obliku jednadzbu pravca 3x+4y—12=0 i izracunajmo
povrsinu trokuta odredenog tim pravcem i koordinatnim osima.
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Prvo ¢emo zadanu jednadZbu napisati ovako

3x+4y=12.
Ako jednadzbu podijelimo s 12, dobivamo
i + Z =1 s
4 3

$to je segmentni oblik jednadzbe tog pravca. 1z tog se oblika jednadzbe pravca vidi da taj

pravac sijece x-os u tocki M (4 , 0) ,ay-osutocki N (0 , 3) . Trokut MON je pravokutan,

nm-n

a duljine kateta sumu m=4 i n=3, pa mu je povrSina  P= =0.

Kut izmedu dvaiu pravéca

Akopravci p, ...y =k, x+[/ p,...y =k, x4+, nisuparalelni, oni se sijeku u jednoj
tocki i odreduju dva para vr$nih kutova. Orijentirani kut od pravca p, do pravca p,
(oznaka Z ( py.p, ) najmanyji je kut za koji treba zarotirati u pozitivnom smjeru (tj. obrnuto
od smjera kretanja-kazaljki sata) pravac p, oko sjeciSta pravaca p, i p, tako da dode u
poloZaj pravea p,. Trokut 4 4,§ (slika 1.8.) pomaze nam da mjeru kuta Z( p,, p,)
izrazimo pomocu kutova o, i «o,. Mjera se kuta £ ( p,, p,) obi¢no oznacava s
|Z(p,, p,)| 1 ¢&ita se: “mjera kuta pe jedan pe dva’.

y )2
P>
Z(py,p)
o) [\ L 180°—a, x
40 Of 1 AN

Slika 1.8.
Na osnovi zbroja-kutova u trokutu je
a, +(180°—a,)+| Z(p, , p,)|=180°,
odakle je

|4(P1 ,p2>|=062 -0
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1z jednakosti dvaju kutova slijedi i jednakost njihovih tangensa, pa je

tg|4(Pl ,p2)|=tg(062 _0‘1)’

odakle dobivamo da je . .
_ 8o, —1go,
tg| Z(p, ,Pz)|—m-
1 2

Budu¢i da je tga, koeficijent smjera pravca p,, a tge, koeficijent smjera pravea p, ;
prethodna jednakost postaje jednakost

tg|4(pl ,P2)|= lk-zl-;ll? )
112

pomocu koje se odreduje mjera kuta Sto ga Cine pravci \p, "y =k x+/[, i
p,...y =k, x+1[, naslici 1.8. Natoj smo slici uzelidaje e, <o, , pa se postavlja pitanje
vrijedi li ista jednakost i kada je o, >av,.

y

Z(pps)

Slika 1.9.
Ako je o, >, (slika 1.9.), iz trokuta 4,54, dobivamo da je
o, +(180° 0 )+ (180° | £ (p, , 7)) = 1800,
paje
|4(p1 > p2)| = (052 _a1)+1800'
Kako je funkcija tangens periodi¢na s periodom 180°, to je
tg ((on, ~ 0 )+180°) =tg (o, —t,),

pa za kut od pravca p, _do pravea p, i opet dobivamo da je

tg|4(p1 ap2)|= fj_;z >
1%

Sto znac€i da po toj formuli uvijek mozemo odrediti mjeru kuta od pravea p, ...y =k, x+1,
dopravea p,...y=k,x+1,, . |4(p1 ,p2)| .
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Buduéi da je kut Z£(p, , p,) suplementaran kutu Z(p, , p,), to je

tg|4(p2 ’p1)|:_tg|4(p1 ’p2)|’

pa dobivamo da je
kz - kl
1+ k k,

tg|4(p2 5p1)|:_

odnosno da je

tg |4(p2 > p1)|=%'
1%

Po upravo dobivenoj formuli moZemo odreditimjeru kuta'od pravca p,...y =k, x+/,
dopraveca p, ...y =k, x+1[,, . |4(p2 ,p1)|.

Za onaj od kutova Z(p, , p,)'i £4(p,, p,) koji ima manju mjeru kazemo da je kut
izmedu pravaca p, i p,.

Primjer 1.6.

Odredimo kut izmedu pravaca p...3x—5y+5=01i¢...4x—y+2=0.

> Koeficijenti su smjera tih pravaca redom £, =% i k,=4.Po formuli za

te|(p.q) je
3., 3-20 17
5 5 5
el £p.a)==5—=57m = =1
1+=-4 —
5 5 5

paje |£(p.q)|=135° Tadaje |Z(q, p)|=180°—135°=45°.
Kako je kut Z(g, p) po mjeri manji od kuta A(p , q), tojje kut £ (g, p) kojemu je

mjera 45° kut izmedu pravaca p i q.

Ve¢ otprije znamo da su paralelnim pravcima koeficijenti smjera jednaki. Taj se uvjet

k2_k1
1+ k, k,

paralelnosti dvaju pravaca dobiva 1'iz formule tg| 4(])1 , Dy )| = . Naime, ako su

L . . . k, -k
pravci p, i p,paralelni, onda je |4(p1 , Dy )| =0°,paiz tg0° =ﬁ,2b0g tg0°=0,
172
slijedi dauz 1+ kk, #0 mora biti k, —k =0, odnosno k, =k,. I obratno, iz k, =k,
slijedida je tg| Z(p, . p, )| =0,t. |4(p1 , Dy )| =0°,pasupravci p, i p, paralelni. Prema

tome pravci su paralelni onda i samo onda kad su im koeficijenti smjera jednaki.





