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1.1. Periodi¢no gibanje

Kljuéni pojmovi Jedna od prvih pravilnosti u prirodi koju su nasi davni preci zapazili bilo

je gibanje koje se ponavlja. Sunce izlazi i zalazi svaki dan, faze Mjeseca
- periodi¢no gibanje ponavljaju se svaki mjesec, godisSnja se doba ponavljaju svake godine i
no¢no se zvjezdano nebo mijenja u skladu s godisnjim dobima. Iz ovih

. t|tra'1nje se ponavljanja moglo vidjeti da su neke pojave u prirodi predvidljive.
’ Perl?d Potpuno krivi zakljucak, koji se, nazalost, odrzao do danasnjih dana, bio
e je da se pojedinacne ljudske sudbine mogu predvidjeti-na temelju pro-
+ njihaj matranja nebeskih objekata. Takvo vjerovanje nazivamo astrologijom.
- elongacija Greki filozof Tales iz Mileta doSao je do mnogo boljeg zakljucka. On
- amplituda je smatrao da je “svijet ljudskom umu\spoznatljiv’. Promatranjem pri-
. oscilator rode ne mozemo predvidjeti pojedinacne ljudske sudbine, nego mozemo

spoznati principe po kojima je svijet ustrojen: Ta se ideja pokazala geni-

« mehanicki oscilator . . . N b .
jalnom te je pokrenula razyoj astronomije i fizike te opcenito znanosti.

PSS ST Dugo se smatralo.da svaponavljajuca gibanja nebeskih objekata moraju

 slobodno titranje biti kruzna. Kfuznica se smatrala savr§enom pa je bila primjerena nebe-

+ harmonijski oscilator skim pojavama. Pocetkom 17. stoljec¢a Kepler je otkrio da putanje planeta
« harmonijsko titranje ne morajubiti kruznice. Veéina planeta giba se po elipsama, “izduzenim
. elasti¢na sila kruznicama™:"Zapravo, putanja tijela ¢ije se gibanje ponavlja moze biti

bilo kakva zatvorena krivulja. Nakon odredenog vremena tijelo prola-
zi Kroz istu tocku, kao na slici 1.1-1. Stovise, gibanje s ponavljanjem
moze se ostvariti i po otvorenoj krivulji (slika 1.1-2). I u tom slucaju
-+ prisilno titranje tijelo nakon odredenog vremena prolazi kroz istu to¢ku. Opéenito, svako
* rezonancija gibanje koje se nakon nekog vremena ponavlja nazivamo periodi¢nim
gibanjem. U nastavku poglavlja razmotrit ¢emo dva najjednostavnija
slucaja: periodi¢no gibanje po kruZznici i periodi¢no gibanje po pravcu.

« matematicko njihalo
« priguseno titranje
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1.1-1 1.1-2
Periodi¢no gibanje po zatvorenim krivuljama Periodi¢no gibanje po otvorenim krivuljama
-f)

Napomena Periodi¢no gibanje je gibanje koje se ponavlja nakon nekog vremena.
filiv? © Najjednostavniji oblik periodi¢nog gibanja je periodi¢no gibanje po di-
Uobi¢ajeni znak za frekvenciju je f. No, po- jelu pravca. Takvo gibanje nazivamo titranjem. U Sirem smislu, titranje
nekad se koristi i v (gréko slovo NI). | jedno je svako gibanje po dijelu krivulje, primjerice gibanje po dijelu kruznice.
i drugo je dobro. Valja znati da je izbor uobi- Tijelo koje titra na pravcu giba se po istom pravcu naprijed-natrag, gore-
¢ajenog znaka samo stvar dogovora. dolje ili lijevo-desno. Vrijeme nakon kojeg se gibanje ponavlja, to¢nije

vremenski interval nakon kojeg se gibanje ponavlja, nazivamo perio-
dom. Reciprocna vrijednost perioda T je frekvencija.

1
=7




1.1-3

Niz jednostavnih pokusa iz periodi¢nog gibanja
moguce je izvesti uz pomo¢ malog predmeta koji
titra objesen na tanku nit

Titranje je periodi¢no gibanje po dijelu pravca ili kruZnice.
Period je vrijeme nakon kojeg se gibanje ponavlja.

Jedinica SI za period je sekunda (s), a za frekvenciju herc (Hz). Za mate-
maticki opis titranja korisno je jos definirati kruznu frekvenciju ili kutnu
brzinu w, kao umnozak frekvencije /1 punog kuta u radijanima, 2.

w =2nf

Dio titranja koji traje to¢no jedan period nazivamo titrajem, a pola titra-
ja njihajem. Mozemo reci da je period vrijeme jednog titraja, a frekven-
cija broj titraja u jedinici vremena.

Titraj je dio titranja koje traje to¢ne jedan period.
Njihaj je pola titraja.

Periodi¢no gibanje lako mozete sami istraziti, kod kuce ili u skoli, tako
da.na‘kraj dugacke tanke niti, primjerice pola metra konca, zavezete
malen i'relativno tezak predmet, primjerice metalno Ssiljilo, kao na slici
1.1-3/Polozaj u kojem Siljilo miruje nazivamo ravnoteznim polozajem.
Izvucemo li §iljilo iz ravnoteznog polozaja i pustimo ga da se slobodno
giba, ono ¢e se samo vratiti u ravnotezni polozaj. Medutim, ondje nece
stati. Siljilo se ne giba jednolikom brzinom. U poé¢etnom trenutku ono
miruje, a zatim se giba sve brze do ravnoteznog polozaja. Ondje ono
ima najvecu brzinu te zbog inercije nastavlja gibanje. No nakon prolaska
kroz ravnotezni polozaj $iljilo se giba sve sporije, dok/se na kraju na ¢as
ne zaustavi. Taj dio gibanja, od najveceg otklonau pocetnom trenutku,
kad miruje, do idu¢eg najveceg otklona, kad ponovne miruje, nazivamo
njihajem. Nakon toga $iljilo opet ubrzava, prolazi kroz ravnotezni polo-
7aj, usporava te se na kraju vra¢a u tocku iz koje smo ga ispustili. Bio
je to jos jedan njihaj, a sveukupno titraj, Vrijeme od pocetnog trenutka
do trenutka povratka u.pocetni polozaj je period. Nakon toga se gibanje
periodi¢no ponavlja, a takvu.vrst' gibanja nazivamo titranjem.

Postoje jos-dva vazna,pojma vezana uz titranje: elongacija i amplituda.
Lako,ih je razumjeti na primjeru $iljila na koncu. Svaki otklon od ravno-
teznog polozaja nazivamo elongacijom. U slucaju periodi¢nog gibanja
po-dijelu pravca elongaciju mjerimo u jedinicama duljine, metrima. Za
periodi¢no gibanja po dijelu kruznice, kao u naSem primjeru Siljila na
koncu, elongaciju mjerimo u jedinicama kuta, stupnjevima. Najve¢i ot-
klon nazivamo amplitudom. Titranje je gibanje oko ravnoteznog poloza-
ja izmedu dviju amplituda.

Elongacija je otklon od ravnoteznog polozaja.

Amplituda je najveca elongacija.

Titranje u mehanici




Pogled u jezik @

Oscilator je jedna od mnogih rijeci koje
su preuzete iz stranih jezika i prilagodene
hrvatskom jeziku. Dopusteni naziv za osci-
lator, koji se dota Cesto koristi, je titrajni
sustav. Postoje i drugi prijedlozi, vise u
duhu hrvatskog jezika koji medutim nisu
zazivjeli u struci. Jedan od takvih prijedlo-
gaje - titrac.

Robert Hooke (1635. — 1703.), britanski znan-
stvenik, dosao je do brojnih otkri¢a u raznim
podrucjima, od astronomije do mikrobiologije.
Matematicki opis elasti¢nih deformacija cvr-
stog tijela njemu u ¢ast nazivamo Hookeovim
zakonom. Zanimljivo je da nije sacuvan nijedan
njegov portret. Bista na gornjoj slici izradena je
prema pisanim dokumentima.

1.2-1

1.2. Slobodno titranje

Tijelo koje titra nazivamo titrajnim sustavom ili oscilatorom. Siljilo na
koncu bilo je primjer oscilatora. Postoje i titrajni sustavi bez materijalnih
tijela. U takvim sustavima titraju polja.

Oscilator je materijalno tijelo ili polje koje titra.

Ako titra materijalno tijelo, oscilator nazivamo mehani¢kim oscilato-
rom. Primjeri mehanickog oscilatora su uteg na opruzi-ili malo tijelo na
tankoj niti, primjerice nase $iljilo na koncu.

Mehanicki oscilator je materijalno tijelo-koje titra, primjerice uteg na
opruzi ili tijelo na niti.

Svaki oscilator ima svoju svojstvenu frekvenciju. To je frekvencija,
broj titraja u jedinici vremena, kojom oscilator titra ako nema vanjskih
smetnji — sile otpora, sile trenjasili bilo kakve vanjske sile. Takvo tit-
ranje nazivamo slobodnim titranjem. U energijskom smislu, slobodno
titranje je ono titranje\pri kojem titrajni sustav ne izmjenjuje energiju s
okolinom.-Ukupna energija oscilatora je stalna pa se gibanje ponavlja u
beskraj; stalno's istom amplitudom.

Svojstvena frekvencija je frekvencija kojom oscilator slobodno titra.

Slobodno titranje je titranje pri kojem ne postoji vanjska sila ni sila otpora
pa se amplituda s vr.emenom ne mijenja.

1.2.1. Harmonijski oscilator

Najvazniji titrajni sustav u prirodi i tehnici je’harmonijski oscilator,
tijelo koje titra harmonijski. Pod harmonijskim titranjem podrazumi-
jevamo titranje pod utjecajem elasti¢ne sile. Podsjetimo se, elasti¢nu silu
opisuje Hookeov zakon: promjena duljine x razmjerna je sili F,

F 2k,

gdje negativan predznak znaci da sila uvijek djeluje tako da vraca tijelo
u ravnotezni polozaj.

Opcenito; Hookeov zakon opisuje linearnu deformaciju elasticnog sred-
stva. Tipi¢an primjer elasti¢nog sredstva ¢ije su deformacije linearne u
odredenom podrucju sila je opruga (engl. spring) prikazana na slici 1.2-1.

Kad Hookeovim zakonom opisujemo rastezanje ili stezanje opruge, tada
konstantu k& nazivamo konstantom opruge. Jedinica SI za konstantu opru-
ge je Nm!. Uteg koji titra na opruzi tipi¢an je primjer harmonijskog
oscilatora. U tom je sluc¢aju promjena duljine opruge x isto $to i elonga-
cija, otklon od ravnoteznog polozaja. Potencijalna energija opruge, koja
izravno proizlazi iz Hookeova zakona, je:

1
Ep =—kx*.
2

Elasti¢na sila opisana Hookeovim zakonom i pripadajuca potencijalna

i1 I

Opruga je elasti¢no sredstvo koje se, u odredenom
podrucju sila, deformira linearno. Uteg objesen na
oprugu primjer je harmonijskog oscilatora.

energija ne odnose se samo na oprugu, nego na bilo koji elasti¢ni medij.
U opcenitom slucaju konstantu k nazivamo konstantom elasticnosti.

Harmonijski oscilator je tijelo koje harmonijski titra.




Jean Baptiste Fourier (1768. — 1830.), francuski
matematicar, dokazao je da se svako periodi-
¢no gibanje, ma kako zamrseno bilo, moze
matematicki prikazati kao zbroj jednostavnih
harmonijskih titranja razlicitih frekvencija. Opis
sloZenih periodi¢nih funkcija s pomocu jedno-
stavnih harmonika danas nazivamo Fouriero-
vom analizom.
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1.2-2

<" Prikaz veze izmedu periodi¢nog gibanja
b po kruzniciisperiodi¢ne funkcije sinus

Harmonijsko titranje je titranje pod utjecajem elasti¢ne sile.

Elasti¢na sila je sila razmjerna pomaku.

Elongacija harmonijskog titranja s viemenom se mijenja po funkciji si-
nus. Ta ¢injenica proizlazi iz matematickog oblika elasti¢ne sile i drugog
Newtonova zakona. (Svakako pogledajte korelaciju s matematikom u
sljede¢em poglavlju.) To jo§ ne mozZemo izravno izvesti, dok ne naucite
osnove diferencijalnog racuna, no mozemo jasno pokazati kako su perio-
di¢no gibanje po kruznici, titranje i periodi¢na funkcijasinus medusobno
povezani. Iz te veze izvest ¢emo elongaciju, brzinu i ubrzanje harmonij-
skog oscilatora.

Slika 1.2-2 prikazuje kruznicu po kojoj'se tocka\T" giba stalnom kutnom
brzinom w. Kruznica lezi u ravnini okomitoj na ravninu pokretne trake.
Zamislite da se u toc¢ki 7" nalazi mali laser, Ciji je svjetlosni snop stalno
usporedan s duzinom SO, odnosno ‘okomit na ravninu trake. Tocka koju
laser crta na papiru je 7;.\Kad setocka 7" jednoliko vrti, tocka 7, titra po

osix. Duljina duzine\OT, odgovara elongaciji x.

Zami§ljeni trag na pokretnom papiru, koji ostavlja vodoravni laserski
snop, ima oblik'sinusoide. Visina brijega ili dola sinusoide, amplituda 4,
jednaka'je polumjeru kruznice, a zbroj duljina brijega i dola, mjeren u
radijanima, jednak je 27. Vrijeme potrebno da tocka 7~ opiSe punu kruz-

2
nicu jednako je T'= iy
© S

Slika 1.2-3 prikazuje konstrukciju periodi¢ne funkcije sinus iz jednoli-
kog gibanja toc¢ke po kruznici. Iz trokuta ASMT’ slijedi: x = 4 sing. Ako
za vrijeme 7 tocka 7" opiSe puni krug, odnosno kut od 27 radijana, tada
¢e za vrijeme ¢ opisati kut od ¢ radijana. Iz navedene tvrdnje slijedi raz-
mjer koji povezuje kut i vrijeme:

T:2n=t:¢

¢ Tl
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UvrStavanjem u
x =4 sing

dobit ¢emo izraz za elongaciju x:

. (27: )
x=A4 sin| =—-¢|.
T

1.2-3

Konstrukcija periodi¢ne funkcije sinus u skladu s
periodi¢nim gibanjem tocke po kruznici

Neka u\poéetnom trenutku # = 0 vrijednost kuta ¢ nije nula, kao u do-
sadasnjim razmatranjima, nego ¢ = ¢, kako je prikazano na slici 1.2-4.
Tada je pocetna vrijednost elongacije x = x,. U skladu s tim, jednadzba
elongacije je

x = Asin(p + @),

odnosno
. (27
x=A4sin| —-t+ .

Ranije smo definirali recipro¢nu vrijednost perioda kao frekvenciju,
1
=

a kruznu frekvenciju ili kutnu-brzinu kao umnozak frekvencije i punog
kuta u radijanima,

o =2mnf.

Stoga je 27” = @ pa je konacni izraz za elongaciju harmonijskog oscilatora:

x=Asin (0t + @,).

1.2-4

Konstrukcija periodi¢ne funkcije sinus iz periodi¢nog gibanja tocke po kruznici. U po¢etnom trenutku tocka T nije na osi ¢ pa sinu-
soida ima fazni pomak (za ¢ = 0 elongacija nije nula).




1.2-5

Konstrukcija periodi¢ne funkcije kosinus iz promje-
ne vertikalne komponente obodne brzine. Ukupni
iznos obodne brzine je stalan, ako tocka T jednoli-
ko kruzi, no komponente brzine mijenjaju se konti-
nuirano s vremenom.

Tijelo koje se jednoliko giba po kruznici ima stalnu obodnu brzinu

= 2rrm

0 T >
$to'mozemo pisati i kao

v, = ro.

0

Medutim, komponente obodne brzine neprestano se mijenjaju ovisno o
kutu ¢, odnosno vremenu ¢, kao $to se vidi na slici 1.2-5. Iz Zuto osjenca-
nog trokuta, za okomitu komponentu brzine v, vrijedi:

v\’
—~ =cos@,
vO
odnosno
v FV, Coso,

gdje je v, obodna brzina.

Uvrstavanjem izraza za ovisnostkuta ¢ o vremenu:

ot 2
T

dobit ¢emo-izraz za brzinu titranja u smjeru x:

V.=V, cos[z—ﬂ-t),
T

gdje je v, najveca brzina oscilatora.

Kao 1 u razmatranju elongacije: ako u pocetnom trenutku vrijednost kuta
¢ nije nula, nego ¢ = ¢, jednadzba brzine je

2r
V.=V, cos| —-t+¢, |
Mozemo ispustiti indeks x (podrazumijevamo da se titranje odvija na osi
x) te iskoristiti definiciju kruzne frekvencije

2
T
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1

) pa je konacni izraz za brzinu harmonijskog oscilatora:
Napomena
. O V=V, 08 (I + ).
Onima koji zele saznati vise o titranju prepo-
rucujemo opcenite knjige, koje se dijelom Kao §to smo ve¢ rekli, za jednoliko gibanje tijela po kruznici obodna br-

ticu i titranja: zina jednaka je umnos$ku polumjera kruznice i kruzne frekvencije, odno-

« J.1. Pereljman: Zanimljiva fizika sno kutne brzine:

v, =ro.
- Ivan Supek: Povijest fizike o o . o )
Na slici mozemo vidjeti da je amplituda titranja jednaka polumjeru. Na-

posljetku, najveca brzina oscilatora jednaka je umnosku amplitude titra-
nja i kruzne frekvencije.

v0=Aa)

Zamislimo sada stvarni oscilator. Umjesto tocke 7, (slika 1.2-2), har-
monijski titra malo tijelo,mase m. Njegova se brzina mijenja od nule, u
tockama najveéeg otklona, do najvece brzine, v, = Aw, kao $to je ranije
pokazano. To'znaci da'se i kineticka energija

I
E = Emv
mijenja od nule do najvecée vrijednosti.
2

1 A
EM™ =—my, = mr o
2 2

S druge strane, elasticno titranje odvija se pod utjecajem elasti¢ne sile
kojoj odgovara potencijalna energija:

Ep=1kx2,
2

gdje je x elongacija, a k konstanta elastiCnosti. ['potencijalna se energija
mijenja od nule, za ravnotezni polozaj; donajvecée vrijednosti, za najveéi

otklon.
max KA
EJF = —
Prema zakonu ocuvanja energije, zbroj kineti¢ke i potencijalne energije
je stalan.
E +E =E
P k
Opéenito vrijedi:
2 2
]OC_ =+ my = E
2 2 :
Za najveci otklon (x = A4, v=10):
2
M o=k
5 .

Ovdje mozemo izvuéi usputan, ali iznimno vazan zakljucak koji vrijedi
opcenito: ukupna energija oscilatora razmjerna je kvadratu amplitude.




Za ravnotezni poloZaj (x =0, v=v,):

0+ mA’w’ P

5 :
. C . kA Ao’
Naposljetku, zakljucujemo da vrijedi EX =0 2a)

Iz definicije kruzne frekvencije
_2r
T
dobit ¢emo opéu formulu za period titranja harmenijskog oscilatora.

T:27r\/E
k

Povezujuci periodi¢no gibanje po kruznici s titranjem, dosli smo do izra-
za za elongaciju i brzinu‘harmonijskog oscilatora. Razmotrimo sada ubr-
zanje. Tijelo koje sejjednoliko giba po kruznici ima stalno centripetalno
ubrzanje; kvadrat obodne brzine kroz polumjer:

2
Vo

a = —,
cp %

Sto_(iz definicije obodne brzine) mozemo pisati:

2
_drm
Ay = 72
ili
a_ =rw’
p

Kao i za obodnu brzinu, komponente centripetalnog ubrzanja neprestano
se mijenjaju, ovisno o kutu ¢, odnosno vremenu ¢. (slika 1.2-6). 1z zuto
osjencanog trokuta, za okomitu komponentu ubtzanjaa , vrijedi:

a, = a sing.

1.2-6

Konstrukcija periodi¢ne funkcije sinus iz promjene
vertikalne komponente centripetalnog ubrzanja.
Ukupni iznos centripetalnog ubrzanja je stalan,
ako tocka T jednoliko kruzi, no komponente ubrza- ~ menu:

nja mijenjaju se kontinuirano s vr.emenom. 2

Predznak minus dolazi od suprotne orijentacije komponente @ u odnosu
na pozitivan smjer osi x. UvrS§tavanjem izraza za ovisnost kuta ¢ o vre-

dobit ¢emo izraz za okomitu komponentu ubrzanja a :

Titranje u mehanici




.(271 )
a =-a_sin| —-t |,
X P T

gdje je a , najvece ubrzanje oscilatora, koje ¢emo nadalje pisati kao a;.
Kao i u razmatranju elongacije: ako u poc¢etnom trenutku vrijednost kuta
¢ nije nula, nego ¢ = ¢, jednadzba ubrzanja je

. (2n
ax=—aosm(7-t+g00].
Mozemo ispustiti indeks x (podrazumijevamo da se titranje odvija na osi
x) te iskoristiti definiciju kruzne frekvencije:
_2r
T T

pa je konacni izraz za ubrzanje harmonijskog oscilatora:

[ @ ==a;sin (0t + ).

Kao §to smo-na pocetku rekli, za jednoliko gibanje tijela po kruznici je
centripetalno ubrzanje, koje piSemo kao a, jednako umnosku polumjera
kruznice i kvadrata kruzne frekvencije.

a,= rw’
Na slici mozemo vidjeti da je amplituda titranja jednaka polumjeru. Na-
posljetku, najvece ubrzanje oscilatora jednako je umnosku amplitude ti-

tranja 1 kvadrata kruzne frekvencije.

= 2
a,=Aw

Primjer 1

Harmonijski oscilator titra amplitudom od 12 mm i frekvencijom.od/16 Hz. Napisite jednadzbe titranja za elonga-
ciju, brzinu i ubrzanje. U pocetnom je trenutku oscilator u ravnoteznom polozaju.

RjeSenje:

Jednadzbe za elongaciju, brzinu i vrijeme su:

x =Asin(wt + @)

v=v,cos(wt + )

a=-aysin(wt+ @),

gdje je ¢, faza, a w kutna‘brzina'ili kruzna frekvencija w = 2nf'=2n - 16 s' = 101 s".
Ravnotezni polozaj znaci elongaciju jednaku nuli: 0 = 4 sin(w - 0+ ¢,)

sing, =0 — ¢, =0.

Jednadzba za elongaciju je x =12 mm sin (101 s'7).

Maksimalne vrijednosti brzine i ubrzanja su: vi=A4® =12-10°m- 101 s' = 1,2 ms’'
a,=A®*=12-10"m - (101 s')* =122 ms2.

Naposljetku, jednadZzbe za brzinu i ubrzanje su v= 1,2 ms'cos (101 s'z)

a=-122 ms?sin (101 s7'¢).






