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Uvsd

Fibonacci je roden u Italiji, ali je odrastao
u Sjevernoj Africi, gdje je u¢io matematiku
te putujuci s ocem po svijetu spoznavao
goleme prednosti matematickih sustava u
zemljama koje su posjecivali. To opisuje u
svojoj poznatoj knjizi “Liber abaci” (1202).
Zadatak iz trec¢eg poglavlja te knjige do-
veo je do uvodenja Fibonaccijevih broje-
va i Fibonaccijeva niza, po ¢emu ga danas
najvise pamte:

Neki ¢ovjek postavio je par zeceva u pro-
stor koji je sa svih strana bio okruzen zi-
dom. Koliko parova zeceva moZe nastati
od tog para za godinu dana ako se\ pret-
postavi da svaki mjesec svaki par na svijet
donese novi par, koji postaje produktivan
od drugog mjeseca?

Trutovi su muske jedinke kod
pcela. Njihov zadatak je oplo-
divanje matice. Trutovi imaju
snazna krila i velike o¢i, a to im
je potrebno da za vrijeme leta
mogu opaziti i dosti¢i-maticu.
Oni za vrijeme toplih ‘'sun¢anih
dana izlijecu iz Kosnica da bi'se
sreli s maticama. Poslije spariva-
nja s-maticom, trut-ugiba. Tako
dugo dok traje lijepo vrijeme
i dok cvije¢e obilno proizvodi
nektar, trutovi u svom drustvu
nalaze gostoprimstvo i hranu.
Ali u jesen ¢im nestane pase, u
pcelinjacima pocinje takozvano
izbacivanje trutova. Trutove koji
se vracaju s leta pcele ne pusta-
ju natrag u kosnicu.

Svaka kolonija pcela sastoji se
od kraljice, par trutova i puno
pcela radilica. Zenke péela (kra-
ljice i radilice) imaju dva rodite-
lja, truta i kraljicu. Trutovi se pak
roje iz neoplodenih jajasca. To
znaci da imaju jednog roditelja.
Fibonaccijev niz oznacuje tru-
tovo obiteljsko stablo u kojem
onima jednog pretka, zatim dva
pretka, tri pretka i tako dalje.




Fibonacci-jevi brojevi na
klavijaturama

Fibonacci-jeve brojeve mozemo
naéi u jednoj oktavi‘na klavija-
turama glazbenih! instrumena-
ta. Oktava sadrzava 13 tipki, od
kojih je 8 bijelih i 5 crnih. Crne
tipke su u dvije grupe, u jednoj
su 2, a u drugoj 3. Brojevi koje
smo nabrojali, 2, 3, 5, 8, 13, su
dio niza koji nazivamo Fibonac-
ci-jev niz.

Aritmeticki niz
1.1. Opcenito o nizovima

Mnoge kreacije u prirodi uklju¢uju komplicirani matematicki ,,dizajn"

spirale. Primjerice, sjemenke u cvijetu suncokreta formiraju spiralu. Kod

nekih vrsta je 21 spirala poloZena u smjeru kazaljke na satu, 34 u smjeru

obrnuto od kazaljke na satu, kod nekih drugih vrsta 34 i 55, ili 55 i 89 ili

¢ak 891 144.

Ovakvo opazanje postaje jo$ zanimljivije kada prometrimo niz brojeva koje

je otkrio i prouc¢avao Leonardo iz Pise, poznat kao Fibonacei, matematicar

iz Italije koji je djelovao u 13. stoljecu.

Fibonacci-jev niz brojeva je beskonac¢ni niz koji zapocinje ovako
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34,55, 89, 144, 233, ...

Prva dva ¢lana su 1, a svaki sljedeci'¢lan nastaje zbrajanjem prethodna dva

¢lana.

Ako broj 1 nazovemo-prvim ¢lanom niza, sljede¢u jedinicu drugim ¢lanom

niza, broj2 tre¢im ¢lanom niza, broj 3 ¢etvrtim ¢lanom niza i tako dalje, to

znaci da'prirodnim brojevima N ={1, 2, 3, 4, ...} pridruzujemo vrijednosti

K ={1, 1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, } ¢lanova Fibonacci-jeva

niza.

Ako ¢lanove niza ozna¢imo a=1a-=1a=2,a,=3,.. pridruzili smo

prirodnim brojevima vrijednosti Fibonacci-jeva niza.

Broj a, ¢itamo prvi ¢lan niza, broj a, drugi ¢lan niza, broj a, tre¢i ¢lan niza,

a broj a, n-tiili op¢i ¢lan niza.

\
Niz u skupu A, gdje je 4={qa,, a,, a;, ...} sk élan% ne\og niza, je
svaka funkcija a: N — 4. Funkcija a pri

elemen

Element a_je opci ili s=ti ¢ iza, a sam niz katkad kratko
. o e)

Fibonacci-jeviniz mozemeo smatrati funkcijom a: N — 4.

N 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
v v v v v v v
F 1 1 2 3 5 8 13
a=1 a=1 a=2 a=3 a,=5 a=8 a=13..
PRIMJER 1
Napisimo prva Cetiri ¢lana niza zadanog op¢im ¢lanom:
(=0
a =3n+4 b) a, =—=-—
) a, =3n ) a, Y
Rjesenje
a)zan=1, aq =3-1+4=7 zan=2, a,=3-2+4=10
zan=3, a,=3-3+4=13 zan=4, a,=3-4+4=16

Prva Cetiri ¢lana nizasu 7, 10, 13, 16.
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-1)' -1)°
Opcenito, faktor (-1)" odreduje b)yzan=1, a, = (1—) - zan=2, a, = (2—) -1
hoc¢e 1i odredeni ¢lan niza biti 3 -1 2 3F-18
pozitivan ili negativan ovisno o (_1)3 1 (_1)4 1
i i zan=3, a,=—7—"—=—— zan=4, a =—"—=—
parnosti, odnosno neparnosti T3 2% 1317 %0
eksponenta n.
i . 11 1 1
Prva Cetiri ¢lana nizasu =~ ——, -, - —, —.
& 26 80

Niz moze biti zadan graficki.
Zamislimo niz s op¢im ¢lanom g, = — . Kako ¢emo razlikovati graf funkcije
n

f(x)= 1od grafickog prikaza niza a, = 12 Na slikama su prikazana oba
x n

grafa. Vidimo da se na grafu niza nalaze samo tocke cije su apscise prirodni
brojevi.

YA a,h

4 \ 4
2 2
(1,1) (1,1)

2,0. 2,0.
\ G2 6,039 4029 : @0 (3,033) 4,0.9)

=y
3y

Niz mozemo zadati rekurzivnim formulama, u kojima se clanovi niza
lat. recurrere; opet dodi, vratiti se, ~zadaju s pomocu ve¢ definiranih ¢lanoyva. Ako znamo kako bilo koji
vracati se (na stvar ili predmet)  ¢lan niza ovisi od ¢lana pred sobom ilitod nekolike prethodnih ¢lanova,
odnosno znamo pravilo po kojem ra¢unamo n-ti ¢lan, onda se vra¢amo,
traze¢i vrijednosti prethodnih ¢lanova pa se takav nacin zadavanja niza

zove rekurzivno zadavanje niza.

PRIMJER 2

Fibonacci-jev niz je upravo niz zadan rekurzivnim formulama. Odredimo
prvih Sest clanova Fibonacci-jeva niza.

a,=1,a,=10a,=a, +a,, n=3

Rjesenje

a, =1

a, =1

a;=a ta, a,=a;ta, as =a, +a, as=as +a,
=1+1 =2+1 =3+2 =5+3
=2 =3 =5 =8

Prvih 6 ¢lanova niza je 1, 1, 2, 3, 5, 8.




Aritmeticki niz

Niz moze biti zadan svojim ¢lanovima. U toj situaciji pokusavamo odrediti
pravilo po kojem se formiraju ¢lanovi toga niza.

PRIMJER 3
Odredimo op¢i ¢lan niza: a)l1,2,3,4,5,6,7, ...
b1,23 202
2°'3 4 5 6
¢)2,3,57,11,13,17, 23, .%.
Rjesenje

a) Vidimo da su ¢lanovi zadanog niza prirodni\brojevi i vidimo da je prvi
¢lan 1, drugi ¢lan 2, tre¢i ¢lan 3 i tako dalje, znaci*da redni broj ¢lana
mozemo povezati s njegovom vrijednosti, tako da op¢i ¢lan niza glasi
a =n.

b) Brojnici ¢lanova zadanog niza redom su prirodni brojevi, a nazivnici su
brojevi za'jedan ve¢i od brojnika, $to znaci da op¢i ¢lan niza mozemo
zapisati-a, = —C.

n+1

c) Pomnije promatrajuci vidimo da ovaj niz ¢ine prosti brojevi. Proste bro-
jeve mozemo definirati kao brojeve koji su djeljivi s jedan i samim so-
bom, ali to ne znamo zapisati formulom. U ovakvim situacijama ¢lanove
niza zadajemo opisno.

p-t—:.:"'e';"'
S
e j Zadptci za vietbu
Y
P2
1. Napisite prva Cetiri ¢lana niza zadanog formulom:
a) a,=3n+2, b) a,=3", ) an=(—3)n,
1 5 n 2n
d)a ==, e) a,=(-1) (n+3), f) a, = .
) a, [3) ) n ( ) ( ) ) n+4

2. Napisite prva cetiri ¢lana niza zadanog rekurzivnom formulom:

a)a,=7,a,=a, ,+5 n=2, b)ya =12, a,=a,  +4, n=22,
c)a =3 a,=4a, ,6n=2, d)a=2a,=5,,6 n22,
e) a, =4, a,=2a, *3, n=2, f) a,=5,a,=3a, -1, n=2.
3. Napisite n=ti ¢lan zadanih nizova, ako je moguce.
a)2,5,8,11, 14, .. b) %%é%é <) %,%, g%%
-+ L oLl e)1,0,-1,2,-3, .. ) 1,542,303, 44, ..

28 26 80
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4. Napisite n-ti ¢lan nizova zadanih graficki, ako je moguce.

a)

a, h b) a, A

9 (3,8) 2

8

; 1

6 >
ol 1 2 3 4 5 6 n

5

4 2.3)

3

3

a0 R

0 2] 31 4 5 %

5. Napisite n-ti ¢lan nizova zadanih opisno, ako je moguce.

a) niz prirodnih viekratnika broja 3,

b) niz parnih prirodnih brojeva,

¢) niz kvadrata neparnih prirodnih brojeva,

d) niz prirodnih brojeva koji pri dijeljenju sa 6 daju ostatak 5.

7
\

1.2. Aritmeticki niz

PRIMJER 1

Damir pocinje tréati i namjerava trcati svaki dan. S obzirom na to da dugo
nije tr¢ao zapocinjé 15-minuthim tré¢anjem, drugi dan tréanje produzava 5
minuta, tre¢i dan'10'minuta, cetvrti 15 minuta i tako dalje. Koliko je minu-
ta tréao peti, odnosno’sedmi dan?

Ako je prvi dan pretréao 2700 metara i svaki dan produzavao za istu uda-
ljenost, a deseti dan pretr¢ao 10 800 metara, koliku je udaljenost pretr¢ao
peti, odnosno sedmi dan?

Rjesenje

Ovdje se radi o dva niza ¢iji ¢lanovi glase:

minute 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60

udaljenost 2700, e , 10800

U prvom nizu ¢itamo da je peti ¢lan 35, a sedmi 45 minuta (a5 =35,a,= 45),
a u drugom da je prvi clan 2700, a deseti 10 800 (a, =200, a,,= 10 800).




Aritmeticki niz

Vidimo da se susjedni ¢lanovi prvoga niza razlikuju za 5, a u drugom nizu
to ne znamo jer nemamo dva susjedna ¢lana. Znamo da je izmedu prvog i
desetog ¢lana preostalo jo$ 8 ¢lanova.

alr%’azr%’%r%’%@asr%’aﬁr%’%r%’as@%r%’aw

Izmedu svaka dva susjedna ¢lana ista je razlika (u vremenu) i tih je razlika
upravo 9 (prebrojite znakove). Jednostavnim ra¢unanjem mozemo do¢i do

traZzenog vremena
10800 —2700

=900

Sada mozemo ispisati sve ¢lanove drugog niza,

udaljenost 2700, 3600, 4500, 5400, 63005°7200,,8100, 9000, 9900, 10 800
i vidimo da je peti ¢lan 6300, a sedmi 8100 (a, =6 300, a,=8100), $to znaci
da je Damir peti dan pretr¢ao-udaljenost od 6300 m, a sedmi 8100 m.

Ova dva niza primjeri su aritmetickog niza.

diferencija (lat. differentia) razlika, Niz (a \k@k\mz ako je razlika svaka dva uzastopna ¢lana

razli¢nost; mat. razlika, dio za )ednaka (konstanta).
koji je neka veli¢ina veca ili ma- =..=a,—a, =d

nja od druge Taj broj nazivamo razllka (dlferencua) i ozna¢avamo sa d.

aritmeticki niz razlika

1076865, 1304152, 1531439, 1758 726, ... d=1304152-1076865=
= 227287

2,6,10, 14,18, ... d=6<2=4

-2,-7,-12,-17, ... d=-7-(-2)=-5

Ako je poznat prvi ¢lan (a,) i razlika (d) aritmetickog niza, tada je niz zadan

rekurzivnom formulom:

a =a+d.

n n—1

Dodavanjem d bilo kojem
¢lanu, dobivamo sljedeci ¢lan.

g 2120000, 2103093

é 2100000 UL IEL: 2

& 1 2082777

'_c% 20800004 U posljednjih nekoliko godina broj posje-
£ 2062461 titelja nasih nacionalnih parkova raste. Po
g 2060000+ 2042 145 podacima iz grafikona vidimo da taj broj
S, 2040000 o152 iz godine u godinu raste. Usporedimo broj
2 021829 posjetitelja od 2006. do 2010. godine. Poku-
'% 2020000 $ajmo procijeniti koliko je posjetitelja bilo
= 2000000 2011.12012. godine.

=

= 1980000

2006. 2007. 2008. 2009. 2010.
godina
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Rjesenje

Usporedimo li podatke za 2006. i 2007. godinu, vidimo da je 2007. bilo
20 316 posjetitelja vise nego 2006.

2006. 2007. 2008. 2009. 2010.
2021829 | 2042145 | 2062461 | 2082777 | 2103093
20316 20316 20316 20316

Vidimo da je razlika ista za sve te godine. Zaklju¢ujemo-da se radi o ¢la-
novima aritmetickog niza za koji vrijedi rekurzivna formula:a =2 021829,
a, =a, _ +20316. Sude¢i po danim podatcima, u 2011. 'godini nacionalne
parkove obislo je 2103093 +20316 =2 123 409 posjetitelja, a 2012. godini
2123409 +20316=2143725 posijetitelja.

Nacionalni park Paklenica

Mozemo li aritmeticki niz definirati koriste¢i samo prvi ¢lan niza i njegovu
razliku? U ovom smo.primjeru vrlo brzo prepoznali da je razlika aritmeti-
¢kog niza d =20 31652 prvi ¢lan je a, =2 021 829.

Drugi ¢lan mozemo dobiti upravo koristeci rekurzivnu formulu
a,=a +20316:

Tredi ¢lan niza dobivamo takoder koriste¢i rekurzivnu formulu

a,= a,+20316, gdje mozemo umjesto a, pisati a,= a +20 316, odnosno
a,=a,+20316+20316=a +2-20316.

Nastavljajuci postupak, cetvrti clan glasio bi a, = a + 320 316, a peti
a,=a, +4-20316.

Op¢enito, zamijenimo li 20316 sa d, dobivamio:

prvi ¢lan drugi ¢lan tredi ¢lan Cetvrti ¢lan.  peti ¢lan
a, a+d a,+2d a+3d a,+4d
a, a,=a +d ay=a, +2d a,=a +3d a,=a +4d
1jeza 2jeza 3jeza 4je za
1'manje 1 manje 1 manje 1 manje
od 2 od 3 od 4 od 5

Sada vise nije problem pronaci formulu za n-ti ¢lan aritmetickog niza.
n-ti ¢lan
a, +(n- l)d
a, =a, +(n—1)d

n-ljezal
manje od n

Aritmeticki niz odreden je svojim prvim ¢lanom a, i razlikom d.




Nacionalni park Kornati

Aritmeticki niz

Op¢i ¢lan aritmetickog niza ima oblik
a,=a,+(n-1)d.

PRIMJER 3

Odredite osmi ¢lan aritmetickog niza kojemu je prvi ¢lan broj 4, a razlika
je 7.
Rjesenje
Formula za osmi ¢lan ovoga niza je

ag=4+(8-1)-(-7)=4-7-7=4-49="45.
Osmi ¢lan niza je broj -45, a to moZemo provijeriti ispisuju¢i redom prvih
osam ¢lanova niza:

4,-3,-10, -17,-24, =31, -38, —45.

PRIMJER %

Odredimo prvi ¢lan.aritmetickog niza ako je drugi ¢lan 7, a sedmi 37.
Rjesenje
Iz.a,=7% a,=37 slijedi: a,+d=7 i a +6d=37, sustav od dvije jednadzbe
$ nepoznanicama a, i d.

a+d=17 /-(—1)

a,+6d =37

a4 —d=-T
a+6d=37["

5d =30 /:5
d=6 =a+6=T7=a=1

PRIMJER 5

Koliko je sveukupne.posjetitelja bilo u nacionalnim parkovima? (Koristi-
mo podatke iz Primjera 2:)

Rjesenje

U ovom slucaju to nije problem izracunati jer promatramo razdoblje od
samo 5 godina, ali $to ako promatramo neko duze vremensko razdoblje?
Clanovi aritmeti¢kog niza imaju zanimljivo svojstvo koje ¢emo sada pri-
kazati.

Ispisimo zbrojeve ¢lanova naseg niza dva puta, prvo u redoslijedu kao $to je
zadan, a potom u obrnutom poretku, a zatim ih zbrojimo.

§=2021829+2042145+2 062 461+2 082 777+ 2103 093
§=2103093+2082777+2062461+2042145+2 021 829

28§=4124922+4124922+4124 922+4124 922+ 4124 922

Zbroj prvog i zadnjeg ¢lana jednak je zbroju drugog i predzadnjeg ¢lana, a
to je jednako zbroju treceg i treceg ¢lana od kraja. Takvih zbrojeva je pet.
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e

Aritmeticki niz znadi da uvijek
dodajemo ili oduzimamo isti
broj, a zbrajanje i oduzimanje su
dvije osnovne aritmeticke ope-
racije.

Dobra stvar je $to ako znamo da
je skup brojeva aritmeticki niz,
znamo broj koji stalno dodaje-
mo (ili oduzimamo)j mozemo
pronadi bilo kojit¢lan niza; pa
¢ak i zbroj svih.¢lanova niza.
Pogledajte sliku i odgovorite ko-
lika je vrijednost trinaestog ¢lana
i koliki je zbroj prvih 13 ¢lanova
ovoga niza.

Dobili smo dvostruki zbroj ¢lanova niza.
25=5-4124922/:2
§'=10312 305

Sveukupno je 10312 305 posjetitelja bilo u nacionalnim parkovima.

Cijelu ovu situaciju mozemo poopc¢iti. Zelimo odrediti zbroj prvih n ¢lano-
va aritmetickog niza i to ¢emo uciniti kao i u prethodnom primjeru. Neka
je S, zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza.

S =a +a,+a,+...+a

Zapisimo S na dva razlicita redoslijeda i zbrojimo

+ a

Iz pro$log primjeraznamoije zbroj prvog i zadnjeg ¢lana jednak zbroju dru-
gog i predzadnjeg clana, a to je jednako zbroju tre¢eg i treceg ¢lana od kraja.
To mozemo jednostavno pokazati.

a,+a,=a +a +(n—1)d=2al +(n—1)d

a,+a, =a+d+a +(n-2)d=2a +d(1+n-2)=2a+(n-1)d

ay+a,_,=a +2d+a +(n-3)d=2a,+d(2+n-3)=2a +(n-1)d
Analognim na¢inom mozemo zakljuciti da su zbrojevi i ostalih. parova jed-

naki i sada mozemo izvesti formulu za zbroj prvih'n ¢lanova aritmetickog

niza.
28, =(a,+a,)+(a, +a,,)+(a; +a, )+ ... (a +a,)

2Sn=(al+an)+(al+an)+(al+an)+ ............ +(a1+a")

Parova (a, +a ) ima koliko i ¢lanoya samog niza; dakle 7.

28, =n-(a +4a,)/:2

B n-(a,+a,)
n 2
Ako umjesto)(a, '+ a)-zapisemo 2q, +(n —1)d , dobivamo jo§ jednu formulu
g - n-[Zar1 +(n—l)d]
n 2 *

Zbroj ili suma prvih » ¢lanova aritmetickog niza,
ako znamo prvi ¢lan i n-ti ¢lan niza, dan je formulom
n-(a +a,)

—
Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza,
ako znamo prvi ¢lan i razliku d niza, dan je formulom
5 = n'[Za1 +(n—1)d]
! 2

S, =
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PRIMJER 5
Izrac¢unajmo zbroj prvih 100 neparnih prirodnih brojeva.
Hrvatski jeziK ............... __ odligan(s)
Engleski e () Rjesenje
Froncuski e oditan(3)
S % Prvi ¢lan naSeg niza je a, = 1, a razlika je d = 2. Koristit cemo drugu formu-
Eoviek, zdravije | OKOlIS .......... _% lu’ uz n =100 o
n(3) 100 -[2-1+(100-1)-2
Totasna s o7 (3) Sio0 = I 1( )2] =50-(2+198)=10000.
Uvod u drzavu i pravo ... _&L_—_ /Z
Sl i /
{aopisivanie o . vrodabar(4)
s s / PRIMJER 6
Upravni
v u imovinsko VO e —; Y, . L4 . Y : . . : Y,
s / Izra¢unajmo zadnji ¢lan aritmetickog niza ake je-zbroj prvih 25 ¢lanova
Uvod u obiteljsko pravo
1650, a prvi ¢lan je broj 6.
odlican (5)
Javne financije / Rj€§ e n]e
oo 25-(6+ays) .
i B R o () Uvrstimo li u prvuformulu zadane podatke S, =——22, dobit ¢emo
54 2 ‘ma; ) samo jednu nepoznanicu, a,.
| P — /
Erea——— T 25-(6+ a )
Strudna praksa .. obavijena 1650 = / ’ 2
=l /
/ / —95. .
; . 3300 =25-(6+ay) /:25
/ 132=6+a,
Izbornl predmeti
Latinski jezik, W Yo dobliefs) a,; =126
Vjeronauk odlican (5)
Dvadeset i peti ¢lan zadanog niza je 126.
VIRDAO® i oo i e W _uzomo
Uteni..€@ ___ jes odlicnim
zavrsi_ 2. drugi razred.

S kojim uspjehom je ucenik/ca
zavr$io/la razred?

Ovo vrijedi iz:

an - an—l ~ an+1 —-a

n

2an = an+l + an—l
= G Ty
o ’ 2
e IR
“W Zadatci za viethu \
!“\b\-*’
—_—
1. Napisite ptva Cetiri €lana aritmetickog niza, ako je:
a) a, =200, d =20, b) @ =300, d =50, Q) a=-7,d=4,
5 1
d) a,"= 300, d =90, &) a=2,d=—, f)a=2d=1,
2 2 4 4
g a =a, +6a=-7, h) a,=a, —10,a, =30, i)a,=a, , —04,a,=1.6

2. Odredite zadane ¢lanove aritmetickog niza, ako je zadano:
a) a, =13, d=4, a,=? b) =7, d=5, a,="?
c) a=-40, d=5, ay,="? d) a, =35 d=-3, a,="?




Matematika 3

77,
?K\l
r\l ‘\

3. Odredite formulu za op¢i ¢lan niza koji je zadan sljede¢im podacima, a nakon toga izracunajte a, .

a)1,59,13, ... b)2,7,12,17, ... 7,3 -1,-5 ..
d)e,1,-4,-9, .. e)a,=9, d=2 f)a =-20, d=-4
gla=a_+3,a=4 h)a =a_ -10, a =30

4. Odredite zbroj prvih dvadeset ¢lanova aritmetickog niza: 7, 10, 16, 22, ...

5. Odredite zbroj prvih pedeset ¢lanova aritmetickog niza: -10, -6, -2, 2, ...

6. Odredite zbroj prvih sto prirodnih brojeva.

7. Odredite zbroj prvih 60 neparnih prirodnih brojeva.

8. Odredite zbroj neparnih prirodnih brojeva izmedu 21 i 45.

9. U nekom aritmetickom nizu 200. ¢lan je broj 99, a 268. ¢lan je broj 167. Odredite 234. ¢lan toga

niza. Odredite zbroj svih ¢lanova od 235. do 312.Zadanoga niza, tj. a,, +a,, +... +a, .
o te na pitanja

1. Sto je niz? Opisite niz nekim pritjerom.
. Kako izgleda graf niza?

. Sto je rekurzivna formula?

W N

. Kupili ste novi auto za 24 000 €. Na kraju n-te godine vrijednost auta dana je formulom
a, =24 OOO(%y , n=1,2,3,4,.. Odredite a_ i objasnite (napisite recenicu) koje je znacenje a,
u ovom slucaju. Objasnite koje je znacenje n u ovom slucaju.

5. Sto je aritmetiki niz? Objasnite na primjeru.

6. Sto je razlika u aritmeti¢kom nizu?

7. Objasnite kako izracunati zbroj prvih » ¢lanova aritmetickog niza bez zbrajanja svih tih ¢lanova
niza.

8. Neciju zaradu n godina nakon 2010. godine moZemo opisati sa a = 1472 n +29 060. Koristeci
ovaj model, kolika ¢e biti zarada 2033..godine?

Procijenite
1. Napisite\prvih pet ¢lanova niza ¢iji je prvi ¢lan broj 9, zadanog

n-1
a, = 2
3a, , +5, za n je neparan broj.

, za n je paran broj

2. Neka je a n-ta znamenka iza decimalne tocke broja 2. Napisite prvih 5 ¢lanova ovoga niza.
3. Opdi ¢lan niza zadan je a, = 5n+ 2. Odredite rekurzivnu formulu ovoga niza.
4. Dajte primjer dva razli¢ita aritmeticka niza koji imaju broj 10 kao etvrti ¢lan.

5. U nizu 21700, 23172, 24644, 26 116, ... koji ¢lan po redu je broj 3146282




Aritmeticki niz

1. Graf pokazuje broj prodanih CD-a u tisu¢ama od 2001. do 2010. godine. Neka a_ predstavlja
broj prodanih CD-a u n-toj godini, gdje n=1 odgovara 2001. godini.
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godina

a) Kolika je vrijednost a.? Koje znacenje ima a_?

b) Koliko je ukupno prodano CD-a od 2001. do 2010. godine?

¢) Kako biste zapisali razliku dva susjedna ¢lana niza zadana ovim grafom?
d) Koje je godine ta razlika bila najveca? Kolika je razlika?

e) Koje je godine ta razlika bila negativna?

2. Depozit od 6000 kuna poloZen je na racun koji donosi kamatu od 6 % cetiri puta godi$nje (kvar-

0.06

talno). Stanje na ra¢unu nakon » kvartala.dano je a, = 6000(1 + T) ,n=1,23,4,..

a) Odredite stanje na ra¢unu nakon 5 godina. (Zaokruzite na kune.)

b) Ako je netko polozio novce.naracun zato da bi ustedio za kupnju proizvoda ¢ija je cijena na
pocetku stednje bila.8000 kuna, a u meduvremenu je poskupio 2 %, ima li dovoljno novca za
kupnju tog proizvoda?
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3.

6.

Graf pokazuje milijune gradana SAD-a, korisnika socijalne pomo¢i koji primaju nov¢anu po-
mo¢ od 1993. godine.

=4
g7 42
= TOT7
= 141 12.6
S
=g 121 10.9
=i
E 510 1 8.7
= % L
=.3 8 i 1.0
E 2 6.5
= g
= 6
el
=
= 4 -
e
O 7
0 T T '] T T T T 1

1993. 1994. 1995. 11996.-71997. 1998 1999. 2000.
godina

a) Koliko je ukupno gradana SAD-a primalo nov¢anu pomo¢ izmedu 1993. i 2000. godine?

b) Ako je prviiclan niza brojljudi koji su 1993. godine primali novéanu pomo¢, drugi ¢lan broj
ljudi kojisu 1994 godine primali nov¢anu pomoc i tako dalje redom, moze li niz zadan for-
mulom a =-1.23n+16.55, gdje jen=1, 2, 3, ..., 8 zamijeniti podatke s grafa? Koliki je zbroj
prvih 8 clanova ovoga niza? Kolika je razlika zbroja u zadatku a) i ovom zadatku?

. Prema podatcima agencije za zastitu okolia, u 1960. godini u SAD-u je reciklirano 3.78 mi-

lijuna tona krutog otpada. Zahvaljujuci ponajprije programima za reciklazu otpada, koli¢ina
recikliranog krutog otpada povecana je za 0.576 milijuna tona na godinu.

a) Napisite formulu za op¢i ¢lan aritmeti¢kog niza koji modelira koli¢inu'recikliranog krutog
otpada n godina nakon 1959. godine.

b) Kolika je ukupna koli¢ina recikliranog krutog/otpada’od 1960. godine do 2010. godine?

. Tvrtka u kojoj se zelite zaposliti nudi yam pecetnu mjese¢nu pla¢u od 6500 kuna (za prvu go-

dinu) s godi$njim povecanjem od 4200 ktina. Koliko ¢ete ukupno zaraditi ako se zaposlite u toj
tvrtki i ostanete 10 godina?

Kazaliste ima 30 sjedala (mjesta)-u prvom redu, 32 sjedala u drugom i tako dalje po dva sjedala
vi$e u svakomisljede¢em redu, a sveukupno je 26 redova. Koliko je sjede¢ih mjesta u kazalistu?






