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bkb i ckc . Ova nam dva pravca, uz pravce a i d , odreduju jednu involu-
ciju u tom pramenu. A ta nam involucija opet definira jednu involuciju na
beskonačno dalekom pravcu q �sl. 12.1�.

Odredimo dalje fiksne pravce q1 i q2 u involuciji u pramenu �K� , a
ti nam pravci opet odreduju fiksne točke Q1 i Q2 na beskonačno dalekom
pravcu q .

Tako smo dobili dvije parabole �ako postoje� kao rješenja. Za rješenja
imamo dvije �ili nijednu� parabole koje prolaze kroz dane točke K , L ,
M , N i diraju beskonačno dalek pravac q u točki Q1 , odnosno Q2 .

Zadatak 12.3. Neka je zadan trokut KLM i njegov ortocentar �sje-
cište visina� N .

Dokažite da je svaka konika u pramenu čije su K , L , M , N temeljne
točke, jednakostranična hiperbola.

Rješenje. Neka je zadan potpuni četverovrh K , L , M , N prema
zadatku. Takav četverovrh nam prema teoremu 12.2. definira jednu invo-
luciju na beskonačno dalekom pravcu ravnine. Spojimo li parove točaka
te involucije s točkom K , dobijemo involuciju u tom pramenu �K� .

Dalje siječemo parove pridruženih pravaca u toj involuciji u pramenu

�K� nekom kružnicom k i time na kružnici dobijemo parove pridruženih
točaka X i X te Y i Y �sl. 12.2�.

Sada se lako pokaže da spojnice uzajamno pridruženih točaka, kao X
i X te Y i Y i Y itd., čine jednu cirkularnu involuciju na toj kružnici,
to jest svaka spojnica pridruženih točaka prolazi centrom involucije U ,
odnosno središtem kružnice k .

Odavde neposredno slijedi da svaka konika u pramenu s temeljnim
točkama K , L , M , N ima okomite asimptote, što nam dokazuje kons-
trukciju.

Zadatak 12.4. Dokažite da jednakostranična hiperbola k koja pro-
lazi vrhovima K , L , M , N nekog potpunog četverovrha prolazi i orto-
centrima trokuta KLM , KLN , KMN , LMN .

Rješenje. Promotrimo trokut KLM i njegov ortocentar HN . Prema
zadatku 12.3 svaka je konika u pramenu s temeljnim točkama KLMHN

jednakostranična hiperbola.
Postoji dalje jedna jednakostraničnahiperbola koja prolazi preostalom

točkom N , tj. postoji točno jedna jednakostranična hiperbola koja prolazi
kroz točke K , L , M , N , HN .

Vrlo slično se pokaže i za ostale ortocentre.
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Definicija12.2.Krozčetiritočke,K,L,M,Nodkojihnikojetri
nisukolinearneprolazibeskonačnomnogokonika.Takavskupkonika
nazivamopramenomkonika.

SpomenutetočkeK,L,M,Ntadazovemotemeljnimtočkamatog
pramenakonika.

Ovdjevaljauočitidanamsvakiparsuprotnihstranicapredstavljapo
jednudegeneriranukonikuutompramenu.

Dokažimodaljejedanznačajanteoremprojektivnegeometrije�Girard
Desargues�1593.–1661.��.

Teorem12.1.�Desarguesovteoremoinvoluciji�.Konikenekogpra-
menakonikasijekunekipravacpravnine,kojineprolazinijednomte-
meljnomtočkompramena,uparovimatočakajedneinvolucije.

Postojedvije(ilinijedna)različitekoniketogpramenakojediraju
spomenutipravacp.

Akoupromatranompramenukonikapostojedvijekonikekojediraju
pravacp,ondajeinvolucijanapravcuphiperbolička,adiralištatih
konikaspravcempujednosuifiksnetočketeinvolucije.

Akotakvadiralištanepostoje,tadajeinvolucijanapromatranom
pravcupeliptička.

Dokaz.

Sl.12.2.
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1. Točkeipravciravnine.Incidencija.

Promotrimolijednuravninu�intuitivno�,odmahuočimodvaskupa
elemenata,kojenazivamo:

1)točke,
2)pravci.

Medusobnipoložajdvijutočakamožebitibilokakav.Kažemoda
jetoparrazličitihtočaka.Jediniizuzetaknastajeondakadadvijetočke
padnuzajedno.Tadakažemodaseonepoklapajuilidasuincidentne.

Pogledajmosadakakvemedusobnepoložajemoguzauzetijednatoč-
kaijedanpravac.

a�NekipravacpitočkaAmogunajprijeležatiuopćempoložaju.
KažemodatočkaAneležinapravcupilidapravacpneprolazitočkom
A�sl.1.1a�ilidatočkaAipravacpnisuincidentni.

Sl.1.1.

b�TočkaBmoželežatinapravcuq.SadakažemodatočkaBleži
napravcuqilidapravacqprolazitočkomB;ilidasutočkaBipravac
qincidentni�sl.1.1b�.
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bkbickc.Ovanamdvapravca,uzpravceaid,odredujujednuinvolu-
cijuutompramenu.Atanaminvolucijaopetdefinirajednuinvolucijuna
beskonačnodalekompravcuq�sl.12.1�.

Odredimodaljefiksnepravceq1iq2uinvolucijiupramenu�K�,a
tinampravciopetodredujufiksnetočkeQ1iQ2nabeskonačnodalekom
pravcuq.

Takosmodobilidvijeparabole�akopostoje�kaorješenja.Zarješenja
imamodvije�ilinijednu�parabolekojeprolazekrozdanetočkeK,L,
M,NidirajubeskonačnodalekpravacqutočkiQ1,odnosnoQ2.

Zadatak12.3.NekajezadantrokutKLMinjegovortocentar�sje-
cištevisina�N.

DokažitedajesvakakonikaupramenučijesuK,L,M,Ntemeljne
točke,jednakostraničnahiperbola.

Rješenje.NekajezadanpotpuničetverovrhK,L,M,Nprema
zadatku.Takavčetverovrhnampremateoremu12.2.definirajednuinvo-
lucijunabeskonačnodalekompravcuravnine.Spojimoliparovetočaka
teinvolucijestočkomK,dobijemoinvolucijuutompramenu�K�.

Daljesiječemoparovepridruženihpravacautojinvolucijiupramenu

�K�nekomkružnicomkitimenakružnicidobijemoparovepridruženih
točakaXiXteYiY�sl.12.2�.

Sadaselakopokažedaspojniceuzajamnopridruženihtočaka,kaoX
iXteYiYiYitd.,činejednucirkularnuinvolucijunatojkružnici,
tojestsvakaspojnicapridruženihtočakaprolazicentrominvolucijeU,
odnosnosredištemkružnicek.

Odavdeneposrednoslijedidasvakakonikaupramenustemeljnim
točkamaK,L,M,Nimaokomiteasimptote,štonamdokazujekons-
trukciju.

Zadatak12.4.Dokažitedajednakostraničnahiperbolakkojapro-
lazivrhovimaK,L,M,Nnekogpotpunogčetverovrhaprolaziiorto-
centrimatrokutaKLM,KLN,KMN,LMN.

Rješenje.PromotrimotrokutKLMinjegovortocentarHN.Prema
zadatku12.3svakajekonikaupramenustemeljnimtočkamaKLMHN

jednakostraničnahiperbola.
Postojidaljejednajednakostraničnahiperbolakojaprolazipreostalom

točkomN,tj.postojitočnojednajednakostraničnahiperbolakojaprolazi
kroztočkeK,L,M,N,HN.

Vrlosličnosepokažeizaostaleortocentre.
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Definicija 12.2. Kroz četiri točke, K , L , M , N od kojih nikoje tri
nisu kolinearne prolazi beskonačno mnogo konika. Takav skup konika
nazivamo pramenom konika.

Spomenute točke K , L , M , N tada zovemo temeljnim točkama tog
pramena konika.

Ovdje valja uočiti da nam svaki par suprotnih stranica predstavlja po
jednu degeneriranu koniku u tom pramenu.

Dokažimo dalje jedan značajan teorem projektivnegeometrije �Girard
Desargues �1593. – 1661.��.

Teorem 12.1. �Desarguesov teorem o involuciji�. Konike nekog pra-
mena konika sijeku neki pravac p ravnine, koji ne prolazi ni jednom te-
meljnom točkom pramena, u parovima točaka jedne involucije.

Postoje dvije (ili nijedna) različite konike tog pramena koje diraju
spomenuti pravac p .

Ako u promatranom pramenu konika postoje dvije konike koje diraju
pravac p , onda je involucija na pravcu p hiperbolička, a dirališta tih
konika s pravcem p ujedno su i fiksne točke te involucije.

Ako takva dirališta ne postoje, tada je involucija na promatranom
pravcu p eliptička.

Dokaz.

Sl. 12.2.

11

1.
Točke i pravci ravnine. Incidencija.

Promotrimo li jednu ravninu �intuitivno�, odmah uočimo dva skupa
elemenata, koje nazivamo:

1) točke,
2) pravci.

Medusobni položaj dviju točaka može biti bilo kakav. Kažemo da
je to par različitih točaka. Jedini izuzetak nastaje onda kada dvije točke
padnu zajedno. Tada kažemo da se one poklapaju ili da su incidentne.

Pogledajmo sada kakve medusobne položaje mogu zauzeti jedna toč-
ka i jedan pravac.

a� Neki pravac p i točka A mogu najprije ležati u općem položaju.
Kažemo da točka A ne leži na pravcu p ili da pravac p ne prolazi točkom
A �sl. 1.1a� ili da točka A i pravac p nisu incidentni.

Sl. 1.1.

b� Točka B može ležati na pravcu q . Sada kažemo da točka B leži
na pravcu q ili da pravac q prolazi točkom B ; ili da su točka B i pravac
q incidentni �sl. 1.1b�.
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12.
Desarguesov teorem o involuciji

Definicija 12.1. Četiri točke, K , L , M , N od kojih nikoje tri nisu
kolinearne, i šest spojnica �stranica� od po dviju od tih četiriju točaka, čine
jednu figuru koju nazivamo potpunim četverovrhom �sl. 12.1�.

Sl. 12.1.

Dvije stranice ovakvog četverovrha koje se ne sijeku u njegovom vrhu
nazivamo suprotnim stranicama. Dakle, u svakom potpunom četverovrhu
postoje tri para suprotnih stranica.

Tri točke, P , Q , R u kojima se siječe svaki od parova suprotnih
stranica zovemo dijagonalnim točkama potpunog četverovrha.

12 1. TOČKE I PRAVCI RAVNINE. INCIDENCIJA.

Dva pravca mogu imati sljedeće medusobne položaje:
a� pravci a i b sijeku se u jednoj točki S . Točka S , dakle, leži na oba

pravca. Tu točku zovemo sjecište S pravaca a i b , dok za ta dva pravca
kažemo da se sijeku �sl. 1.2a�.

Sl. 1.2.

b� Dva pravca a i b , koji su medusobno paralelni, nemaju niti jedne
zajedničke točke, tj. one koja leži na jednom i na drugom pravcu �sl. 1.2b�.

Promotrimo dalje neki pravac a . Lako se vidi da postoji beskonačno
mnogo različitih točaka koje su incidentne s pravcem a �one, dakle, leže
na pravcu a �. Skup svih takvih točaka koje su incidentne s nekim pravcem
a zovemo nizom točaka na pravcu a kao nosiocem tog niza. Takav niz
točaka označavamo s �a� .

Analogno tome skup svih pravaca koji su incidentni s jednom točkom
A �prolaze kroz točku A � zovemo pramenom pravaca i takav pramen
pravaca označavamo s �A� . Točku A zovemo vrhom A pramena pravaca.
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Nekasuzadanečetiritočke,K,L,M,Nodkojihnikojetrinisu
kolinearne,ijedanpravacpkojineprolazinijednomodtihčetirijutočaka.

ZadajmosijošjednutočkuPnapravcup.Spettočaka,K,L,M,
N,Psadajeodredenatočnojednakonikakpramena.Takonikaksiječe
pravacputočkiP,aliiujošjednojtočkiQ�sl.12.2�.

NatajsmonačinP��Qdefiniraliijednopreslikavanjeskupatočaka
pravcapnasebe.Sadaselakovididasepartočakapreslikavauzajamno,
itimesmodefiniralijednuinvolucijunapravcup.

KakotriparasuprotnihstranicapotpunogčetverovrhaK,L,M,N
možemosmatrati�degeneriranim�konikamapramena,stoganatemelju
teorema12.1.vrijedi

Teorem12.2.Triparasuprotnihstranicanekogpotpunogčetverovr-
haKLMNsijekupravacp(kojineprolazinijednimvrhomtogčetverovr-
ha)utrimaparovimapridruženihtočakajedneinvolucije.

Zadatak12.1.Nekasudanečetiritočke,K,L,M,N�odkojih
nikojetrinisukolinearne�ijošjedanpravacp.

Konstruirajtekonikukkojaprolazikroztečetiritočke,apravacp
jojjetangenta.

Rješenje.Premateoremu12.1.konikenekogpramenastemeljnim
točkamaK,L,M,Nsijekupravacpuparovimauzajamnopridruženih
točakajedneinvolucije.Medukonikamatogpramenapostojedvije�ili
nijedna�konikekojedirajupravacp,itoufiksnimtočkamateinvolucije
napravcup.

JednaodtihfiksnihtočakazajednostočkamaK,L,M,Nodreduje
traženukoniku.

Postoje,dakle,dva�ilinijedno�rješenja,većprematomejeliinvolu-
cijanapravcuphiperboličkailieliptička.

Zadatak12.2.Konstruirajteparabolukojaprolazikrozčetiritočke,
K,L,M,N,odkojihnikojetrinisukolinearne.

Rješenje.Znamodajeparabolakonikakojadirabeskonačnodalek
pravacujednojtočki.Uovomzadatkuimamo,kaoiuprethodnom,pri-
mjenuDesarguesovogteorema12.1,samoovdjeumjestobilokojegpravca
pravnineimamobeskonačnodalekpravacq.

Imamo,dakle,četiritočke,K,L,M,Npaodaberimojednutočku
�naprimjerK�kaovrhpramena�K�.TomtočkomKpovucimopravce
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2.
Perspektiviteti

Neka je u ravnini dan niz točaka �p� na nosiocu p i pramen pravaca

�V� s vrhom u točki V , ali tako da točka V ne leži na pravcu p . Pramen
pravaca �V� možemo shvatiti kao skup svih spojnica točaka niza �p� s
vrhom V .

Definirajmo sada preslikavanje skupa točaka niza �p� i skupa pravaca
pramena �V� , tako da bilo kojoj točki X niza �p� pridružimo onaj pravac
pramena �V� koji prolazi tom točkom i obrnuto.

Podimo od niza �p� i konstruirajmo na taj način pridruženi pramen

�V� . Tada kažemo da je �V� spojni pramen niza �p� .
Obrnuto, ako podemo od pramena �V� , pa tom pramenu pridružimo

na obrnuti način niz �p� , tada kažemo da je �p� presječni niz pramena

�V� .
Ovdje moramo napomenuti da u pojam “spojni pramen”, odnosno

“presječni niz” nisu uključene samo figure �p� i �V� , nego i preslikavanje
koje vezuje te dvije figure.

Sl. 2.1.

Pogledajmo sada dalje jedan niz točaka �p� i pramen pravaca �V� .
Ovdje je, kako smo rekli, nekoj točki X pravca p pridružena spojnica XV
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centar U involucije na kružnici k leži izvan kružnice k , dok je u drugom
slučaju taj centar unutar kružnice k .

Neka involucija, bilo na nizu točaka nekog pravca ili na kružnici, mo-
že imati dvije fiksne točke, pa je tada nazivamo hiperboličkom involucijom,
ili pak nema ni jednu fiksnu točku i tada je zovemo eliptičkom involucijom.

Sl. 11.8.
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točaka�sl.11.5�.OvdjesadalakoodredimozabilokojutočkuXnjoj
uzajamnopridruženutočkuX

�
utojinvoluciji,timeštosuX,X

�
icentar

Ukolinearnetočke.

Sl.11.5.

Presiječemolinekuinvolucijunapramenupravaca�S�jednomkru-
žnicomkkojaprolazikrozS,dobijemoinvolucijunakružniciA�A

�
,

B�B
�
,čijijecentarU�različitodsredištaOkružnicek�.

PoložimolipravackojiprolazikrozcentarUinvolucijenakružnici
kicentarOkružnicek,dobijemoparpridruženihtočakaX��X

�
in-

volucijenakružnicik.ToznačidasuodgovarajućipravciUXiUX
�

u
involucijipramena�S�okomitijedannadrugog�sl.11.6�.

Sl.11.6.

Vidimo,dakle,dasvakainvolucijaunekompramenupravacaima
jedanparuzajamnopridruženihpravacakojisuujednoimedusobnooko-
miti.
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Definirajmodalje:

Definicija2.2.Dvasuniza,

�p1��fA1�B1�C1����gi�p2��fA2�B2�C2����g

narazličitimnosiocimap1ip2perspektivnasobziromnacentarpers-
pektivitetaV,točnoondakadaimsvespojniceparovapridruženihtočaka
prolazetočkomV.

Sl.2.3.

Drugimriječima:dvasunizaperspektivnaakosuonipresječninizovi
jednogteistogpramenapravca�sl.2.3�.
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Sl.11.3.

Takvopreslikavanjezovemoinvolucijomkružnicek,atočkuUzo-
vemocentrominvolucijenakružnicik.

Pojaminvolucijeunizutočakanapravcumožemolakoproširitiina
involucijeupramenupravaca.Možemosamozamislitidajepromatrani
pramenujednoispojnipramennekognizan.TadajesvakojtočkiX
nizanpridruženonajpravacx

�

pramenu�S�kojiprolazitomtočkomX

�sl.11.4�.Natajsenačininvolucijanapravcunpreslikanainvolucijuu
pramenu�S�.

Sl.11.4.

Promotrimojednuinvolucijunakružnicik.Znamodatakvainvolu-
cijamožebitizadanadvamaparovimapridruženihtočakaA,A

�

iB,B

�

,
dokjecentarteinvolucijeusjecištuUdvajuspojnicaparovapridruženih

16

3. Dualnost

Daljećemoukratkoopisatijednoistaknutosvojstvoprojektivnerav-
nine,štoćenamuvelikepomoćipridaljnjemizlaganju.

Promotrimodvijetvrdnje,T1iT2:

T1T2

PostojitočnojedanpravacPostojitočnojednatočka
incidentansdvjemarazličitimincidentnasadvamarazličitim
točkamaAiB.pravcimaaib.

LakosevididatvrdnjuT2dobijemoakoutvrdnjiT1izmijenimo
overiječi:

točka�pravac
pravac�točka,

dokriječincidencijaostavimonepromijenjenu.Pritomseumjestotom
riječjumožemoposlužitis

prolazikroz�ležina
ležina�prolazikroz

ilimoždasa
spajanje�sječenje,
sječenje�spajanje.

OvimpostupkomsmoizistinitetvrdnjeT1dobiliopetistinitutvrdnju
T2.Zatakvedvijetvrdnjekažemodasudualnetvrdnje.

Možesedokazati
principdualnostiprojektivneravnine:zamijenimoliunekojvalja-

nojizreci(teoremu)projektivnegeometrijeravnine,pojamtočkadualnim
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te točke V i pravca p �sl. 2.1�. Kako se vidi, za svaku točku X pravca p
postoji točno jedna spojnica XV �kao pravac pramena�.

No ako podemo obrnuto od jednog pravca x pramena �V� , tada se
pravac x preslika u svoje sjecište X sa pravcem p . Ovdje se opet lako
vidi da svaki pravac x pramena �V� ima sjecište X s pravcem p . Jedina
iznimka je pravac q , koji je paralelan s pravcem p . Vidimo, dakle, da
opisano preslikavanje nije bijektivno.

Niz točaka �p� nekog pravca p možemo definirati i ovako:
skup točaka niza �p� možemo shvatiti tako kao da se sastoji od svih

točaka koje leže na pravcu p ; i kojemu pridodamo još jednu točku N .
Tu točku N možemo predočiti kao sjecište pravca u pramenu �V� , koji je
paralelan s pravcem p �sl. 2.2�. Tu točku N zvat ćemo nepravom točkom
ili neizmjerno dalekom točkom pravca p .

Sl. 2.2.

Ako imamo na umu ovako definiran niz točaka �p� , onda opisano
preslikavanje pravca pramena �V� i točaka niza �p� možemo smatrati
bijekcijom.

Iz ovog razmatranja odmah dalje slijedi da svaki pravac ravnine ima
jednu nepravu točku. Skup svih medusobno paralelnih pravaca ima istu
nepravu točku. Oni, dakle, svi prolaze istom nepravom točkom i čine skup
pravaca koji smo nazvali pramenom paralelnih pravaca �vrh N �.

Dalje se lako može zaključiti da u elementarnoj ravnini proširenoj na
opisani način na svakom pravcu postoji po jedna neprava točka. U takvoj
ravnini postoji, dakle, beskonačno mnogo nepravnih �odnosno beskonačno
dalekih� točaka, koje opet sve leže na nepravom ili beskonačno dalekom
pravcu te ravnine.

Elementarnu ravninu ovako proširenu nepravnim elementima zovemo
projektivnom ravninom.

Definicija 2.1. Ovako opisano bijektivno preslikavanje niza točaka i
pramena pravaca u projektivnoj ravnini zovemo perspektivitetom.
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Involuciju u nekom pramenu pravaca kod koje je svaki par uzajamno
pridruženih pravaca medusobno okomit, zovemo cirkularnom involucijom.
Lako se vidi da takva involucija u pramenu pravaca postoji i to onda kada
centar U te involucije padne u središte O kružnice k .

Promotrimo sada parove pridruženih točaka jedne involucije na nizu
točaka �n� i pogledajmo postoje li parovi uzajamno pridruženih točaka
koji su zajedno pali u jednu točku. Drugim riječima, odredimo eventualne
fiksne točke te involucije.

Pogledajmo stoga jednu involuciju niza točaka �n� i tu involuciju
projicirajmo na kružnicu k .

Nove parove pridruženih točaka te involucije na kružnici k dobijemo
tako da siječemo kružnicu k pravcima koji prolaze centrom U . Svaki
takav pravac ako siječe kružnicu k , siječe je u paru pridruženih točaka te
involucije.

Ako, dakle, kroz centar U povučemo tangentu t1 na kružnicu k , tada
će par pridruženih točaka involucije na k pasti zajedno u jednu fiksnu toč-
ku T1 . Ako dalje tu fiksnu točku projiciramo natrag iz točke S na pravac
n , tada ćemo dobiti fiksnu točku T1 involucije na pravcu n �sl. 11.7�.

Sl. 11.7.

Na temelju ovog primjera vidjeli smo da u ovom slučaju zaista postoje
dvije fiksne točke naše involucije.

Prikažimo još jedan primjer involucije kod kojeg se vidi da ne postoji
niti jedna fiksna točka �sl. 11.8�. Lako je primijetiti da u prvom slučaju
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2. Perspektiviteti

Nekajeuravninidanniztočaka�p�nanosiocupipramenpravaca

�V�svrhomutočkiV,alitakodatočkaVneležinapravcup.Pramen
pravaca�V�možemoshvatitikaoskupsvihspojnicatočakaniza�p�s
vrhomV.

Definirajmosadapreslikavanjeskupatočakaniza�p�iskupapravaca
pramena�V�,takodabilokojojtočkiXniza�p�pridružimoonajpravac
pramena�V�kojiprolazitomtočkomiobrnuto.

Podimoodniza�p�ikonstruirajmonatajnačinpridruženipramen

�V�.Tadakažemodaje�V�spojnipramenniza�p�.
Obrnuto,akopodemoodpramena�V�,patompramenupridružimo

naobrnutinačinniz�p�,tadakažemodaje�p�presječninizpramena

�V�.
Ovdjemoramonapomenutidaupojam“spojnipramen”,odnosno

“presječniniz”nisuuključenesamofigure�p�i�V�,negoipreslikavanje
kojevezujetedvijefigure.

Sl.2.1.

Pogledajmosadadaljejedanniztočaka�p�ipramenpravaca�V�.
Ovdjeje,kakosmorekli,nekojtočkiXpravcappridruženaspojnicaXV
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centarUinvolucijenakružnicikležiizvankružnicek,dokjeudrugom
slučajutajcentarunutarkružnicek.

Nekainvolucija,bilonanizutočakanekogpravcailinakružnici,mo-
žeimatidvijefiksnetočke,pajetadanazivamohiperboličkominvolucijom,
ilipaknemanijednufiksnutočkuitadajezovemoeliptičkominvolucijom.

Sl.11.8.
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točaka �sl. 11.5�. Ovdje sada lako odredimo za bilo koju točku X njoj
uzajamno pridruženu točku X� u toj involuciji, time što su X , X� i centar
U kolinearne točke.

Sl. 11.5.

Presiječemo li neku involuciju na pramenu pravaca �S� jednom kru-
žnicom k koja prolazi kroz S , dobijemo involuciju na kružnici A � A� ,
B � B� , čiji je centar U �različit od središta O kružnice k �.

Položimo li pravac koji prolazi kroz centar U involucije na kružnici
k i centar O kružnice k , dobijemo par pridruženih točaka X �� X� in-
volucije na kružnici k . To znači da su odgovarajući pravci UX i UX� u
involuciji pramena �S� okomiti jedan na drugog �sl. 11.6�.

Sl. 11.6.

Vidimo, dakle, da svaka involucija u nekom pramenu pravaca ima
jedan par uzajamno pridruženih pravaca koji su ujedno i medusobno oko-
miti.
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Definirajmo dalje:

Definicija 2.2. Dva su niza,

�p1� � fA1� B1� C1� � � �g i �p2� � fA2� B2� C2� � � �g

na različitim nosiocima p1 i p2 perspektivna s obzirom na centar pers-
pektiviteta V , točno onda kada im sve spojnice parova pridruženih točaka
prolaze točkom V .

Sl. 2.3.

Drugim riječima: dva su niza perspektivna ako su oni presječni nizovi
jednog te istog pramena pravca �sl. 2.3�.
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Sl. 11.3.

Takvo preslikavanje zovemo involucijom kružnice k , a točku U zo-
vemo centrom involucije na kružnici k .

Pojam involucije u nizu točaka na pravcu možemo lako proširiti i na
involucije u pramenu pravaca. Možemo samo zamisliti da je promatrani
pramen ujedno i spojni pramen nekog niza n . Tada je svakoj točki X
niza n pridružen onaj pravac x� pramenu �S� koji prolazi tom točkom X

�sl. 11.4�. Na taj se način involucija na pravcu n preslika na involuciju u
pramenu �S� .

Sl. 11.4.

Promotrimo jednu involuciju na kružnici k . Znamo da takva involu-
cija može biti zadana dvama parovima pridruženih točaka A , A� i B , B� ,
dok je centar te involucije u sjecištu U dvaju spojnica parova pridruženih

16

3.
Dualnost

Dalje ćemo ukratko opisati jedno istaknuto svojstvo projektivne rav-
nine, što će nam uvelike pomoći pri daljnjem izlaganju.

Promotrimo dvije tvrdnje, T1 i T2 :

T1 T2

Postoji točno jedan pravac Postoji točno jedna točka
incidentan s dvjema različitim incidentna sa dvama različitim
točkama A i B . pravcima a i b .

Lako se vidi da tvrdnju T2 dobijemo ako u tvrdnji T1 izmijenimo
ove riječi:

točka � pravac
pravac � točka,

dok riječ incidencija ostavimo nepromijenjenu. Pritom se umjesto tom
riječju možemo poslužiti s

prolazi kroz � leži na
leži na � prolazi kroz

ili možda sa
spajanje � sječenje,
sječenje � spajanje.

Ovim postupkom smo iz istinite tvrdnje T1 dobili opet istinitu tvrdnju
T2 . Za takve dvije tvrdnje kažemo da su dualne tvrdnje.

Može se dokazati
princip dualnosti projektivne ravnine: zamijenimo li u nekoj valja-

noj izreci (teoremu) projektivne geometrije ravnine, pojam točka dualnim

142.PERSPEKTIVITETI

tetočkeVipravcap�sl.2.1�.Kakosevidi,zasvakutočkuXpravcap
postojitočnojednaspojnicaXV�kaopravacpramena�.

Noakopodemoobrnutoodjednogpravcaxpramena�V�,tadase
pravacxpreslikausvojesjecišteXsapravcemp.Ovdjeseopetlako
vididasvakipravacxpramena�V�imasjecišteXspravcemp.Jedina
iznimkajepravacq,kojijeparalelanspravcemp.Vidimo,dakle,da
opisanopreslikavanjenijebijektivno.

Niztočaka�p�nekogpravcapmožemodefiniratiiovako:
skuptočakaniza�p�možemoshvatititakokaodasesastojiodsvih

točakakojeleženapravcup;ikojemupridodamojošjednutočkuN.
TutočkuNmožemopredočitikaosjecištepravcaupramenu�V�,kojije
paralelanspravcemp�sl.2.2�.TutočkuNzvatćemonepravomtočkom
ilineizmjernodalekomtočkompravcap.

Sl.2.2.

Akoimamonaumuovakodefiniranniztočaka�p�,ondaopisano
preslikavanjepravcapramena�V�itočakaniza�p�možemosmatrati
bijekcijom.

Izovograzmatranjaodmahdaljeslijedidasvakipravacravnineima
jednunepravutočku.Skupsvihmedusobnoparalelnihpravacaimaistu
nepravutočku.Oni,dakle,sviprolazeistomnepravomtočkomičineskup
pravacakojismonazvalipramenomparalelnihpravaca�vrhN�.

Daljeselakomožezaključitidauelementarnojravniniproširenojna
opisaninačinnasvakompravcupostojipojednanepravatočka.Utakvoj
ravninipostoji,dakle,beskonačnomnogonepravnih�odnosnobeskonačno
dalekih�točaka,kojeopetsveleženanepravomilibeskonačnodalekom
pravcuteravnine.

Elementarnuravninuovakoproširenunepravnimelementimazovemo
projektivnomravninom.

Definicija2.1.Ovakoopisanobijektivnopreslikavanjenizatočakai
pramenapravacauprojektivnojravninizovemoperspektivitetom.
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Involucijuunekompramenupravacakodkojejesvakiparuzajamno
pridruženihpravacamedusobnookomit,zovemocirkularnominvolucijom.
Lakosevididatakvainvolucijaupramenupravacapostojiitoondakada
centarUteinvolucijepadneusredišteOkružnicek.

Promotrimosadaparovepridruženihtočakajedneinvolucijenanizu
točaka�n�ipogledajmopostojeliparoviuzajamnopridruženihtočaka
kojisuzajednopaliujednutočku.Drugimriječima,odredimoeventualne
fiksnetočketeinvolucije.

Pogledajmostogajednuinvolucijunizatočaka�n�ituinvoluciju
projicirajmonakružnicuk.

Noveparovepridruženihtočakateinvolucijenakružnicikdobijemo
takodasiječemokružnicukpravcimakojiprolazecentromU.Svaki
takavpravacakosiječekružnicuk,siječejeuparupridruženihtočakate
involucije.

Ako,dakle,krozcentarUpovučemotangentut1nakružnicuk,tada
ćeparpridruženihtočakainvolucijenakpastizajednoujednufiksnutoč-
kuT1.AkodaljetufiksnutočkuprojiciramonatragiztočkeSnapravac
n,tadaćemodobitifiksnutočkuT1involucijenapravcun�sl.11.7�.

Sl.11.7.

Natemeljuovogprimjeravidjelismodauovomslučajuzaistapostoje
dvijefiksnetočkenašeinvolucije.

Prikažimojošjedanprimjerinvolucijekodkojegsevididanepostoji
nitijednafiksnatočka�sl.11.8�.Lakojeprimijetitidauprvomslučaju
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pojmom pravac i obrnuto, a pojam incidencije ostavimo nepromijenjen,
opet dobijemo neku valjanu izreku (teorem) projektivne geometrije ravni-
ne. Za takve dvije izreke kažemo da su medusobno dualne izreke.

Ovdje ćemo dalje navesti jednu nama potrebnu definiciju, kao dualnu
definiciju 2.3.

Definicija 3.1. Dva pramena pravaca

�V1� � fa1� b1� c1� � � �g i �V2� � fa2� b2� c2� � � �g

s različitim vrhovima V1 i V2 su perspektivna s obzirom na os p ako im se
parovi pridruženih pravaca sijeku u točkama nekog niza �p� koji zovemo
os perspektiviteta.

Drugim riječima, dva su pramena pravaca perspektivno pridružena
ako su oni spojeni pramenovi jednog te istog niza �p� .
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Sl. 11.1.

Ako se pak te trojke zadaju tako da je �sl. 11.2�

A1 � A2 � B1 � B2 � A1�

tada se točka A1 preslika u A2 i pritom se točka B1 �koja je identična s
A2 � preslika u B2 �koja je identična sa B1 �. Kažemo da se ovaj par točaka
A1 , B1 i A2 , B2 ovdje uzajamno preslikavaju.

Sl. 11.2.

I dalje se lako dokaže:

Teorem 11.1. Ako ustanovimo da se u nekom projektivitetu kolokal-
nih nizova jedan par pridruženih točaka uzajamno preslikava, tada se i
svaki drugi par pridruženih točaka takoder uzajamno preslikava, pa je
prema tome taj projektivitet ujedno i involucija.

Dakle, dva kolokalna projektivna niza čine jednu involuciju ako pos-
toji barem jedan par uzajamno pridruženih točaka.

Imajući u vidu s jedne strane da je trima parovima pridruženih točaka
jedan projektivitet jednoznačno odreden, a s druge strane da su u involuciji
parovi pridruženih točaka uzajamno pridruženi, možemo reći:

Teorem 11.2. Neka je involucija na pravcu jednoznačno odredena
ako su joj dana dva para pridruženih točaka.

Slično možemo definirati i involuciju na kružnici ako zamislimo ko-
lokalne nizove točaka na toj kružnici.

Definicija 11.2. Dva su kolokalna niza točaka na kružnici involutiv-
no pridružena ako im spojnice svih uzajamno pridruženih parova točaka
prolaze nekom točkom U �koja ne leži na toj kružnici, sl. 11.3�.
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Akosadazaniz�p2�konstruiramospojnipramen�V2�itomprame-
nupresječniniz�p3�,tadasuočitonizovi�p2�i�p3�takoderperspektivni
�sl.4.2�,

�p2�
V2

��p3��

Sl.4.2.

Zanizove�p1�i�p3�timesmodefiniraliodredenubijekciju�što
višenijeperspektivitet�,tj.vrijedi

�p1�Z�p3��

štoselakovidi.
Nastavljanjemtogistogpostupka�tojestnizanjemdaljnjihperspek-

tiviteta�dobivamolanacperspektiviteta

�p1�
V1

��p2�
V2

��p3�
V3

�
���

Vn�1

��pn��

Ovdjemožemokoristitikonačnomnogokarika�perspektiviteta�utom
lancu.

Takavlanacperspektivitetadefiniranammedunizovima�p1�i�pn�
jednuodredenubijekciju.

Definicija4.1.Bijekcijunizova�p1�i�pn�,kojumožemoprikazati
kaolanacodkonačnomnogoperspektiviteta,zovemoprojektivitetom,što
označavamo

�p1�Z�pn��
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Takvadvanizamedukojimaimamodefiniranprojektivitet,zovemo
projektivnimnizovima.

Uprikazanomlancuperspektivitetamožesedogoditidanizovi�p1�

i�pn�imajuistenosioce�tojestdasepravcip1ipnpoklapaju�.Utom
slučajugovorimookolokalnimprojektivnimnizovima,asamtajprojekti-
vitetzovemoprojektivnomtransformacijomdotičnognizatočakailikraće
projektivitetomniza�p1�.

Unastavkunavedimojedanznačajanteoremosnoveprojektivnegeo-
metriječijidokazčitateljmoženaćiu�1�.

Teorem4.1.�Temeljniteoremprojektivnegeometrije�.Postojito-
čnojedanprojektivitetkojitripovoljiodabranerazličitetočkeA1,B1,
C1pravcap1preslikavaredomutripovoljiodabranerazličitetočkeA2,
B2,C2pravcap2.

Vidjelismodajetrimaparovimapridruženihpravaca�ilitočaka�dva-
jupramenova�ilinizova�odredentočnojedanprojektivitettihpramenova

�ilinizova�.Prirodnosesadanamećepitanjekakokonstruiratidaljnje
parovepridruženihpravaca�ilitočakautomprojektivitetu�.

Zadatak4.1.Zadanjeprojektivitet�V1�Z�V2�dvajupramenova
pravacasvrhomutočkiV1,odnosnoV2istrimaparovimapridruženih
pravaca

fa1�b1�c1����gZfa2�b2�c2g�

Zanekipovoljiodabranipravacx1pramena�V1�trebakonstruiratipri-
druženipravacx2pramena�V2�.

Rješenje.Danasu,dakle,dvaprojektivnapramenapravaca�V1�i

�V2�svrhovimaV1iV2ispotrimaparovimapridruženihpravacaa1,
b1,c1ia2,b2,c2�sl.4.3�.

UočimonajprijetočkuAkaosjecištepravacaa1ia2,patomtoč-
kompovucimopovoljidvapravca,n1in2.Tadvapravcaodredujudva
presječnaniza

�n1��A1�B2�C1�i�n2��A2�B2�C2��

Tadvanizasvakakosuprojektivna.NonjihovosjecišteAutom
projektivitetuodgovarasamomsebi,pasuondatadvanizaiperspektiv-
na.SpojniceB1B2iC1C2sijekuseutočkiO,centruperspektiviteta

�n1�

O

��n2�.
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4.
Projektiviteti

Već smo prije �definicija 2.2� opisali perspektivitet dvaju nizova to-
čaka �p1� i �p2� pomoću presječnih nizova istog pramena �V1� . Pritom
je nekoj točki X1 niza �p1� bila pridružena ona točka X2 niza �p2� koja
s točkom X1 leži na istom pravcu pramena �V2� �sl. 4.1�.

Sl. 4.1.

Tada kažemo da su nizovi �p1� i �p2� perspektivni s centrom per-
spektiviteta V1 , što označavamo sa

�p1�
V1

� �p2��

71

11.
Involutivna preslikavanja na pravcu i kružnici

Definicija 11.1. Involutivnim preslikavanjem I nekog skupa ele-
menata na sebe, zovemo ono preslikavanje koje izvedeno dvaput uzastopce,
daje identitet.

Dakle, vrijedi
I �I � id�

Odavde odmah slijedi daljnje svojstvo takvih involutivnih preslikava-
nja:

I � I �1
�

Involutivno preslikavanje je, dakle, identično sa sebi inverznim pres-
likavanjem.

Ovdje ćemo posebno razmatrati projektivitete �projektivne transfor-
macije� niza točaka na pravcu i niza točaka na kružnici, koje imaju gore
spomenuta svojstva.

Takva preslikavanja zovemo involucijama na pravcu, odnosno na kru-
žnici.

Promotrimo sada dva projektivna niza,

n1�A1� B1� C1� � � �� i n2�A2� B2� C2� � � ��

koji su smješteni na jedan pravac n . Ta se dva niza poklapaju pa ih zovemo
kolokalnim. Ako su ta dva niza projektivna, tada ona mogu biti jednoz-
načno projektivno pridružena ako im po volji zadamo tri para pridruženih
točaka �sl. 11.1�

A1 � A2� B1 � B2� C1 � C2�
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pojmompravaciobrnuto,apojamincidencijeostavimonepromijenjen,
opetdobijemonekuvaljanuizreku(teorem)projektivnegeometrijeravni-
ne.Zatakvedvijeizrekekažemodasumedusobnodualneizreke.

Ovdjećemodaljenavestijednunamapotrebnudefiniciju,kaodualnu
definiciju2.3.

Definicija3.1.Dvapramenapravaca

�V1��fa1�b1�c1����gi�V2��fa2�b2�c2����g

srazličitimvrhovimaV1iV2superspektivnasobziromnaospakoimse
parovipridruženihpravacasijekuutočkamanekogniza�p�kojizovemo
osperspektiviteta.

Drugimriječima,dvasupramenapravacaperspektivnopridružena
akosuonispojenipramenovijednogteistogniza�p�.
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Sl.11.1.

Akosepaktetrojkezadajutakodaje�sl.11.2�

A1�A2�B1�B2�A1�

tadasetočkaA1preslikauA2ipritomsetočkaB1�kojajeidentičnas
A2�preslikauB2�kojajeidentičnasaB1�.Kažemodaseovajpartočaka
A1,B1iA2,B2ovdjeuzajamnopreslikavaju.

Sl.11.2.

Idaljeselakodokaže:

Teorem11.1.Akoustanovimodaseunekomprojektivitetukolokal-
nihnizovajedanparpridruženihtočakauzajamnopreslikava,tadasei
svakidrugiparpridruženihtočakatakoderuzajamnopreslikava,paje
prematometajprojektivitetujednoiinvolucija.

Dakle,dvakolokalnaprojektivnanizačinejednuinvolucijuakopos-
tojibaremjedanparuzajamnopridruženihtočaka.

Imajućiuvidusjednestranedajetrimaparovimapridruženihtočaka
jedanprojektivitetjednoznačnoodreden,asdrugestranedasuuinvoluciji
parovipridruženihtočakauzajamnopridruženi,možemoreći:

Teorem11.2.Nekajeinvolucijanapravcujednoznačnoodredena
akosujojdanadvaparapridruženihtočaka.

Sličnomožemodefiniratiiinvolucijunakružniciakozamislimoko-
lokalnenizovetočakanatojkružnici.

Definicija11.2.Dvasukolokalnanizatočakanakružniciinvolutiv-
nopridruženaakoimspojnicesvihuzajamnopridruženihparovatočaka
prolazenekomtočkomU�kojaneležinatojkružnici,sl.11.3�.
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Ako sada za niz �p2� konstruiramo spojni pramen �V2� i tom prame-
nu presječni niz �p3� , tada su očito nizovi �p2� i �p3� takoder perspektivni
�sl. 4.2�,

�p2�
V2

� �p3��

Sl. 4.2.

Za nizove �p1� i �p3� time smo definirali odredenu bijekciju �što
više nije perspektivitet�, tj. vrijedi

�p1�Z �p3��

što se lako vidi.
Nastavljanjem tog istog postupka �to jest nizanjem daljnjih perspek-

tiviteta� dobivamo lanac perspektiviteta

�p1�
V1

� �p2�
V2

� �p3�
V3

� � � �

Vn�1

� �pn��

Ovdje možemo koristiti konačno mnogo karika �perspektiviteta� u tom
lancu.

Takav lanac perspektiviteta definira nam medu nizovima �p1� i �pn�
jednu odredenu bijekciju.

Definicija 4.1. Bijekciju nizova �p1� i �pn� , koju možemo prikazati
kao lanac od konačno mnogo perspektiviteta, zovemo projektivitetom, što
označavamo

�p1�Z �pn��
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Neki pravac x1 pramena �V1� siječe pravac n1 u točki X1 . Toj točki

pridružena je perspektivitetom �n1�

O

� �n2� točka X2 . Sada je spojnica

V2X2 očito pridružena pravcu x1 �V1X1� .

Sl. 4.3.

Na taj način možemo konstruirati po volji velik broj parova V1X1 i
V2X2 pridruženih pravaca projektiviteta �V1�Z �V2� .

Riješimo dalje još jedan zadatak koji je zapravo dualan prethodnom.

Zadatak 4.2. Zadan je projektivitet �n1�Z �n2� dvaju nizova s nosi-
ocima n1 i n2 i s trima parovima pridruženih točaka

fA1� B1� C1gZ fA2� B2� C2g�

Za neku po volji odabranu točku X1 niza �n1� treba konstruirati pridruženu
točku X2 niza �n2� .

Rješenje. Na pravcu n1 zadane su tri različite točke, A1 , B1 , C1 te
na pravcu n2 �različitom od n1 � točke A2 , B2 , C2 �sl. 4.4�. S takvim
trima parovima pridruženih točaka A1 , A2 , zatim B1 , B2 , te C1 , C2

odreden je projektivitet �n1�Z �n2� .
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katihpravacasiječekonikukudvjemasekantamaskrajnjimtočkama
K,LiM,N.SpojnicekojenisusekanteodčetirijutočakaLMiNK,
KMiLNsijekuseuparovimautočkamanekogodredenogpravcaa.Taj
pravacjepolaratočkeA.

LežilitočkaAizvankonikek,tadanjezinapolaraprolazidiralištima
obijutangenetakojesemogupovućiizAnakonikuk.

LežiliAunutarkonikek,tadapolaraanesiječetukrivulju.
Ovuizrečenutvrdnjumožemoupotrijebitizarješavanjezadatkasamo

uzupotreburavnala.
NasvakojsekantikroztočkuAležečetiriznačajnetočke,naimetoč-

kaA,tadaprvosjecišteBskonikomk,zatimsjecišteCspolaromaod
točkeAinapokondrugosjecišteDskonikom.

Tečetiritočke,A,B,CiDsučetiriharmoničketočke.Polara
asadržisvakutočkukojajesadvjematočkamakrivuljekharmonički
nerazdvojnaodA.

Zadatak10.2.DanajejednakonikakitočkaP.Konstruirajtete-
tivutkonikektakvudaprolazitočkomPidajetatočkaPpolovište
tetive.

Rješenje.UočimotetivuMN,kojaprolazitočkamaUiP.Ove
četiritočkečineharmoničkučetvorkuH�UP�MN�.

AkospojnicuMNrotiramookotočkeU,tadatočkaPklizipoprav-
cuq,atočkeMiNklizepokonicik.Notečetiritočkestalnostojeu
harmoničkomodnosu.

PustimosadadatočkaPpadneubeskonačnodalekutočkuP�prav-
cau.TosedogodikadaspojnicaMNpostaneparalelnaspolaromu.No
tadaUpostanepolovišteodMN,štojetrebalodokazati.

Zadatak10.3.Tetivenekedanekonikek,kojeseraspolavljajune-
kimdanimpravcemp,omatajujednuparabolu.

Rješenje.Unekojdanojravninizadajmoniztočaka�P��svetočke
leženapravcup�ipramenpravaca�S��svipravcikojiprolazedanom
točkomS�.Tasudvaskupaprojektivnopridruženaakojesvakojtočkiiz
�P�pridružennekipravaciz�S�.Provedemolisvakomtočkompravcap
jednuparalelu�ilinormalu�odgovarajućipravackrozS,tadasetepara-
lele�ilinormale�sijekuiliujednojtočkiiliomatajujednuparabolu,koja
takoderdiraipravacp.

Presjekpramena�S�sneizmjernodalekimpravcemjepravacpro-
jektivanspravcemp.Odavdeselakodokažetvrdnjauzadatku.
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5. Konike

Kakojepoznato,konikesudefiniranekaoalgebarskekrivulje2.reda.
Nasovdjeuprvomreduzanimajuprojektivnasvojstvakonika.Kadabismo
tohtjelisistematskiizložiti,tobiuvelikeproširiloopsegoveknjižice.Mi
ćemostogaizložitinekanamapotrebnasvojstva.Zaostaloupućujemo
čitateljana�1�.

Navedimonajprije:

Teorem5.1.Skupsvihsjecištaparovapridruženihpravacadvaju
projektivnihpramenovajestjednakonikak,kojaprolazitakoderivrhovi-
matihpramenova(sl.5.1).

Sl.5.1.

Kažemodajekonikakproizvoddvajuprojektivnihpramenova.
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Odredimodaljeostaledvijedijagonalnetočke,PiQ.Timesmo
dobilijedandijagonalnitrovrhpotpunogčetverovrhaUPQ.

Posebnoistaknimostranicuu�PQ.
VidimodasezasvakipoložajtočkeUlakokonstruirapravacu.Tu

smozapravodefiniraliobostranojednoznačnopreslikavanjeskupatočaka
ravninenaskuppravcaravnine.Takvopreslikavanjenazivamopolaritetom
konike.

AkotočkomUpovučemobilokojipravacp,tadaonsiječekoniku
kudvjematočkamaKiL,dalje,kakosmorekliprolazitočkomUi
siječepravacuutočkiM.Tečetiritočkečineharmoničkučetvorku
H�KL�UM�zasvakipoložajpravcapkrozU.

TočkuUzovemopolom,apravacupolarompravcapsobziromna
konikuk.

Zadatak10.1.UravninijezadanakonikakitočkaA.Konstruirajte
tangentekonikekkojeprolazetočkomA.

Rješenje.

Sl.10.2.

Ovdjeseposlužimojednompoznatomtvrdnjom.AkosetočkomA
kojaneležinakonicikpovučeneograničenbrojpravaca,tadasvakadvoj-

245.KONIKE

Tangentapromatranekonikekuvrhujednogodspomenutihprame-
novapridruženajespojnicivrhovaobajupramenova,kaopravcudrugog
pramena.

Odavdeodmahslijedi

Korolar5.2.Spetrazličitihtočakaodkojihnikojetrinisukolinear-
ne,jednoznačnojeodredenajednakonikak,kojaprolazikrozsvihtihpet
točaka.

Zanašenamjeresvakakojekorisnopogledatiteoremkojijedualan
prethodnomteoremu.

Teorem5.3.�Chasles1828.�.Skupsvihspojnicaparovapridruže-
nihtočakadvajuprojektivnihnizovajejednakonikaK(omotaljka).Sve
tespojniceomatajujednukonikuk(sl.5.2).

Sl.5.2.

Takonikakdiraobanizatočakautočkamakojesupridruženesjecištu
nosiocatihdvajunizova.

Kadagovorimoonekojkonicik,tadamislimonanjezinu“točkovnu”
strukturu.Toje,dakle,krivuljakojaje“sazdana”odtočaka.

Nasuprottome,kadagovorimoo�konici�omotaljkiK,tadamislimo
naskuppravacauravninikojiomatajujednukonikuk.

22 4. PROJEKTIVITETI

Na spojnici jednog para pridruženih točaka �na primjer na spojnici
A1A2 � uzmimo točku V1 različitu od A1 i A2 i kroz A2 položimo pravac
n različit od n2 i A1A2 . Projicirajmo zatim niz n1 na niz �n� iz točke V1 .
Očito su sada nizovi �n1� i �n� perspektivni sa centrom perspektiviteta u
točki V1 .

Sl. 4.4.

Isto tako se lako vidi da su nizovi �n� i �n2� takoder perspektivni sa
centrom u točki V2 �sjecište spojnice BB1 i CC1 �.

Ako hoćemo neku točku X1 pravca n1 preslikati projektivitetom
�n1�Z �n2� na pravac n2 , najprije moramo točku X1 projicirati iz cen-
tra V1 na pravac n u točku X i zatim tu točku X projicirati iz centra
V2 na točku X2 na pravcu n2 , čime je problem konstrukcije projektivno
pridruženih točaka riješen.

10. POLARITET KONIKA 67

Zadatak 10.4. Zadana je kružnica k i polarni trokut PQU te kruž-
nice. Dokaži da sjecište visina tog trokuta pada pada u centar te kružnice.

Sl. 10.3.
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