. OSNOVNI POIMQOVI.
PROJEKTIVITETI
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1.

TocCke i pravci ravnine. Incidencija.

Promotrimo li jednu ravninu (intuitivno), odmah uoCimo dva skupa
elemenata, koje nazivamo:
1) tocke,
2) pravci.
Medusobni poloZaj dviju toaka moZe biti bilo kakav. KaZemo da
je to par razlicitih to€aka. Jedini izuzetak nastaje onda kada dvije tocke
padnu zajedno. Tada kaZemo da se one poklapaju ili da su incidentne.

Pogledajmo sada kakve medusobne poloZaje mogu zauzeti jedna toc-
ka i jedan pravac.

a) Neki pravac p itotka A mogu najprije leZati u optem poloZaju.
KaZzemo da tocka A ne leZi na pravcu p ili da pravac p ne prolazi tockom
A (sl. 1.1a) ili da tocka A i pravac p nisu incidentni.

q
y P

[e]

a) b)
Sl 1.1.

b) Tocka B moZe lezati na pravcu q. Sada kaZzemo da tocka B leZi
na pravcu q ili da pravac q prolazi tockom B ili da su toCka B i pravac
q incidentni (sl. 1.1b).
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Dva pravca mogu imati sljedece medusobne poloZaje:

a) pravci a i b sijeku se u jednoj tocki S. ToCka S, dakle, leZi na oba
pravca. Tu tocku zovemo sjeciSte S pravaca a i b, dok za ta dva pravca
kaZemo da se sijeku (sl. 1.2a).

a
b a

a) b)
Sl. 1.2.

b) Dva pravca a i b, koji su medusobno paralelni, nemaju niti jedne
zajednicke tocke, tj. one koja leZi na jednom i na drugom pravcu (sl. 1.2b).

Promotrimo dalje neki pravac a. Lako se vidi da postoji beskonacno
mnogo razli€itih tocaka koje su incidentne s pravcem a (one, dakle, leze
napravcu a). Skup svih takvih toCaka koje su incidentne s nekim pravcem
a zovemo nizom to€aka na pravcu a kao nosiocem tog niza. Takav niz
toCaka oznaCavamo s (a).

Analogno tome skup svih pravaca koji su incidentni s jednom tockom
A (prolaze kroz totku A) zovemo pramenom pravaca i takav pramen
pravaca oznacavamos (A). Tocku A zovemovrhom A pramena pravaca.
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2.

Perspektiviteti

Neka je u ravnini dan niz toaka (p) na nosiocu p i pramen pravaca
(V) svrhomuto€ki V, ali tako da tocka V ne leZi na pravcu p. Pramen
pravaca (V) moZemo shvatiti kao skup svih spojnica to¢aka niza (p) s
vrhom V.

Definirajmo sada preslikavanje skupa tocaka niza (p) i skupa pravaca
pramena (V) , tako da bilo kojoj tocki X niza (p) pridruzimo onaj pravac
pramena (V) koji prolazi tom tockom i obrnuto.

Podimo od niza (p) i konstruirajmo na taj nacin pridruZeni pramen
(V). Tada kazemo da je (V) spojni pramen niza (p).

Obrnuto, ako podemo od pramena (V), pa tom pramenu pridruZimo
na obrnuti nacin niz (p), tada kazemo da je (p) presjecni niz pramena
(V).

Ovdje moramo napomenuti da u pojam “spojni pramen”, odnosno
“presjecni niz” nisu ukljucene samo figure (p) i (V), negoi preslikavanje
koje vezuje te dvije figure.

Sl 2.1.

Pogledajmo sada dalje jedan niz toCaka (p) i pramen pravaca (V).
Ovdje je, kako smo rekli, nekoj tocki X pravca p pridruZena spojnica XV
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te tocke V ipravca p (sl. 2.1). Kako se vidi, za svaku tocku X pravca p
postoji tocno jedna spojnica XV (kao pravac pramena).

No ako podemo obrnuto od jednog pravca x pramena (V), tada se
pravac x preslika u svoje sjeciste X sa pravcem p. Ovdje se opet lako
vidi da svaki pravac x pramena (V) ima sjeciste X s pravcem p. Jedina
iznimka je pravac q, koji je paralelan s pravcem p. Vidimo, dakle, da
opisano preslikavanje nije bijektivno.

Niz toaka (p) nekog pravca p moZemo definirati i ovako:

skup toCaka niza (p) moZemo shvatiti tako kao da se sastoji od svih
toCaka koje leZe na pravcu p; i kojemu pridodamo jo$ jednu tocku N.
Tu tocku N moZemo predociti kao sjeciste pravca u pramenu (V), koji je
paralelan s pravcem p (sl. 2.2). Tu tocku N zvat cemo nepravom tockom
ili neizmjerno dalekom to¢kom pravca p.

/
-

Sl 2.2.

Ako imamo na umu ovako definiran niz toCaka (p), onda opisano
preslikavanje pravca pramena (V) i toCaka niza (p) moZemo smatrati
bijekcijom.

1z ovog razmatranja odmah dalje slijedi da svaki pravac ravnine ima
jednu nepravu tocku. Skup svih medusobno paralelnih pravaca ima istu
nepravu tocku. Oni, dakle, svi prolaze istom nepravom tockom i €ine skup
pravaca koji smo nazvali pramenom paralelnih pravaca (vrh N ).

Dalje se lako moZe zakljuciti da u elementarnoj ravnini proSirenoj na
opisani naCin na svakom pravcu postoji po jedna neprava tocka. U takvoj
ravnini postoji, dakle, beskonatno mnogo nepravnih (odnosno beskonacno
dalekih) toCaka, koje opet sve leZe na nepravom ili beskonacno dalekom
pravcu te ravnine.

Elementarnu ravninu ovako proSirenu nepravnim elementima zovemo
projektivnom ravninom.

Definicija 2.1. Ovako opisano bijektivno preslikavanje niza tocaka i
pramena pravaca u projektivnoj ravnini zovemo perspektivitetom.
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Definirajmo dalje:

Definicija 2.2. Dva su niza,

(pl) = {Ala 817 Cla - } [ (pZ) = {Az, 827 C2a - }
na razli€itim nosiocima p; i py perspektivna s obzirom na centar pers-
pektiviteta V , to€no onda kada im sve spojnice parova pridruZenih tocaka
prolaze tockom V.

Drugim rijeima: dva su niza perspektivna ako su oni presjecni nizovi
jednog te istog pramena pravca (sl. 2.3).
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3.

Dualnost

Dalje ¢emo ukratko opisati jedno istaknuto svojstvo projektivne rav-
nine, Sto ¢e nam uvelike pomo¢i pri daljnjem izlaganju.
Promotrimo dvije tvrdnje, T; i T

Ty T2

Postoji to€no jedan pravac Postoji tocno jedna tocka
incidentan s dvjema razliCitim | incidentna sa dvama razliCitim
toCkama A i B. pravcima a i b.

Lako se vidi da tvrdnju T, dobijemo ako u tvrdnji T1 izmijenimo
ove rijeCi:
tocka —  pravac
pravac —  tocCka,

dok rije€ incidencija ostavimo nepromijenjenu. Pritom se umjesto tom
rije€ju mozZzemo posluZiti s
prolazikroz — leZina
leZi na —  prolazi kroz
ili moZda sa o o
spajanje  —  sjeCenje,
sjeCenje  —  spajanje.

Ovim postupkom smo iz istinite tvrdnje Ty dobili opet istinitu tvrdnju
T, . Za takve dvije tvrdnje kaZzemo da su dualne tvrdnje.

MoZe se dokazati
princip dualnosti projektivne ravnine: zamijenimo li u nekoj valja-
noj izreci (teoremu) projektivne geometrije ravnine, pojam tocka dualnim
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pojmom pravac i obrnuto, a pojam incidencije ostavimo nepromijenjen,
opet dobijemo neku valjanu izreku (teorem) projektivne geometrije ravni-
ne. Za takve dvije izreke kaZzemo da su medusobno dualne izreke.

Ovdje c¢emo dalje navesti jednu nama potrebnu definiciju, kao dualnu
definiciju 2.3.

Definicija 3.1. Dva pramena pravaca

(Vl) = {al, bl, Cy, .. } i (Vz) = {ag7 bz, Co, .. }
srazliCitim vrhovima V; i V, su perspektivnas obziromnaos p ako im se
parovi pridruZenih pravaca sijeku u totkama nekog niza (p) koji zovemo
0s perspektiviteta.

Drugim rijeCima, dva su pramena pravaca perspektivno pridruZena
ako su oni spojeni pramenovi jednog te istog niza (p).
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4.

Projektiviteti

Ve¢ smo prije (definicija 2.2) opisali perspektivitet dvaju nizova to-
Caka (p1) i (p2) pomocu presjecnih nizova istog pramena (V1). Pritom
je nekoj tocki X; niza (pi1) bila pridruZena ona tocka X, niza (pz) koja
stoCkom X; leZi na istom pravcu pramena (V) (sl. 4.1).

Sl 4.1.

Tada kaZemo da su nizovi (p1) i (p2) perspektivni s centrom per-
spektiviteta V1, Sto oznatavamo sa

(p1) % (P2)-
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Ako sada za niz (p,) konstruiramo spojni pramen (V) i tom prame-
nu presjecniniz (ps), tada su o€ito nizovi (p,) i (p3) takoder perspektivni
(sl. 4.2),

Sl. 4.2.

Za nizove (p1) i (ps) time smo definirali odredenu bijekciju (Sto
vise nije perspektivitet), tj. vrijedi

(P1) A (ps),
§to se lako vidi.
Nastavljanjem tog istog postupka (to jest nizanjem daljnjih perspek-
tiviteta) dobivamo lanac perspektiviteta

(p) % (p2) 2 (p2) % ... "= (pn)-

Ovdje moZemo koristiti konatno mnogo karika (perspektiviteta) u tom
lancu.

Takav lanac perspektiviteta definira nam medu nizovima (p1) i (pn)
jednu odredenu bijekciju.

Definicija 4.1. Bijekciju nizova (pz1) i (pn), koju moZemo prikazati
kao lanac od kona€no mnogo perspektiviteta, zovemo projektivitetom, 5to
oznaavamo

(P1) A (Pn).
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Neki pravac x; pramena (V1) sijeCe pravac n; utocki Xj . Toj tocki
pridruZena je perspektivitetom (nl)%(ng) totka X,. Sada je spojnica
V,X, oCito pridruZena praveu X3 (V1X1).

SI. 4.3.

Na taj naCin moZemo konstruirati po volji velik broj parova ViX; i
V,X, pridruzenih pravaca projektiviteta (V1) A (V2).
RijeSimo dalje joS jedan zadatak koji je zapravo dualan prethodnom.

Zadatak 4.2. Zadan je projektivitet (n1) A (n2) dvaju nizova s nosi-
ocima ny i ny istrima parovima pridruZenih tocaka

{A1, By, C1} A {Az, By, Co}.

Zaneku po volji odabranutocku X; niza (n;) trebakonstruirati pridruZenu
tocku Xz niza (ny).

RjeSenje. Na pravcu n; zadane su tri razlicite tocke, A;, By, C; te
na pravcu n, (razliCitom od n; ) tocke Az, B2, Cy (sl. 4.4). S takvim
trima parovima pridruZenih tocaka A;, A, zatim B;, B, te C;, C;
odreden je projektivitet (n1) A (nz).
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Na spojnici jednog para pridruzenih toCaka (na primjer na spojnici
A1A; ) uzmimo tocku V; razlicitu od A; i A, i kroz A, poloZimo pravac
n razlic¢itod n, i AjAz. Projicirajmo zatim niz ny naniz (n) iz tocke V;.
OCcito su sada nizovi (ny) i (n) perspektivni sa centrom perspektiviteta u
toCki Vi

Sl. 4.4.

Isto tako se lako vidi da su nizovi (n) i (np) takoder perspektivni sa
centrom u to€ki V, (sjeciSte spojnice BB; i CCy).

Ako hotemo neku tocku X; pravca n; preslikati projektivitetom
(n1) A (n2) na pravac ny, najprije moramo tocku X; projicirati iz cen-
tra V1 na pravac n u tocku X i zatim tu tocku X projicirati iz centra
V, natocku X, na pravcu n,, ¢ime je problem konstrukcije projektivno
pridruZenih toCaka rijeSen.
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