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s M i N. Neka je P sjecište pravaca AN i BM. Dokaži da je CP okomito na
AB.

9.3. Dokaži da je znamenka stotica broja 21999 � 22000 � 22001 parna.

10. razred

10.1. Odredi sve vrijednosti realnog parametra a takve da nenegativna
rješenja jednadžbe �2a�1� sin x ��2�a� sin 2x � sin 3x čine beskonačni
aritmetički niz.

10.2. Neka su O, I i H redom središte opisne kružnice, središte upi-
sane kružnice i sjecište visina šiljastokutnog nejednakostraničnog trokuta
ABC. Dokaži da ako opisana kružnica trokuta OIH prolazi kroz jedan od
vrhova trokuta ABC, tada ona prolazi kroz još jedan od vrhova tog trokuta.

10.3. U svakom polju 3 � 3 tablice napisan je realni broj. Element
i-tog retka i j-tog stupca jednak je modulu razlike zbroja elemenata i-tog
retka i zbroja elemenata j-tog stupca. Dokaži da je svaki element te tablice
jednak ili zbroju ili razlici drugih dvaju elemenata te tablice.

11. razred

11.1. Dokaži da je za svaki pozitivni broj a niz �xn� definiran s x1 � 1,

x2 � a, xn�2 � 3

q

x2
n�1xn, n � 1 konvergentan i nadi mu limes.

11.2. Zadan je konveksan četverokut ABCD i sjecište M njegovih
dijagonala. Poznato je da vrijedi DB � 3DM, AM � MC.

a� Izrazi BC i CD pomoću stranica trokuta ABD.
b� Ako je 2��ADB���ABD � 180�, dokaži da je ��DBC � 2��BDC.

11.3. Vidi zadatak 10.3.
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olimpijadabilasupopularnanatjecanjanalokalnojiregionalnojrazini.
BugarskajeosnivačistalnisudioniknaMedunarodnimmatematičkim
olimpijadamaodnjihovogpočetkauRumunjskoj1959.godine���.

Pripremazanatjecanjaodvijasepogrupamaiklubovima,kojipostoje
nesamouspecijaliziranimmatematičkim,većtakoderiumnogimdrugim
školama.Učeniciobičnopočnusnatjecanjimauprvojgodinivišeosnovne
škole�udobiod10–11godina�.

Učenicisenatječuurješavanjuproblema.Trebajuriješiti3ili4pro-
blemaza4do4.5satirada.Unovijevrijemetestovisvišeponudenih
odgovorapostepenozauzimajusvevišemjesta.

Natjecanjeseorganiziraučetirikruga.
Prvikrugodržavaseuzimskomrazdoblju.Unjemusudjelujuučenici

višeosnovneškoleisrednješkole.Brojsudionikakrećeseoko75000.
Zadatkenaovomstupnjuzadajunastavnici,ioniserazlikujuodškole
doškole.Problemioviseouzrastu,iuglavnomsupovezanisaškolskim
gradivom.Učeniciobičnorješavaju3do4problemaza4.5sata.Težina
problemanaovomnivounijevelika,jerjeciljuključitištojemogućeveći
brojučenika.

Nadrugikrugnatjecanja,kojiseodržavauožujku,propuštajuseoni
učenicikojiuprvomkruguostvarevišeod75%bodova.Razlikaprema
prvomstupnjujeutežiniproblema.Težinaproblemazaposljednjirazred
srednješkoleodgovaraotprilikeonimakojisezadajunaupisunastudijma-
tematikenasveučilištimauBugarskoj.Brojsudionikaudrugomstupnju
natjecanjajeoko30000.

Trećiičetvrtikrugolimpijadeorganizirasesamozamaturante.Odr-
žavajusesredinomtravnjaisredinomsvibnja.Mladimučenicimadozvo-
ljavasesudjelovanjenaovomstupnju,alimorajupoznavatigradivoviših
razreda.Usvakomodovihdvajukrugovaučenicirješavaju6problema
udvadana�3problemaza4.5satapodanu�.Zadatkezaovadvakruga
zadajeposebnopovjerenstvoBugarskogmatematičkogdruštva�BMD�.
Topovjerenstvotakoderocjenjujeradove.Nivotežineproblemauovim
dvamakrugovimajevrlovelik.Problemiučetvrtomkrugunalikujuna
onezadanenaMMO.

Brojsudionikautrećemkrugunatjecanjajeoko1000.Onipoštom
dobivajuproblemeusvojojškoli,rješavajuihtamo,anastavnicisvemateri-
jalevraćajuuBMD.Oko80učenikasudjelujeučetvrtomkrugunatjecanja,
kojeseobičnoodvijanaSveučilištuuSofiji.Naovonatjecanjeučenici
dolazeupratnjisvojihnastavnika,takodaoniimajuprilikuzata2-3dana
izmijenitiiskustvaokopripremeučenikazanatjecanja.
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1. Darovitost

Postavimonapočetkunekaključnapitanjanakojaćemopokušati
potražitiodgovor.
�Štojetodarovitost?
�Kakoprepoznatidarovitogučenika?
�Kakoutvrditiindividualnepotrebedarovitihučenika?
�Kakoprilagoditiobrazovnisustavdabipogodovaorazvitkudarovi-

tosti?
Darovitadjecasvijetdoživljavajunadrukčijinačinodnjihovihvršnja-

ka.Njihovesupotrebetakoderdrukčije.Radstakvomdjecompredstavlja
većiizazov,aliinaporzaroditelje,odgajateljaiučitelja.Neuvažavanjetih
činjenicamožedovestidoopasnihnegativnihposljedicauintelektualnom,
emocionalnomidruštvenomrazvitkupotpuneličnosti.

Kaouvoduproblemeradasdarovitim,unastavkućemoprenijetidio
tekstaizvrsnogesejaMartheMorelock�6�:

1.1.Nutarnjisvijetdarovitih

“DesetogodišnjiGregBarnesokarakteriziranjeodsvojihučiteljakao
vrlodarovit.Njegoviškolskitestovisvrstavajugaiznadpostotkaod99.9%
uspješnosti,kaoinjegovrezultatnaStanford-Binetljestviciinteligenci-
je.Togdana,kadsevratioizškole,gdaBarnesznalajeistogtrenapo
njegovommalodušnomizrazulicadadannijebiobašidealan.
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sMiN.NekajePsjecištepravacaANiBM.DokažidajeCPokomitona
AB.

9.3.Dokažidajeznamenkastoticabroja21999�22000�22001parna.

10.razred

10.1.Odredisvevrijednostirealnogparametraatakvedanenegativna
rješenjajednadžbe�2a�1�sinx��2�a�sin2x�sin3xčinebeskonačni
aritmetičkiniz.

10.2.NekasuO,IiHredomsredišteopisnekružnice,središteupi-
sanekružniceisjecištevisinašiljastokutnognejednakostraničnogtrokuta
ABC.DokažidaakoopisanakružnicatrokutaOIHprolazikrozjedanod
vrhovatrokutaABC,tadaonaprolazikrozjošjedanodvrhovatogtrokuta.

10.3.Usvakompolju3�3tablicenapisanjerealnibroj.Element
i-togretkaij-togstupcajednakjemodulurazlikezbrojaelemenatai-tog
retkaizbrojaelemenataj-togstupca.Dokažidajesvakielementtetablice
jednakilizbrojuilirazlicidrugihdvajuelemenatatetablice.

11.razred

11.1.Dokažidajezasvakipozitivnibrojaniz�xn�definiransx1�1,

x2�a,xn�2�3qx2
n�1xn,n�1konvergentaninadimulimes.

11.2.ZadanjekonveksančetverokutABCDisjecišteMnjegovih
dijagonala.PoznatojedavrijediDB�3DM,AM�MC.

a�IzraziBCiCDpomoćustranicatrokutaABD.
b�Akoje2��ADB���ABD�180�,dokažidaje��DBC�2��BDC.

11.3.Vidizadatak10.3.
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olimpijada bila su popularna natjecanja na lokalnoj i regionalnoj razini.
Bugarska je osnivač i stalni sudionik na Medunarodnim matematičkim
olimpijadama od njihovog početka u Rumunjskoj 1959. godine� � � .

Priprema za natjecanja odvija se po grupama i klubovima, koji postoje
ne samo u specijaliziranim matematičkim, već takoder i u mnogim drugim
školama. Učenici obično počnu s natjecanjima u prvoj godini više osnovne
škole �u dobi od 10–11 godina�.

Učenici se natječu u rješavanju problema. Trebaju riješiti 3 ili 4 pro-
blema za 4 do 4.5 sati rada. U novije vrijeme testovi s više ponudenih
odgovora postepeno zauzimaju sve više mjesta.

Natjecanje se organizira u četiri kruga.
Prvi krug održava se u zimskom razdoblju. U njemu sudjeluju učenici

više osnovne škole i srednje škole. Broj sudionika kreće se oko 75 000.
Zadatke na ovom stupnju zadaju nastavnici, i oni se razlikuju od škole
do škole. Problemi ovise o uzrastu, i uglavnom su povezani sa školskim
gradivom. Učenici obično rješavaju 3 do 4 problema za 4.5 sata. Težina
problema na ovom nivou nije velika, jer je cilj uključiti što je moguće veći
broj učenika.

Na drugi krug natjecanja, koji se održava u ožujku, propuštaju se oni
učenici koji u prvom krugu ostvare više od 75% bodova. Razlika prema
prvom stupnju je u težini problema. Težina problema za posljednji razred
srednje škole odgovara otprilike onima koji se zadaju na upisu na studij ma-
tematike na sveučilištima u Bugarskoj. Broj sudionika u drugom stupnju
natjecanja je oko 30 000.

Treći i četvrti krug olimpijade organizira se samo za maturante. Odr-
žavaju se sredinom travnja i sredinom svibnja. Mladim učenicima dozvo-
ljava se sudjelovanje na ovom stupnju, ali moraju poznavati gradivo viših
razreda. U svakom od ovih dvaju krugova učenici rješavaju 6 problema
u dva dana �3 problema za 4.5 sata po danu�. Zadatke za ova dva kruga
zadaje posebno povjerenstvo Bugarskog matematičkog društva �BMD�.
To povjerenstvo takoder ocjenjuje radove. Nivo težine problema u ovim
dvama krugovima je vrlo velik. Problemi u četvrtom krugu nalikuju na
one zadane na MMO.

Broj sudionika u trećem krugu natjecanja je oko 1000. Oni poštom
dobivaju probleme u svojoj školi, rješavaju ih tamo, a nastavnici sve materi-
jale vraćaju u BMD. Oko 80 učenika sudjeluje u četvrtom krugu natjecanja,
koje se obično odvija na Sveučilištu u Sofiji. Na ovo natjecanje učenici
dolaze u pratnji svojih nastavnika, tako da oni imaju priliku za ta 2-3 dana
izmijeniti iskustva oko pripreme učenika za natjecanja.
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1.
Darovitost

Postavimo na početku neka ključna pitanja na koja ćemo pokušati
potražiti odgovor.
� Što je to darovitost?
� Kako prepoznati darovitog učenika?
� Kako utvrditi individualne potrebe darovitih učenika?
� Kako prilagoditi obrazovni sustav da bi pogodovao razvitku darovi-

tosti?
Darovita djeca svijet doživljavaju na drukčiji način od njihovih vršnja-

ka. Njihove su potrebe takoder drukčije. Rad s takvom djecom predstavlja
veći izazov, ali i napor za roditelje, odgajatelja i učitelja. Ne uvažavanje tih
činjenica može dovesti do opasnih negativnih posljedica u intelektualnom,
emocionalnom i društvenom razvitku potpune ličnosti.

Kao uvod u probleme rada s darovitim, u nastavku ćemo prenijeti dio
teksta izvrsnog eseja Marthe Morelock �6�:

1.1. Nutarnji svijet darovitih

“Desetogodišnji Greg Barnes okarakteriziran je od svojih učitelja kao
vrlo darovit. Njegovi školski testovi svrstavaju ga iznad postotka od 99.9%
uspješnosti, kao i njegov rezultat na Stanford-Binet ljestvici inteligenci-
je. Tog dana, kad se vratio iz škole, gda Barnes znala je istog trena po
njegovom malodušnom izrazu lica da dan nije bio baš idealan.
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16.
Natjecanja u Bugarskoj

Na Matematičkoj olimpijadi 2003. godine u Tokiju Bugarsku su pred-
stavljali Kalojan Slavov, Rumen Zarev, Ilija Čekov, Rosen Kralev, Aleksan-
dar Liškov i Dobromir Rahnev. Iako je Olimpijada pojedinačno natjecanje
i ne vodi se poredak nacionalnih timova, Bugarima je bilo vrlo lijepo vidjeti
svoju zemlju na vrhu te liste. Time je Bugarska postala jedna od malobroj-
nih zemalja koje su pobijedile na Matematičkoj olimpijadi �u posljednjih
20 godina samo šest zemalja pobjednica�.

Bugarska je zemlja s manje od 7 500 000 stanovnika. Ovakav uspjeh
znači samo jedno — ta zemlja ima izvrstan školski sustav, barem kad je
matematika u pitanju. Kako se u Bugarskoj organiziraju olimpijade? Na
njihovoj web stranici www�math�bas�bg�bcmimože se pročitati sljedeće:

“Natjecanja u matematici i informatici su medu boljim načinima za
otkrivanje i razvijanje intelektualnih sposobnosti mladih u Bugarskoj. U
pripremu za ta natjecanja uključen je velik broj učenika i učitelja u srednjim
školama. Te pripreme povećavaju nivo učenja i podučavanja u matematici.
Natjecanja takoder pružaju �poprilično rijetku� mogućnost da se javna pa-
žnja usmjeri prema ulozi matematike i informatike u suvremenom društvu.

Na kraju �ali ne manje važno�, nadarena se djeca ohrabruju da po-
traže karijeru u znanosti. To nam pomaže da stanje u matematičkoj i
informatičkoj znanosti u ovoj zemlji održimo dobrim, privlačeći “svježu
krv” takoder i prema ostalim znanstvenim granama.

Bugarska ima dugu tradiciju u matematičkim natjecanjima. Nacio-
nalna Matematička olimijada započela je 1952. godine. Nacionalna In-
formatička olimpijada započela je 1985. godine. Čak i prije početka tih
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“Nešto nije u redu?” nježno je probala.
“Ma da,” promrmljao je s nezadovoljstvom u glasu, “upao sam u

gužvu. Trebamo sutra otići kod ravnatelja.”
“Zbog čega?”
“Zakrvio sam se s Joem i izmlatio ga.”
Gda Barnes bila je u šoku. Greg nije bio agresivno dijete. Nikad prije

mu se takvo što nije dogodilo. U stvari, bio je izrazito osjetljiv dječak, koji
je uistinu brinuo o drugima.

“Što se dogodilo?”, pitala je dalje.
Greg je objasnio da su se on i Joe zakvačili za vrijeme glazbenog.

Obojica su, na tome je inzistirao, bili krivi. Kasnije, Joe ga je stjerao u kut
u hodniku medu ormarima, vrijedao ga, prijetio da će ga prebiti i izazivao
ga na borbu. Greg je odgovorio udarivši ga, pa je Joe uzvratio udarcem.
Kad je učiteljica stigla, Joe je plakao, dok je Greg slao kišu udaraca po
njemu.

“Pa, izgleda kao da je bilo u obrani”, započela je gda Barnes. Bila je
iznenadena kad je Greg to odmah opovrgnuo.

“Ne, mama, nije baš tako jednostavno.”
“Ali on ti je prijetio da će te prebiti?”
“Ne, mama! Ti ne razumiješ!”
Greg je postajao sve više uznemiren kako mu je gda Barnes poku-

šavala objasniti da ona ne želi biti sudac. Nesposobna da shvati zašto
njezini pokušaji da prenese brigu i razumijevanje izazivaju samo rastuće
nezadovoljstvo, gda Barnes je odlučila da smiri situaciju.

“Dobro. Zašto ne napišeš što se dogodilo i objasniš kako se ti osjećaš
zbog toga. Očito, bio si tamo i znaš što se dogodilo bolje od mene.”

Greg je sjeo za pisaći stroj i strpljivo pisao svoju priču i objašnjenje.
Sat i pol kasnije odnio je papire svojoj majci. “Sve je započelo u trećem
razredu� � � ”, pisalo je na početku prvog odjeljka. Zatim je Greg u svim de-
taljima objasnio kako su se on i Joe sreli i započeli svoj odnos. U nekoliko
navrata Joe se ponašao kao da želi da budu prijatelji. U drugim situacijama
Joe mu nije dopuštao da se uključi u igru s drugim dječacima na igralištu.
Greg priznaje da ga je zbog toga častio raznim pogrdama.

Greg je zatim popisao incidente iz trećeg i četvrtog razreda, baš kao
i iz petog razreda, koji su prethodili trenutnom sukobu. Za svaki incident
detaljno je opisao ponašanje svakog djeteta s bolnom točnošću, u nakani
da zadrži objektivan pogled na to što se dogodilo. Gregovo ponašanje
nije, po njemu, bilo samo odgovor na dogadaje toga dana, već reakcija na
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Najboljih12učenikauovomnatjecanjučine“proširenitim”zaMMO.
OnisepozivajunapripremezaOlimpijadu,kojetraju4-5tjedana.Kroz
tovrijemeonisejošdvaputtestirajuipremarezultatimatihtestovai
rezultatimačetvrtogkrugaodredujesetimod6učenikazaMMO.

16.1.Prvikrugnatjecanja,4–6.veljače2000.

8.razred

8.1.Zadanajenejednakost

�n
2
�1�x��3n

3
�4n

2
�n�2�

pričemujencijelibroj.
a�Faktorizirajizraz�3n3�4n2�n�2.
b�Odredisvebrojevenzakojejenejednakostistinitazasvepozitivne

brojevex.

8.2.UjednakokračnomtrokutuABC�AC�BC�točkeA1,B�1iC1

supolovištastranicaBC,ACiAB,timredom.TočkeA2iB2simetričnesu
točkamaA1iB1sobziromnaAB.NekajeMpresjekpravacaCA2iA1C1,
aNpresjekpravacaCB2iB1C1.PresjekpravacaANiBMoznačimosP.
DokažidajeAP�BP.

8.3.Odredisveparoveprostihbrojevapiqtakvihdajep2�3pg�q2

a�potpunkvadrat;
b�potencijabroja5.

9.razred

9.1.Zadanajejednadžba
1

jx�2j
�

1
jx�52aj

,gdjejeaparametar.

a�Riješijednadžbu.
b�Akojeakvadratprostogbroja,dokažidajednadžbaimarješenje

kojejesloženicijelibroj.

9.2.ZadanješiljastokutnitrokutABC.Simetralakuta��ACBsiječe
AButočkiL.NožištaokomicaizLnastraniceACiBCoznačimoredom
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čitav slijed incidenata od kojih se sastojao njihov odnos kroz protekle dvije
godine. Dogadaji toga dana bili su samo “kap koja je prelila čašu”.

Sljedećeg dana Joe je takoder napisao svoju verziju sukoba. On je
napisao jednostavno: “Greg me udario, ja sam mu vratio, i onda me on
počeo mlatiti.”

Različite stvarnosti koje obilježavaju darovitost.
Greg i Joe sudjelovali su u istoj borbi. Ipak, Greg se borio u širem

i mnogo složenijem okruženju od Joa. Greg ima neuobičajeno pamćenje
i izvanrednu sposobnost da analizira uloge obaju dječaka u višekratnom
nizu incidenata od kojih se sastojao dvogodišnji odnos. Joe, dijete s pro-
sječnim spoznajnim mogućnostima, odživio je svaki incident onda kad se
on dogodio i zaboravio ga sljedeći dan. Očito, Greg i Joe djeluju u vrlo
različitim i individualnim realnostima.� � �

� � �

Četverogodišnjoj Jennie je prije nekoliko mjeseci umro djed. Jennie
je postavljala pitanja o smrti i pokazala znakove emocionalne uznemireno-
sti. Njezina ju je majka pokušala utješiti govoreći da se nema zbog čega
brinuti — ona, majka i otac će živjeti još dugo. Ona će narasti, imati svoju
djecu i majka će postati bakom� � � Jennie je uzvratila s drhtavim glasom:
“Ali ti ne znaš, mamice. Čak i djeca ponekad umiru. Ništa se sa sigurnošću
ne zna� � � ”

Većina četverogodišnjaka bi naprosto prihvatila majčino objašnjenje.
Jennie je, medutim, baš kao i Greg, iznimno darovita.

Posljedično, njezino logičko i apstraktno razmišljanje poprilično nad-
mašuje ono većine četverogodišnjaka. Ona za nju stvara realnost koja je
složenija i opasnija od one s kojom se susreću njezini vršnjaci. Kao većina
djece u dobi od četiri godine, ona bi trebala vjerovati svojoj majci da bi se
emocionalno zaštitila. Medutim, njezine napredne sposobnosti razumije-
vanja omogućuju joj da potpuno jasno vidi logičke pogreške. Tako ostaje
ranjiva u nesigurnom okruženju.

Darovitost kao asinkroni razvoj

Greg i Jennie pokazuju nedostatak uskladenosti u svojem spoznaj-
nom, emocionalnom i fizičkom razvoju. Jennie je fizički razvijena poput
prosječnog četverogodišnjaka, dok njezine spoznajne sposobnosti prije
nalikuju na dijete dvostruko starije dobi. Emocionalne potrebe koje bi
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Za koji je minimalni broj natjecatelja to moguće učiniti?

11.5. Zadan je niz �xk�, takav da je x1 � 1, xn�1 � n sin xn � 1.
Pokaži da je on neperiodički. �Niz se naziva periodičkim ako se nekoli-
ko njegovih članovi počne ponavljati, počevši od nekog, ne nužno prvog,
člana.�

11.6. a i b su različiti pozitivni cijeli brojevi, takvi da je ab�a � b�

djeljivo s a2 � ab � b2. Dokaži da je ja� bj � 3pab.

11.7. Dokaži da je u svakom skupu od 117 medusobno različitih tro-
znamenkastih brojeva moguće odabrati 4 medusobno disjunktna podskupa,
tako da je zbroj brojeva u svakom od njih jednak.

11.8. Sfera sa središtem u ravnini osnovice ANC tetraedra SABC
prolazi kroz vrhove A, B, C i siječe bridove SA, SB, SC po drugi put u
točkama A1, B1, C1. Ravnine koje diraju sferu u točkama A1, B1, C1 sijeku
se u točki O. Dokaži da je O središte sfere opisane oko tetraedra SA1B1C1.
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9.3.TočkaKodabranajeunutarparalelogramaABCDtakodaje
polovištedužineADjednakoudaljenoodtočakaKiC,apolovištedužine
CDjednakoudaljenoodtočakaKiA.TočkaNjepolovištedužineBK.
Dokažidasukutovi��NAKi��NCKsukladni.

9.4.Zadanje2000-terokut.Nijednetrinjegovedijagonaleneprolaze
istomtočkom.Svakaodnjihjeobojenajednomod999boja.Dokažida
postojitrokutkojemusvestraniceleženadijagonalamaisteboje.

9.5.Jurajjesložio2001novčićod1,2ili5kopjejkiured.Pokazalo
sedaizmedusvakadvanovčićaod1kopjejkeležijošjedannovčić,izme-
dusvakadvanovčićaod2kopjejkenalazesebaremdvadruganovčićai
izmedusvakadvanovčićaod5kopjejkinalazisebaremtridruganovčića.
Kolikonovčićaod5kopjejkiJurajmožeimati?

9.6.Udruštvusenalazi2n�1čovjek.Usvakojgrupiodnljudi
postojiosobavantegrupekojaihsvepoznaje.Pokažidautomdruštvu
postojiosobakojapoznajesvedrugeosobe.

9.7.TočkaNuzetajenaduljojstraniciACtrokutaABC.Izpolovišta
dužinaANiNCpodignutesuokomicenatedužine,kojesijekustranice
ABiBCredomutočkamaKiM.DokažidasredišteOopisanekružnice
trokutaABCležinakružniciopisanojokotrokutaKBM.

9.8.Odredisveneparneprirodnebrojeven�n�1�takvedajezasve
prostedjeliteljeaibbrojan,broja�b�1takoderdjeliteljodn.

10.razred

10.1.VidiZadatak9.1.

10.2.100skupova,A1�A2�����A100odabranojenapravcu.Svakiod
njihunijaje100segmenatakojisumedusobnodisjunktni.Dokažidaje
presjekskupovaA1�A2�����A100unijaodnevišeod9901segmentakoji
sumedusobnodisjunktni.�Točkasesmatrasegmentom.�

10.3.DvijekružnicedirajuseiznutrautočkiN.Tangentanaunutar-
njukružnicupovučenautočkiKsiječevanjskikrugutočkamaAiB.Neka
jeMpolovištelukaAB,kojinesadržitočkuN.Dokažidapolumjerkruž-
niceopisaneokotrokutaBMKneovisioizabranojtočkiKnaunutarnjoj
kružnici.

10.4.Unekojzemljigradovisupovezanicestamauparovima,tako
dapostojitočnojednacestaizmedubilokojihdvajugradova,kojasamu
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impridajutolikoemocionalnognabojaivažnosti,pogotovodjecanjegove
dobi.Tonesmijebitiprenesenokaonjegovnedostatak,poput“preosje-
tljivosti”ilitendencijedase“sitničari”.Naprotiv,moramomupotvrditi
ispravnostnjegovogvidenjarealnostiizatimmupomoćidaizgradimo-
stovepremadrugojdjeci.MožemozajednosGregomrazmišljatištoon
možeučinitidrukčijeurazličitimstadijimanekogodnosakakoonnebi
eskaliraodotočkekadseproblemirješavajukrozsvaduilituču.

KodJenniemoramozadovoljitinjezinenaprednespoznajnemogućno-
sti,adaneporemetimonjezineemocionalnepotrebečetverogodišnjakinje,
štonijejednostavanzadatak.Uprikazanomscenarijumajkajojmožena-
glasitidasusvidrugiunjihovojobiteljizdravi,daredovitoodlazena
pregledkoddoktoradabibilisigurniusvojezdravlje,dakle,malenaje
vjerojatnostdaćenetkoodnjihumrijetiuskorojbudućnosti.Takoder,oni
pazenaodržavanjesvogautomobila,vežusigurnosnepojasevezavrijeme
vožnjeinadrugesenačinebrinudaspriječenesreće.Čakitad,dakako,
kaoštoiJenniesamaosjeća“Nitkosasigurnošćunezna...”Utomslučaju,
majkajojmožeprenijetisvojeuvjerenjedaćesvebitiuredu.Kadje
Jennieupitanju,touvjerenjemorauslijedititakoštoćesenjezinapitanja
uzetivrloozbiljno,potvrdujućičakimogućnostnepredvidivesmrti.Inače,
njezinajojlogikanećeomogućitidaprihvatiponudenusigurnost.

1.2.Definicijedarovitosti

Uovompoglavljunavestćemonekarazmišljanjaiidejeodarovitosti,
premapreglednomčlanku�8�.

Prematradicionalnomshvaćanjuinteligencijajesposobnostpojedin-
cakojapovećavanjegovadostignućaupraktičkisvimpodručjima.Onase
takodershvaćakaoosobinakojasevremenomnemijenja.

Novijaistraživanjapolakomijenjajutakvupredodžbu.RobertStern-
bergrazvija“trostupanjsku”teorijuinteligencije�9�;“compotential”inte-
ligencijasastojiseodmentalnihmehanizamaprocesuiranjainformacija,
“experimental”inteligencijafunkcionirausuočavanjusnovimzadacima
ilisituacijamaiodražavasposobnostgotovoautomatskogkorištenjamen-
talnihprocesa,“contextual”inteligencijajesposobnostprilagodbe,odabira
imijenjanjaokoline.

TeorijaHowardaGardneraovišestrukojinteligencijimnogoješirepo-
znatamedunastavnicima,moždazatoštoonaodražavaonoštoiučiteljveć
znaosvojimučenicima:postojivišenačinadasebude“bistar”.Gardner
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11.4.Uzemljipostoje64grada.Položajsvakoggradaodredujese
duljinomiširinomucijelombrojustupnjeva,od1do8.Dvasugradapo-
vezanaobostranomzračnomvezomakoisamoakoimajuidentičneduljine
aširinaimserazlikujeza1�,iliakoimajuidentičneširine,aduljineimse
razlikujuza1�Kojisenajvećibrojletovamožeopozvatitakodaseizbilo
kojeggradaubilokojidrugigradmožestićisnevišeod14letova?

11.5.Poznatojedazabrojevea,b,cvrijediovadvostrukanejedna-
kost:

a2

a�b

�

b2

b�c

�

c2

c�a

�

c2

a�b

�

a2

b�c

�

b2

c�a

�

b2

a�b

�

c2

b�c

�

a2

c�a

�

Dokažidajea�b�c.

11.6.Udecimalnomprikazurazlomka1�p�p�5jeprostbroj�izb-
risanaje2000-taznamenka.Takojedobivendecimalniprikazneskrativog
razlomkaa�b.Dokažidajebdjeljivsp.

11.7.KonveksnipoligonP1sadržikonveksnipoligonP12.Dokaži

daćeprihomotetijisasredištemunekojtočkix�P2ifaktoromk��

1
2

ibaremjedanvrhodP2ostatiunutarP1.

11.8.NekajeObilokojatočkanabaziABCtrokutastepiramide
SABC,ukojojsusviravninskikutoviprivrhuSvećiod60�.Dokažidaje
baremjedanodkutova��SAO,��SBO,��SCOmanjiod60�.

15.2.Petikrug2001.

9.razred

9.1.Brojeviod1do999999podijeljenisuudvijeskupine.Uprvu
sustavljenisvibrojevitakvidajepotpunikvadratnajbližibrojukvadrat
neparnogbroja,udrugubrojevikojimajenajbližikvadratparnogbroja.U
kojojjeskupinizbrojbrojevaveći?

9.2.DvapolinomaP�x��x4�ax3�bx2�cx�diQ�x��x2�px�q
poprimajunegativnevrijednostinanekomintervaluIduljinevećeod2,a
vantogintervalasunenegativni.Dokažidapostojitočkax0takvadaje
P�x0��Q�x0�.

161.DAROVITOST

jeidentificiraoosamrazličitihtipovainteligencije:logičko-matematička,
lingvistička,vizualno-prostorna,tjelesno-kinestetička,muzička,unutar-
osobena,izvanosobenaiprirodnousmjerena.

Školeseuglavnomkoncentrirajuokoizazovalogičko-matematičkei
lingvističkeinteligencije.TradicionalniIQtestoviivećinaostalihstandar-
diziranihtestovagotovoisključivomjeretadvatipainteligencije.

JosephS.Renzulli,istraživačidirektoruNationalResearchCenter
ontheGiftedandTalented,razvioje“troprstenu”definicijunadarenosti,
kojasesastojiodiznadprosječnihsposobnosti,kreativnostiimotivacijesa
željomzapostizanjemciljeva.Doknekiučenicipokazujutakvoponaša-
njekonstantnoiusvimpodručjima,drugiučenicićeihiskazatisamou
pojedinimaktivnostimaipodručjimainteresa.Renzullisugeriradajenaj-
djelotvornijipristuppodučavanjuiznadprosječnihučenikatajdanastavnik
odaberesadržajinačinpodukeuskladusučenikovimpotrebama.

Kakojekonceptinteligencijepostajaosvevišenejasan,takosei
konceptdarovitostitakoderrazvijao.Akointeligencijanijejednoznačno
odredenasposobnost,nemožebitinitijedinstvenedefinicijedarovitosti.
Školesemorajuvišeusredotočitinaidentificiranjesposobnostiipodručja
ukojimajeučenikjak,radijenegodasvimučenicimapridijeliistinivo
sposobnosti.

Matematičkadarovitost

Mićemoseposebnoograničitinamatematičkudarovitost.
Matematikajepomnogočemuuprivilegiranompoložajuuodnosu

naostaleznanosti.Zbogsvojelogičkestruktureiaparatakojimsesluži,
onapredstavljaizuzetnoplodanmedijzaprivlačenjedarovitihučenikau
najmlademuzrastu,kojibisvojudarovitostinačemogliusmjeritiiprema
nekomdrugompodručju.

Matematičkicehmoraobiznatiiskoristitituprednostizadržatiin-
teresdarovitihpremamatematicizavrijemečitavognjihovogškolovanja.
Toneznačidasviučenicinadarenizamatematikumorajunužnopostići
karijerekaomatematičari,jertonebibilodobronitizamatematikuniti
zacjelokupnodruštvo.Medutim,nedostatakdobrogmatematičkogob-
razovanjačestojeuzroknemogućnostiprofesionalnognapredovanjaiu
mnogimdrugimpodručjima.

Kakoseprepoznajedarovitost?Otomeusvomčlanku�C.Greenes,
1981�pišesljedeće:

14 1. DAROVITOST

trebale biti ispunjene za skladan emocionalni razvoj slične su potrebama
ostalih četverogodišnjaka. Da bi se osjećala sigurnom, vjerovala okruženju
i počela razvijati svoj identitet, Jennie zahtijeva sigurnu i ugodnu predvi-
divost u svakodnevnom životu. Ona takoder treba jednostavnu i čvrstu
vjeru u sposobnosti i pouzdanost svojih roditelja. Medutim, ispunjenje tih
emocionalnih potreba četverogodišnjaka komplicira njezina natprosječna
sposobnost apstraktnog razmišljanja. Njezina nutarnja potreba za logič-
kom usaglašenosti ostavlja je emocionalno nesposobnom da prihvati ono
što se suprotstavlja logici. Djeca uistinu umiru. Mama i tata nisu svemo-
gući i sveznajući. Za Jennie, i za drugu darovitu djecu poput nje, svijet
prijeti da se razvije u nepredvidiv i uznemirujući kaos.

� � �

Da bismo pomogli djeci poput Grega ili Jennie, moramo istraživati
njihove unutarnje svjetove — unutarnje iskustvo i realnost darovitih. Očito,
se ne možemo nadati da ćemo razumjeti prirodu darovitosti bez razumi-
jevanja tih unutarnjih svjetova. Začudo, do sada su definicije darovitosti
i istraživanja temeljena na tim definicijama vrlo malo radila na tome da
se realnost pokaže onakvom kakva se vidi očima darovitog pojedinca� � �
Neki istraživači započeli su istraživanja darovitosti iz nutarnje perspektive.
Ta istraživanja uglavnom se bave emocionalnim životom darovitih.

Ono što su Greg i Jennie pokazali kao odgovor na problem s kojim
su se suočili jest intenzitet emocija. Oboje pokazuju jaku potrebu da istinu
o svojoj situaciji prenesu drugima. To se kod Jennie manifestira kao jaka
potreba �puna straha� da njezina majka prihvati ograničenja u onome što
smije obećati o dugovječnosti. Kod Grega se to manifestira kao frustracija
kad se zaključak koji mu majka nudi ne podudara s onim za što on zna da
je istina. To se takoder manifestira i jačinom želje da sam napiše vlastito
videnje dogadaja.

� � �

Praktične implikacije pogleda iznutra

Pogled iznutra omogućuje nam da ugledamo trodimenzionalno daro-
vito dijete, u usporedbi s “dvodimenzionalnom” darovitošću koju registri-
ramo preko njihovih dostignuća.� � �

Dakle, dopustimo Gregu da zapiše svoja zapažanja, jer je to najbolji
način da nam ih on prenese. Pritom ne smijemo biti nestrpljivi zbog detalja
za koje on inzistira da ih mora navesti. Gregu treba, dakako, pomoći da
shvati da drugi ne doživljavaju dogadaje s toliko jasnoća u detaljima niti
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sebe ne presijeca. Poznato je da postoji točno 100 gradova iz kojih izlazi
točno jedna cesta. Dokaži da je moguće načiniti 50 novih cesta tako da je
nakon toga, čak i ako je bilo koja cesta zatvorena, uvijek moguće stići iz
bilo kojeg grada do bilo kojeg drugog.

10.5. Polinom P�x� � x3 � ax2 � bx � c ima tri različita realna
korijena, a polinom P�Q�x��, gdje je Q�x� � x2 � x � 2001, nema realnih
korijena. Dokaži da je P�2001� � 1

64 .

10.6. Središta bilo kojih dvaju polja magičnog kvadrata n�n, sastav-
ljenog od brojeva 1� 2� � � � � n2, povezana su vektorom u smjeru od većeg
broja do manjeg. Dokaži da je zbroj dobivenih vektora jednak nuli. �Kva-
drat se naziva magičnim ako je zbroj brojeva u svakom njegovom retku i
svakom stupcu jednak.�

10.7. Točke A1, B1, C1 izabrane su na visinama �ali ne na njihovim
produžecima� šiljastokutnog trokuta ABC, različite od ortocentra H, tako
da je zbroj površina trokuta ABC1, BCA1, CAB1 jednak površini trokuta
ABC. Dokaži da kružnica opisana trokutu A1B1C1 prolazi točkom H.

10.8. Vidi zadatak 9.8.

11. razred

11.1. Neka je S ukupna trežina neke gomile kamenja. Nazovimo po-
zitivni broj k sredinom, ako je moguće iz gomile odabrati k kamena kojima
je ukupna težina jednaka S. Koji najveći broj sredina može imati gomila
od 100 kamena?

11.2. Vidi zadatak 10.3.

11.3. Dva ograničena skupa konveksnih poligona, P1 i P2 dana su u
ravnini tako da bilo koja dva poligona iz različitih skupova imaju zajedni-
čku točku, a u svakom od dvaju skupova P1 i P2 postoji par poligona koji
se ne sijeku. Dokaži da postoji pravac koji siječe sve poligone iz obaju
skupova.

11.4. N problema ponudeno je na rješavanje sudionicima natjecanja.
Povjerenstvo je definiralo težinu problema. To je cjelobrojni iznos bodova
koje rješavači dobivaju za točan odgovor. Za netočan odgovor dodjeljuje
se 0 bodova, a svi bodovi svakog natjecatelja se zbrajaju. Kad su svi na-
tjecatelji dali odgovore, pokazalo se da povjerenstvo može tako definirati
težinu problema da se mjesta natjecatelja mogu rasporediti na svaki mogući
način.
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čitavslijedincidenataodkojihsesastojaonjihovodnoskrozprotekledvije
godine.Dogadajitogadanabilisusamo“kapkojajeprelilačašu”.

SljedećegdanaJoejetakodernapisaosvojuverzijusukoba.Onje
napisaojednostavno:“Gregmeudario,jasammuvratio,iondameon
počeomlatiti.”

Različitestvarnostikojeobilježavajudarovitost.
GregiJoesudjelovalisuuistojborbi.Ipak,Gregseboriouširem

imnogosloženijemokruženjuodJoa.Gregimaneuobičajenopamćenje
iizvanrednusposobnostdaanaliziraulogeobajudječakauvišekratnom
nizuincidenataodkojihsesastojaodvogodišnjiodnos.Joe,dijetespro-
sječnimspoznajnimmogućnostima,odživiojesvakiincidentondakadse
ondogodioizaboraviogasljedećidan.Očito,GregiJoedjelujuuvrlo
različitimiindividualnimrealnostima.���

���

ČetverogodišnjojJenniejeprijenekolikomjeseciumrodjed.Jennie
jepostavljalapitanjaosmrtiipokazalaznakoveemocionalneuznemireno-
sti.Njezinajujemajkapokušalautješitigovorećidasenemazbogčega
brinuti—ona,majkaiotacćeživjetijošdugo.Onaćenarasti,imatisvoju
djecuimajkaćepostatibakom���Jenniejeuzvratilasdrhtavimglasom:
“Alitineznaš,mamice.Čakidjecaponekadumiru.Ništasesasigurnošću
nezna���”

Većinačetverogodišnjakabinaprostoprihvatilamajčinoobjašnjenje.
Jennieje,medutim,baškaoiGreg,iznimnodarovita.

Posljedično,njezinologičkoiapstraktnorazmišljanjepopriličnonad-
mašujeonovećinečetverogodišnjaka.Onazanjustvararealnostkojaje
složenijaiopasnijaodoneskojomsesusrećunjezinivršnjaci.Kaovećina
djeceudobiodčetirigodine,onabitrebalavjerovatisvojojmajcidabise
emocionalnozaštitila.Medutim,njezinenaprednesposobnostirazumije-
vanjaomogućujujojdapotpunojasnovidilogičkepogreške.Takoostaje
ranjivaunesigurnomokruženju.

Darovitostkaoasinkronirazvoj

GregiJenniepokazujunedostatakuskladenostiusvojemspoznaj-
nom,emocionalnomifizičkomrazvoju.Jenniejefizičkirazvijenapoput
prosječnogčetverogodišnjaka,doknjezinespoznajnesposobnostiprije
nalikujunadijetedvostrukostarijedobi.Emocionalnepotrebekojebi
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Zakojijeminimalnibrojnatjecateljatomogućeučiniti?

11.5.Zadanjeniz�xk�,takavdajex1�1,xn�1�nsinxn�1.
Pokažidajeonneperiodički.�Nizsenazivaperiodičkimakosenekoli-
konjegovihčlanovipočneponavljati,počevšiodnekog,nenužnoprvog,
člana.�

11.6.aibsurazličitipozitivnicijelibrojevi,takvidajeab�a�b�

djeljivosa2�ab�b2.Dokažidajeja�bj�

3pab.

11.7.Dokažidajeusvakomskupuod117medusobnorazličitihtro-
znamenkastihbrojevamogućeodabrati4medusobnodisjunktnapodskupa,
takodajezbrojbrojevausvakomodnjihjednak.

11.8.SferasasredištemuravniniosnoviceANCtetraedraSABC
prolazikrozvrhoveA,B,CisiječebridoveSA,SB,SCpodrugiputu
točkamaA1,B1,C1.RavninekojedirajusferuutočkamaA1,B1,C1sijeku
seutočkiO.DokažidajeOsredištesfereopisaneokotetraedraSA1B1C1.
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9.3. Točka K odabrana je unutar paralelograma ABCD tako da je
polovište dužine AD jednako udaljeno od točaka K i C, a polovište dužine
CD jednako udaljeno od točaka K i A. Točka N je polovište dužine BK.
Dokaži da su kutovi ��NAK i ��NCK sukladni.

9.4. Zadan je 2000-terokut. Nijedne tri njegove dijagonale ne prolaze
istom točkom. Svaka od njih je obojena jednom od 999 boja. Dokaži da
postoji trokut kojemu sve stranice leže na dijagonalama iste boje.

9.5. Juraj je složio 2001 novčić od 1, 2 ili 5 kopjejki u red. Pokazalo
se da izmedu svaka dva novčića od 1 kopjejke leži još jedan novčić, izme-
du svaka dva novčića od 2 kopjejke nalaze se barem dva druga novčića i
izmedu svaka dva novčića od 5 kopjejki nalazi se barem tri druga novčića.
Koliko novčića od 5 kopjejki Juraj može imati?

9.6. U društvu se nalazi 2n � 1 čovjek. U svakoj grupi od n ljudi
postoji osoba van te grupe koja ih sve poznaje. Pokaži da u tom društvu
postoji osoba koja poznaje sve druge osobe.

9.7. Točka N uzeta je na duljoj stranici AC trokuta ABC. Iz polovišta
dužina AN i NC podignute su okomice na te dužine, koje sijeku stranice
AB i BC redom u točkama K i M. Dokaži da središte O opisane kružnice
trokuta ABC leži na kružnici opisanoj oko trokuta KBM.

9.8. Odredi sve neparne prirodne brojeve n �n � 1� takve da je za sve
proste djelitelje a i b broja n, broj a � b� 1 takoder djelitelj od n.

10. razred

10.1. Vidi Zadatak 9.1.

10.2. 100 skupova, A1� A2� � � � � A100 odabrano je na pravcu. Svaki od
njih unija je 100 segmenata koji su medusobno disjunktni. Dokaži da je
presjek skupova A1� A2� � � � � A100 unija od ne više od 9901 segmenta koji
su medusobno disjunktni. �Točka se smatra segmentom.�

10.3. Dvije kružnice diraju se iznutra u točki N. Tangenta na unutar-
nju kružnicu povučena u točki K siječe vanjski krug u točkama A i B. Neka
je M polovište luka AB, koji ne sadrži točku N. Dokaži da polumjer kruž-
nice opisane oko trokuta BMK ne ovisi o izabranoj točki K na unutarnjoj
kružnici.

10.4. U nekoj zemlji gradovi su povezani cestama u parovima, tako
da postoji točno jedna cesta izmedu bilo kojih dvaju gradova, koja samu
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im pridaju toliko emocionalnog naboja i važnosti, pogotovo djeca njegove
dobi. To ne smije biti preneseno kao njegov nedostatak, poput “preosje-
tljivosti” ili tendencije da se “sitničari”. Naprotiv, moramo mu potvrditi
ispravnost njegovog videnja realnosti i zatim mu pomoći da izgradi mo-
stove prema drugoj djeci. Možemo zajedno s Gregom razmišljati što on
može učiniti drukčije u različitim stadijima nekog odnosa kako on ne bi
eskalirao do točke kad se problemi rješavaju kroz svadu ili tuču.

Kod Jennie moramo zadovoljiti njezine napredne spoznajne mogućno-
sti, a da ne poremetimo njezine emocionalne potrebe četverogodišnjakinje,
što nije jednostavan zadatak. U prikazanom scenariju majka joj može na-
glasiti da su svi drugi u njihovoj obitelji zdravi, da redovito odlaze na
pregled kod doktora da bi bili sigurni u svoje zdravlje, dakle, malena je
vjerojatnost da će netko od njih umrijeti u skoroj budućnosti. Takoder, oni
paze na održavanje svog automobila, vežu sigurnosne pojaseve za vrijeme
vožnje i na druge se načine brinu da spriječe nesreće. Čak i tad, dakako,
kao što i Jennie sama osjeća “Nitko sa sigurnošću ne zna...” U tom slučaju,
majka joj može prenijeti svoje uvjerenje da će sve biti u redu. Kad je
Jennie u pitanju, to uvjerenje mora uslijediti tako što će se njezina pitanja
uzeti vrlo ozbiljno, potvrdujući čak i mogućnost nepredvidive smrti. Inače,
njezina joj logika neće omogućiti da prihvati ponudenu sigurnost.

1.2. Definicije darovitosti

U ovom poglavlju navest ćemo neka razmišljanja i ideje o darovitosti,
prema preglednom članku �8�.

Prema tradicionalnom shvaćanju inteligencija je sposobnost pojedin-
ca koja povećava njegova dostignuća u praktički svim područjima. Ona se
takoder shvaća kao osobina koja se vremenom ne mijenja.

Novija istraživanja polako mijenjaju takvu predodžbu. Robert Stern-
berg razvija “trostupanjsku” teoriju inteligencije �9�; “compotential” inte-
ligencija sastoji se od mentalnih mehanizama procesuiranja informacija,
“experimental” inteligencija funkcionira u suočavanju s novim zadacima
ili situacijama i odražava sposobnost gotovo automatskog korištenja men-
talnih procesa, “contextual” inteligencija je sposobnost prilagodbe, odabira
i mijenjanja okoline.

Teorija Howarda Gardnera o višestrukoj inteligenciji mnogo je šire po-
znata medu nastavnicima, možda zato što ona odražava ono što i učitelj već
zna o svojim učenicima: postoji više načina da se bude “bistar”. Gardner
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11.4. U zemlji postoje 64 grada. Položaj svakog grada odreduje se
duljinom i širinom u cijelom broju stupnjeva, od 1 do 8. Dva su grada po-
vezana obostranom zračnom vezom ako i samo ako imaju identične duljine
a širina im se razlikuje za 1�, ili ako imaju identične širine, a duljine im se
razlikuju za 1� Koji se najveći broj letova može opozvati tako da se iz bilo
kojeg grada u bilo koji drugi grad može stići s ne više od 14 letova?

11.5. Poznato je da za brojeve a, b, c vrijedi ova dvostruka nejedna-
kost:

a2

a � b

�

b2

b � c

�

c2

c � a

�

c2

a � b

�

a2

b � c

�

b2

c � a

�

b2

a � b

�

c2

b � c

�

a2

c � a

�

Dokaži da je a � b � c.

11.6. U decimalnom prikazu razlomka 1�p �p � 5 je prost broj� izb-
risana je 2000-ta znamenka. Tako je dobiven decimalni prikaz neskrativog
razlomka a�b. Dokaži da je b djeljiv s p.

11.7. Konveksni poligon P1 sadrži konveksni poligon P12. Dokaži

da će pri homotetiji sa središtem u nekoj točki x � P2 i faktorom k � �1
2

i barem jedan vrh od P2 ostati unutar P1.

11.8. Neka je O bilo koja točka na bazi ABC trokutaste piramide
SABC, u kojoj su svi ravninski kutovi pri vrhu S veći od 60�. Dokaži da je
barem jedan od kutova ��SAO, ��SBO, ��SCO manji od 60�.

15.2. Peti krug 2001.

9. razred

9.1. Brojevi od 1 do 999 999 podijeljeni su u dvije skupine. U prvu
su stavljeni svi brojevi takvi da je potpuni kvadrat najbliži broju kvadrat
neparnog broja, u drugu brojevi kojima je najbliži kvadrat parnog broja. U
kojoj je skupini zbroj brojeva veći?

9.2. Dva polinoma P�x� � x4�ax3�bx2�cx�d i Q�x� � x2�px�q
poprimaju negativne vrijednosti na nekom intervalu I duljine veće od 2, a
van tog intervala su nenegativni. Dokaži da postoji točka x 0 takva da je
P�x0� � Q�x0�.
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je identificirao osam različitih tipova inteligencije: logičko-matematička,
lingvistička, vizualno-prostorna, tjelesno-kinestetička, muzička, unutar-
osobena, izvanosobena i prirodnousmjerena.

Škole se uglavnom koncentriraju oko izazova logičko-matematičke i
lingvističke inteligencije. Tradicionalni IQ testovi i većina ostalih standar-
diziranih testova gotovo isključivo mjere ta dva tipa inteligencije.

Joseph S. Renzulli, istraživač i direktor u National Research Center
on the Gifted and Talented, razvio je “troprstenu” definiciju nadarenosti,
koja se sastoji od iznadprosječnih sposobnosti, kreativnosti i motivacije sa
željom za postizanjem ciljeva. Dok neki učenici pokazuju takvo ponaša-
nje konstantno i u svim područjima, drugi učenici će ih iskazati samo u
pojedinim aktivnostima i područjima interesa. Renzulli sugerira da je naj-
djelotvorniji pristup podučavanju iznadprosječnih učenika taj da nastavnik
odabere sadržaj i način poduke u skladu s učenikovim potrebama.

Kako je koncept inteligencije postajao sve više nejasan, tako se i
koncept darovitosti takoder razvijao. Ako inteligencija nije jednoznačno
odredena sposobnost, ne može biti niti jedinstvene definicije darovitosti.
Škole se moraju više usredotočiti na identificiranje sposobnosti i područja
u kojima je učenik jak, radije nego da svim učenicima pridijeli isti nivo
sposobnosti.

Matematička darovitost

Mi ćemo se posebno ograničiti na matematičku darovitost.
Matematika je po mnogočemu u privilegiranom položaju u odnosu

na ostale znanosti. Zbog svoje logičke strukture i aparata kojim se služi,
ona predstavlja izuzetno plodan medij za privlačenje darovitih učenika u
najmladem uzrastu, koji bi svoju darovitost inače mogli usmjeriti i prema
nekom drugom području.

Matematički ceh morao bi znati iskoristiti tu prednost i zadržati in-
teres darovitih prema matematici za vrijeme čitavog njihovog školovanja.
To ne znači da svi učenici nadareni za matematiku moraju nužno postići
karijere kao matematičari, jer to ne bi bilo dobro niti za matematiku niti
za cjelokupno društvo. Medutim, nedostatak dobrog matematičkog ob-
razovanja često je uzrok nemogućnosti profesionalnog napredovanja i u
mnogim drugim područjima.

Kako se prepoznaje darovitost? O tome u svom članku �C. Greenes,
1981� piše sljedeće:
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trebalebitiispunjenezaskladanemocionalnirazvojsličnesupotrebama
ostalihčetverogodišnjaka.Dabiseosjećalasigurnom,vjerovalaokruženju
ipočelarazvijatisvojidentitet,Jenniezahtijevasigurnuiugodnupredvi-
divostusvakodnevnomživotu.Onatakodertrebajednostavnuičvrstu
vjeruusposobnostiipouzdanostsvojihroditelja.Medutim,ispunjenjetih
emocionalnihpotrebačetverogodišnjakakompliciranjezinanatprosječna
sposobnostapstraktnograzmišljanja.Njezinanutarnjapotrebazalogič-
komusaglašenostiostavljajeemocionalnonesposobnomdaprihvationo
štosesuprotstavljalogici.Djecauistinuumiru.Mamaitatanisusvemo-
gućiisveznajući.ZaJennie,izadrugudarovitudjecupoputnje,svijet
prijetidaserazvijeunepredvidiviuznemirujućikaos.

���

DabismopomoglidjecipoputGregailiJennie,moramoistraživati
njihoveunutarnjesvjetove—unutarnjeiskustvoirealnostdarovitih.Očito,
senemožemonadatidaćemorazumjetiprirodudarovitostibezrazumi-
jevanjatihunutarnjihsvjetova.Začudo,dosadasudefinicijedarovitosti
iistraživanjatemeljenanatimdefinicijamavrlomaloradilanatomeda
serealnostpokažeonakvomkakvasevidiočimadarovitogpojedinca���
Nekiistraživačizapočelisuistraživanjadarovitostiiznutarnjeperspektive.
Taistraživanjauglavnomsebaveemocionalnimživotomdarovitih.

OnoštosuGregiJenniepokazalikaoodgovornaproblemskojim
susesuočilijestintenzitetemocija.Obojepokazujujakupotrebudaistinu
osvojojsituacijiprenesudrugima.TosekodJenniemanifestirakaojaka
potreba�punastraha�danjezinamajkaprihvatiograničenjauonomešto
smijeobećatiodugovječnosti.KodGregasetomanifestirakaofrustracija
kadsezaključakkojimumajkanudinepodudarasonimzaštoonznada
jeistina.Tosetakodermanifestiraijačinomželjedasamnapiševlastito
videnjedogadaja.

���

Praktičneimplikacijepogledaiznutra

Poglediznutraomogućujenamdaugledamotrodimenzionalnodaro-
vitodijete,uusporedbis“dvodimenzionalnom”darovitošćukojuregistri-
ramoprekonjihovihdostignuća.���

Dakle,dopustimoGregudazapišesvojazapažanja,jerjetonajbolji
načindanamihonprenese.Pritomnesmijemobitinestrpljivizbogdetalja
zakojeoninzistiradaihmoranavesti.Gregutreba,dakako,pomoćida
shvatidadruginedoživljavajudogadajestolikojasnoćaudetaljimaniti
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sebenepresijeca.Poznatojedapostojitočno100gradovaizkojihizlazi
točnojednacesta.Dokažidajemogućenačiniti50novihcestatakodaje
nakontoga,čakiakojebilokojacestazatvorena,uvijekmogućestićiiz
bilokojeggradadobilokojegdrugog.

10.5.PolinomP�x��x3�ax2�bx�cimatrirazličitarealna
korijena,apolinomP�Q�x��,gdjejeQ�x��x2�x�2001,nemarealnih
korijena.DokažidajeP�2001��1

64.

10.6.Središtabilokojihdvajupoljamagičnogkvadratan�n,sastav-
ljenogodbrojeva1�2�����n2,povezanasuvektoromusmjeruodvećeg
brojadomanjeg.Dokažidajezbrojdobivenihvektorajednaknuli.�Kva-
dratsenazivamagičnimakojezbrojbrojevausvakomnjegovomretkui
svakomstupcujednak.�

10.7.TočkeA1,B1,C1izabranesunavisinama�alinenanjihovim
produžecima�šiljastokutnogtrokutaABC,različiteodortocentraH,tako
dajezbrojpovršinatrokutaABC1,BCA1,CAB1jednakpovršinitrokuta
ABC.DokažidakružnicaopisanatrokutuA1B1C1prolazitočkomH.

10.8.Vidizadatak9.8.

11.razred

11.1.NekajeSukupnatrežinanekegomilekamenja.Nazovimopo-
zitivnibrojksredinom,akojemogućeizgomileodabratikkamenakojima
jeukupnatežinajednakaS.Kojinajvećibrojsredinamožeimatigomila
od100kamena?

11.2.Vidizadatak10.3.

11.3.Dvaograničenaskupakonveksnihpoligona,P1iP2danasuu
ravninitakodabilokojadvapoligonaizrazličitihskupovaimajuzajedni-
čkutočku,ausvakomoddvajuskupovaP1iP2postojiparpoligonakoji
senesijeku.Dokažidapostojipravackojisiječesvepoligoneizobaju
skupova.

11.4.Nproblemaponudenojenarješavanjesudionicimanatjecanja.
Povjerenstvojedefiniralotežinuproblema.Tojecjelobrojniiznosbodova
kojerješavačidobivajuzatočanodgovor.Zanetočanodgovordodjeljuje
se0bodova,asvibodovisvakognatjecateljasezbrajaju.Kadsusvina-
tjecateljidaliodgovore,pokazalosedapovjerenstvomožetakodefinirati
težinuproblemadasemjestanatjecateljamogurasporeditinasvakimogući
način.
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“Daroviti učenici razlikuju se od ostatka grupe prema sljedećim spo-
sobnostima:

� lakoća formulacije problema;

� hitrost uma;

� prilagodljivost u rukovanju podacima;

� sposobnost organizacije podataka;

� originalnost u interpretaciji;

� sposobnost prenošenja ideja;

� sposobnost poopćavanja.”
Na ovoj listi karakteristika nije navedena “vještina u računanju”, no

na nižim nivoima ona se uobičajeno koristi kao kriterij za odredivanje
potencijalno darovitih učenika.

Holton & Gaffney, �1994�; Miller, �1990� navode sljedeće značajke
rane nadarenosti za matematiku:

� neuobičajeno zanimanje za brojeve i matematičke sadržaje;

� sposobnost razumijevanja i brze primjene novih ideja;

� sposobnost uočavanja obrazaca i apstraktnog razmišljanja;

� korištenje različitih nestandardnih postupaka;
� sposobnost prenošenja matematičkih postupaka u neuobičajene situ-

acije;

� korištenje analitičkih, deduktivnih i induktivnih metoda zaključivanja;

� upornost u rješavanju teških i složenih problema.

1.3. Brzina i dubina napredovanja unutar
školskog sustava

Kojom brzinom daroviti učenik može napredovati u usvajanju progra-
ma? Iskustvo pokazuje da daroviti učenici vrlo često usvajaju matematičke
pojmove i tehnike predvidene tek za stariji uzrast.

Teško je utvrditi poželjnu brzinu napredovanja darovitog pojedinca,
jer je njegov napredak individualni proces. Nastavnik bi uvijek trebao
preferirati ulaženje u dubinu pojedinog pojma u odnosu na prelaženje na
novo gradivo, pogotovo ako je ono sadržaj budućeg redovnog obrazovanja.

U literaturi se može pronaći brzina očekivanog napretka darovitog
učenika. U nastavku ćemo dati jedan takav prikaz koji je izraden za po-
trebe američkog školstva. Treba imati u vidu da je raspored pojedinih
tema ipak vezan uz standardni školski program, i u tom ga kontekstu treba
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brojeva. Dokaži da su vrijednosti trinoma u svim cjelobrojnim točkama
potpuni kvadrati.

10.2. Pod veličinom broja n2 nazivamo najveći broj dijelova �dio se
sastoji od nekoliko uzastopnih znamenaka� na koje se mantisa može raz-
biti, tako da je svaki dio kvadrat prirodnog broja �možda s nekoliko nula
na početku broja�. Postoji li kvadrat veličine veće od 2000?

10.3. Pravac l presijeca dužinu AB u unutarnjoj točki D. Odredi na l
sve točke X takve da vrijedi ��AXD���XAD � ��BXD���XBD. �Razlika
kutova može biti negativna.�

10.4. 2001 pravac povučen je u ravnini tako da nijedna dva pravca
nisu paralelna, niti neka tri prolaze kroz istu točku. Ti pravci dijele ravni-
nu na dijelove. Koji se najmanji broj dijelova koji su kutovi može dobiti
ovakvom podjelom?

10.5. Pet brojeva, od kojih je jedan 2000, napisano je na ploči. Doz-
voljeno je izbrisati svaki broj i umjesto njega napisati broj a � b� c, gdje
su a, b i c bilo koja tri od preostalih četiriju brojeva. Je li moguće pomoću
tih operacija dobiti pet brojeva od kojih će svi biti jednaki 2000?

10.6. Neka je O središte opisane kružnice trokuta ABC. Kružnica
kroz točke A i C dira AO i CO.Dokaži da su druge točke u kojoj pravci BA
i BC sijeku tu kružnicu krajevi njezinih promjera.

10.7. Neka su a, b, c duljine stranica trokuta. Dokaži nejednakost

a4 � b4 � c4 � abc�a � b � c� � 2�a2b2 � a2c2 � b2c2��

10.8. Odredi sve prirodne brojeve koji se na jedinstven način mogu

prikazati u obliku
x2 � y
xy � 1

, gdje su x i y pozitivni cijeli brojevi.

11. razred

11.1. Sinusi kutova u trokutu su racionalni. Dokaži da su njihovi
kosinusi takoder racionalni.

11.2. Kružnice s1 i s2 sa središtima O1 i O2 sijeku se u točkama A i
B. Neka je M po volji odabrana točka kružnice s1. MA siječe s2 u točki P,
a MB siječe s2 u točki Q. Ako je četverokut AO1BO2 tetivni, dokaži da se
AQ i BP sijeku na s1.

11.3. Postoji li polinom P�x� stupnja 2001 takav da je P�x2 � 1�

djeljiv s P�x�?
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15.1.Trećikrug2001.

8.razred

8.1.Prirodnibrojzovesepalindromakoseonjednakopišeslijevai
zdesna.Pronadisveprostebrojeve–palindromekojiudecimalnomprikazu
sadržeparanbrojznamenki.

8.2.Zadanjekutod60�ialatzacrtanjekojijeumogućnostipovući
pravackrozdvijetočkeiokomicunabilokojizadanipravackrozzadanu
točku.Pomoćutogalatapodijelizadanikutnapola.

8.3.Petarjezapisao10brojeva�nenužnorazličitih�,azatimizraču-
naosvemogućezbrojevebilokojihdevetbrojevaodzapisanih10.Dobio
jebrojeve92,93,���,100�sumekojeseponavljajuonjepriopćiosamo
jednom�.KojejebrojevePetarzapisao?

8.4.Nekazemljaimangradova,aizsvakoggradadodrugihide
najmanjekputova�svakiputpovezujetočnodvagradaisvakadvagrada
povezanasusnajvišejednimputom�.Tajezemljapodijeljenanamdije-
lova,takodausvakomdijelubilokojadvagradanisupovezananikakvim

putom.Dokažidajem�
n

n�k
.

8.5.Figuriceobojenetrimabojamaposloženesunapoljan�nploče
�n�1�.Pokazalosedajesvakafiguricasusjednasfiguricamaobiju
preostalihboja.Dokažidanekeistobojnefiguricestojejednauzdrugu�tj.
nalazeseupoljimasazajedničkomstranicom�.

8.6.Postojeliznamenkea,b,crazličiteodnuleirazličitemedu
sobomtakvedacdijeliab,adijelibcibdijelica?�mnpredstavlja
dvoznamenkastibrojsaznamenkamamin�

8.7.TočkaOsredištejekrugaupisanogučetverokutABCDAkosu
opsezitrokutaAOB,BOC,CODjednaki,dokažidajetadaABCDromb.

8.8.Puzatrksepomičepostranamakockeprelazivšiodjednogdo
drugogvrhailipobridukockeilipodijagonalijednenjezinestrane.Odredi
najduljiputodjednogvrhakockedonjemunasuprotnog�najudaljenijeg�
vrhakojepuzatrkmožeprijeći,alitakodamuseputnesmijepresijecati,
nitismijekroznekivrhproćidvaput.
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�zapisati,interpretiratiirješavatiriječimazadaneproblemekojiuklju-
čujutemeljneoperacijescijelimbrojevima,razlomcimaidecimalnim
brojevima;

�identificirati,poredati,zaokružitiiusporediticijelebrojeve,razlomke
idecimalnebrojeve;

�prikupljatiianaliziratipodatkekoristećimatematičkijezikzapriop-
ćavanjezaključakaiopravdanjeteorija;

�računatiduljinu,površinuiobujamuobičajenihgeomertrijskihoblika;
�primjenjivatiU.S.sustav,metričkisustavimjernetehnikeuproble-

mimarealnogživota;
�interpretiratiinačinitidijagrame,tabliceigrafove;
�prevoditidecimaleirazlomkeupostotke;

dokrajapetograzreda:
�pokazatirazumijevanjezacijelebrojeve,razlomke,decimalnebrojeve

ipostotkekoristećimodele,transformacijeitehnologiju;
�koristitimodeledailustrirarazumjevanjeikorištenjenačinamjerenja,

diskutirajućiopravdanosttihnačinaustvarnomživotu;
�koristitikonkretnemetodepoputcrtanjagrafovaikoristitialgebarska

svojstvaurješavanjujednostavnihjednadžbiinejednadžbi;
�razvijatismisaozaprostoridentificirajući,opisujući,usporedujućii

klasificirajućigeometrijskefiguredabiseopisalevezeiriješilipro-
blemi;

�koristitistatistikuivjerojatnostdabiseistražilesvakodnevnepojave
ustvarnomsvijetu,upotrebljavajućigrafoveindijagramedabise
utvrdilapredvidanja;

dokrajašestograzreda:
�razvitirazumijevanjeodnosaizmeducijelih,racionalnihirealnihbro-

jeva,koristećimodeleitransformacije;
�koristitiirazvijatisposobnostnužnuzarješavanjesloženijihjednadžbi

inejednakosti;
�primjenjivatialgebarskekoncepteurješavanjuproblemaspostocima;
�razvijatiprostornismisaoidentificirajući,usporedujućiikonstruira-

jućigeometrijskelikovekoristećiformulezaopisivanjevezaiza
rješavanjeproblema;

�koristitialgebarskekoncepteuanaliziranjufunkcijskihvezairješa-
vanjurazličitihproblemarealnogsvijeta,uključujućitablice,grafove,
jednadžbeinejednakosti;
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15.
NatjecanjauRusiji

SvevezanouzmatematikuuRusijimožesevezatiuzepitetogro-
mno.Zemljajevelika,stanovništvomnogobrojno,matematikadaleko
ispredmnogočegadrugog.Matematičarisuuvijekbiliskromniposvojim
potrebama—idealniuvjetizazemljupoputRusije.

Uorganizacijumatematičkihnatjecanjabilisuuključeninajpoznatiji
ruskimatematičari.DugogodinanačelunatjecanjabiojeA.N.Kolmo-
gorov.Togovoriovažnostikojusunatjecanjimapridavalitakoeminentni
matematičari.

Sveruskematematičkeolimijade—natjecanjanasaveznomnivou
bivšegSSSR-akolekcijasunajboljegštopostojiusegmentusrednjoškol-
skihmatematičkihnatjecanja.

Raspadombivšedržavesituacijasenijemnogopromijenila.Mate-
matikase�jošuvijek�nije“pokvarila”.

Ovdjećemodatizadatkesnatjecanjaiztrećegkrugaiposljednjeg
petogkrugaizgodine2001.NatjecanjesejošuvijekzoveSverusko.

Osimovognatjecanjapostojiimnogodrugih.Zainteresiranimogu
naInternetupronaćibrdomaterijalasrazličitihregionalnih,gradskihi
medugradskihnatjecanjauRusiji.

Usljedećempopisuzadatakapravimoiznimkuiuključujemozadat-
kezaučenikeosmograzreda.Razlogzatojeprozaičan:srednjoškolsko
školovanjeuRusijizavršavas11.razredom!Kakobitekglasilizadaciza
12.razred?
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�utvrditivezuizmedujednadžbiigrafaukoordinatnomsustavu;

�koristitistatistikuivjerojatnostdabisenapravilapredvidanjaosva-
kodnevnimpojavama,korištenjemgrafovaidijagramauodredivanju
tihpredvidanja;

�koristitiznanstvenoračunalourješavanjujednadžbi;

dokrajasedmograzreda:

�riješitijednadžbeinejednadžbekojeuključujuzbrajanje,množenjei
dijeljenjekoristećisvojstva,geometrijskiprikaz,inverze,recipročne
vrijednosti,odnose,cijelebrojeveifaktorijele;

�zapisati,usporediti,riješitiinacrtatilinearneveze,jednadžbeinejed-
nadžbe;

�koristitisvojstvanagibaistandardnioblikjednadžbedabiseinter-
pretiralevezeizmedulinearnejednadžbeinjezinoggrafa;

�zapisati,usporediti,riješitiinacrtatigrafkvadratnejednadžbe,inter-
pretiratiodnosizmedukvadratnejednadžbeinjezinoggrafa;

dokrajaosmograzreda:

�napisatieksplicitneformulezaaritmetičkiigeometrijskiniz,kaoi
odreditičlanoveniza;

�grafičkiinterpretiratilinearneikvadratnefunkcije;

�riješitisustavjednadžbirazličitimmetodamapoputsubstitucije,gra-
fičkogrješavanja,metodesuprotnihpredznaka;

�koristitialgebarskikonceptimatriceuzapisivanjutransformacija;

�rješavatialgebarskeprobleme,uključujućipotencijein-tekorijene

�pozitivneinegativne�;

�koristitiirazvijativještinenužnezaanaliziranjelogaritamskihfunk-
cija;

�korištitikvadratnievezeujednadžbamaigrafičkomprikazu;

�analiziratigeometrijskiiaritmetičkired.

���

Štoćesedaljedogadati?
Učenikuistinudarovitzamatematikupremašitćesvognastavnika

negdjekrajemdrugograzredasrednješkoleusposobnostiapstrakcije,ge-
neralizacije,rješavanjaiznimnoteškihproblema.Dakako,nastavnikjeu
prednostizbogsvogukupnogznanja,pregledacjelokupnogmatematičkog
područjaiiskustvakojejestekao.Skladanodnosnastavnikaiučenika
morapriznatitečinjenice.
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promatrati. Od darovitog učenika primarno se očekuje primarno veća du-
bina razumijevanja i veća sposobnost samostalne interpretacije dobivenih
rezultata. Ipak, popis koji slijedi može poslužiti svima koji se o tome brinu,
da vide koje teme smatraju važnima njihove kolege s druge strane oceana.

� � �
Darovit učenik bit će sposoban:

do kraja drugog razreda:
� čitati, pisati i razumjeti cijele brojeve i mjesne vrijednosti znamenki

do jednog milijuna;
� zbrajati, oduzimati, množiti i dijeliti cijele brojeve do tisuću;
� zbrajati i oduzimati razlomke jednakih nazivnika;
� rješavati riječima zadane probleme koji koriste osnovne operacije s

cijelim brojevima;
� procjenjivati i mjeriti veličine koristeći U.S. sustav jedinica;
� koristiti matematički jezik da bi prenio zaključke načinjene analizom

podataka;
� identificirati i klasificirati osobitosti geometrijskih oblika;

do kraja trećeg razreda:
� čitati, pisati i razumjeti brojeve do jedne milijarde;
� zbrajati, oduzimati i množiti brojeve do jednog milijuna;
� zbrajati, oduzimati i dijeliti razlomke nejednakih nazivnika;
� uspostaviti matematičku vezu izmedu razlomaka i decimalnog zapisa;
� rješavati riječima zadane probleme koji uključuju temeljne operacije

s cijelim brojevima i razlomke;
� procijeniti i opravdati rješenje problema koji iziskuju osjećaj za bro-

jeve;
� prikupljati i analizirati podatke koristeći matematički jezik;
� usporediti i opravdati karakteristike geometrijskih oblika;
� primijeniti rješavanje problema u situacije iz stvarnog života;
� interpretirati dijagrame, tablice i grafove;
� primijeniti formule na kvadrat, pravokutnik, trokut i krug;

do kraja četvrtog razreda:
� vršiti operacije s cijelim brojevima, decimalnim brojevima i razlom-

cima;
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9. razred

9.1. Trinom p�x� � ax2 � bx � c, a �� 0 napisan je na ploči. Zatim
se taj trinom zamijeni trinomom 1

2 �p�x � 1� � p�x � 1��. Dokaži da će se
kroz nekoliko takvih zamjena dobiti trinom koji nema realnih nul točaka.

9.2. Točke M i N odabrane su na stranama AB i AC trokuta ABC
tako da je BM � MN � NC. Ako su dužine MM1 i NN1 simetrale kutova
trokuta AMN, dokaži da je M1N1 k BC.

9.3. Zadano je 10 različitih brojeva. Od 45 zbrojeva od po dvaju od
tih brojeva, pokazalo se da je 40 cjelobrojnih. Dokaži da je preostalih pet
zbrojeva takoder cjelobrojno.

9.4. U nekoj zemlji u svaki se grad dolazi najmanje jednom cestom
�svaka cesta povezuje točno dva grada�. Grad ćemo nazvati naseljem, ako
do njega dolazi točno jedna cesta. U zemlji je nemoguće otići iz svakoga
grada i vratiti se u nj putujući po cikličkom putu.

Gradovi u zemlji podijeljeni su u dvije skupine, tako da bilo koja dva
grada u prvoj skupini nisu povezana cestom. Ako broj gradova u prvoj
skupini nije manji nego u drugoj, dokaži da u prvoj skupini onda postoje
naselja.

9.5. Može li broj koji se piše samo znamenkama 2 i 0 biti cijeli broj
koji je potencija cijelog broja s eksponentom većim od 1?

9.6. Postoje li neparni brojevi x, y, z takvi da su xy �1, yz�1, zx �1
kvadrati cijelih brojeva?

9.7. Četverokut ABCD upisan je u kružnicu k. Produljenja nasu-
protnih strana četverokuta sijeku se u točkama K i N. Dokaži da kružnica
opisana trokutu AKN dira kružnicu k onda i samo onda kad kružnica opi-
sana trokutu CKN dira kružnicu k.

9.8. Vrhovi trokuta leže u čvorovima cjelobrojne rešetke, tako da to-
čno jedan čvor leži unutar trokuta. Koji je najveći broj čvorova koji mogu
ležati na stranicama trokuta �uključujući vrhove trokuta�?

10. razred

10.1. Vrijednosti kvadratnog trinoma y � x2 � ax � b u dvama uza-
stopnim cijelim brojevima kvadrati su dvaju uzastopnih pozitivnih cijelih
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“Darovitiučenicirazlikujuseodostatkagrupepremasljedećimspo-
sobnostima:

�lakoćaformulacijeproblema;

�hitrostuma;

�prilagodljivosturukovanjupodacima;

�sposobnostorganizacijepodataka;

�originalnostuinterpretaciji;

�sposobnostprenošenjaideja;

�sposobnostpoopćavanja.”
Naovojlistikarakteristikanijenavedena“vještinauračunanju”,no

nanižimnivoimaonaseuobičajenokoristikaokriterijzaodredivanje
potencijalnodarovitihučenika.

Holton&Gaffney,�1994�;Miller,�1990�navodesljedećeznačajke
ranenadarenostizamatematiku:

�neuobičajenozanimanjezabrojeveimatematičkesadržaje;

�sposobnostrazumijevanjaibrzeprimjenenovihideja;

�sposobnostuočavanjaobrazacaiapstraktnograzmišljanja;

�korištenjerazličitihnestandardnihpostupaka;

�sposobnostprenošenjamatematičkihpostupakauneuobičajenesitu-
acije;

�korištenjeanalitičkih,deduktivnihiinduktivnihmetodazaključivanja;

�upornosturješavanjuteškihisloženihproblema.

1.3.Brzinaidubinanapredovanjaunutar
školskogsustava

Kojombrzinomdarovitiučenikmoženapredovatiuusvajanjuprogra-
ma?Iskustvopokazujedadarovitiučenicivrločestousvajajumatematičke
pojmoveitehnikepredvidenetekzastarijiuzrast.

Teškojeutvrditipoželjnubrzinunapredovanjadarovitogpojedinca,
jerjenjegovnapredakindividualniproces.Nastavnikbiuvijektrebao
preferiratiulaženjeudubinupojedinogpojmauodnosunaprelaženjena
novogradivo,pogotovoakojeonosadržajbudućegredovnogobrazovanja.

Uliteraturisemožepronaćibrzinaočekivanognapretkadarovitog
učenika.Unastavkućemodatijedantakavprikazkojijeizradenzapo-
trebeameričkogškolstva.Trebaimatiuvidudajerasporedpojedinih
temaipakvezanuzstandardniškolskiprogram,iutomgakontekstutreba
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brojeva.Dokažidasuvrijednostitrinomausvimcjelobrojnimtočkama
potpunikvadrati.

10.2.Podveličinombrojan2nazivamonajvećibrojdijelova�diose
sastojiodnekolikouzastopnihznamenaka�nakojesemantisamožeraz-
biti,takodajesvakidiokvadratprirodnogbroja�moždasnekolikonula
napočetkubroja�.Postojilikvadratveličinevećeod2000?

10.3.PravaclpresijecadužinuABuunutarnjojtočkiD.Odredinal
svetočkeXtakvedavrijedi��AXD���XAD���BXD���XBD.�Razlika
kutovamožebitinegativna.�

10.4.2001pravacpovučenjeuravninitakodanijednadvapravca
nisuparalelna,nitinekatriprolazekrozistutočku.Tipravcidijeleravni-
nunadijelove.Kojisenajmanjibrojdijelovakojisukutovimožedobiti
ovakvompodjelom?

10.5.Petbrojeva,odkojihjejedan2000,napisanojenaploči.Doz-
voljenojeizbrisatisvakibrojiumjestonjeganapisatibroja�b�c,gdje
sua,bicbilokojatriodpreostalihčetirijubrojeva.Jelimogućepomoću
tihoperacijadobitipetbrojevaodkojihćesvibitijednaki2000?

10.6.NekajeOsredišteopisanekružnicetrokutaABC.Kružnica
kroztočkeAiCdiraAOiCO.DokažidasudrugetočkeukojojpravciBA
iBCsijekutukružnicukrajevinjezinihpromjera.

10.7.Nekasua,b,cduljinestranicatrokuta.Dokažinejednakost

a
4

�b
4

�c
4

�abc�a�b�c��2�a
2
b

2

�a
2
c

2

�b
2
c

2

��

10.8.Odredisveprirodnebrojevekojisenajedinstvennačinmogu

prikazatiuobliku
x2�y
xy�1

,gdjesuxiypozitivnicijelibrojevi.

11.razred

11.1.Sinusikutovautrokutusuracionalni.Dokažidasunjihovi
kosinusitakoderracionalni.

11.2.Kružnices1is2sasredištimaO1iO2sijekuseutočkamaAi
B.NekajeMpovoljiodabranatočkakružnices1.MAsiječes2utočkiP,
aMBsiječes2utočkiQ.AkoječetverokutAO1BO2tetivni,dokažidase
AQiBPsijekunas1.

11.3.PostojilipolinomP�x�stupnja2001takavdajeP�x2�1�

djeljivsP�x�?
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15.1. Treći krug 2001.

8. razred

8.1. Prirodni broj zove se palindrom ako se on jednako piše slijeva i
zdesna. Pronadi sve proste brojeve–palindrome koji u decimalnom prikazu
sadrže paran broj znamenki.

8.2. Zadan je kut od 60� i alat za crtanje koji je u mogućnosti povući
pravac kroz dvije točke i okomicu na bilo koji zadani pravac kroz zadanu
točku. Pomoću tog alata podijeli zadani kut na pola.

8.3. Petar je zapisao 10 brojeva �ne nužno različitih�, a zatim izraču-
nao sve moguće zbrojeve bilo kojih devet brojeva od zapisanih 10. Dobio
je brojeve 92, 93,� � � , 100 �sume koje se ponavljaju on je priopćio samo
jednom�. Koje je brojeve Petar zapisao?

8.4. Neka zemlja ima n gradova, a iz svakog grada do drugih ide
najmanje k putova �svaki put povezuje točno dva grada i svaka dva grada
povezana su s najviše jednim putom�. Ta je zemlja podijeljena na m dije-
lova, tako da u svakom dijelu bilo koja dva grada nisu povezana nikakvim

putom. Dokaži da je m �
n

n� k
.

8.5. Figurice obojene trima bojama posložene su na polja n� n ploče
�n � 1�. Pokazalo se da je svaka figurica susjedna s figuricama obiju
preostalih boja. Dokaži da neke istobojne figurice stoje jedna uz drugu �tj.
nalaze se u poljima sa zajedničkom stranicom�.

8.6. Postoje li znamenke a, b, c različite od nule i različite medu
sobom takve da c dijeli ab, a dijeli bc i b dijeli ca? �mn predstavlja
dvoznamenkasti broj sa znamenkama m i n�

8.7. Točka O središte je kruga upisanog u četverokut ABCD Ako su
opsezi trokuta AOB, BOC, COD jednaki, dokaži da je tada ABCD romb.

8.8. Puzatrk se pomiče po stranama kocke prelazivši od jednog do
drugog vrha ili po bridu kocke ili po dijagonali jedne njezine strane. Odredi
najdulji put od jednog vrha kocke do njemu nasuprotnog �najudaljenijeg�
vrha koje puzatrk može prijeći, ali tako da mu se put ne smije presijecati,
niti smije kroz neki vrh proći dvaput.
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� zapisati, interpretirati i rješavati riječima zadane probleme koji uklju-
čuju temeljne operacije s cijelim brojevima, razlomcima i decimalnim
brojevima;

� identificirati, poredati, zaokružiti i usporediti cijele brojeve, razlomke
i decimalne brojeve;

� prikupljati i analizirati podatke koristeći matematički jezik za priop-
ćavanje zaključaka i opravdanje teorija;

� računati duljinu, površinu i obujam uobičajenih geomertrijskih oblika;
� primjenjivati U. S. sustav, metrički sustav i mjerne tehnike u proble-

mima realnog života;
� interpretirati i načiniti dijagrame, tablice i grafove;
� prevoditi decimale i razlomke u postotke;

do kraja petog razreda:
� pokazati razumijevanje za cijele brojeve, razlomke, decimalne brojeve

i postotke koristeći modele, transformacije i tehnologiju;
� koristiti modele da ilustrira razumjevanje i korištenje načina mjerenja,

diskutirajući opravdanost tih načina u stvarnom životu;
� koristiti konkretne metode poput crtanja grafova i koristiti algebarska

svojstva u rješavanju jednostavnih jednadžbi i nejednadžbi;
� razvijati smisao za prostor identificirajući, opisujući, usporedujući i

klasificirajući geometrijske figure da bi se opisale veze i riješili pro-
blemi;

� koristiti statistiku i vjerojatnost da bi se istražile svakodnevne pojave
u stvarnom svijetu, upotrebljavajući grafove in dijagrame da bi se
utvrdila predvidanja;

do kraja šestog razreda:
� razviti razumijevanje odnosa izmedu cijelih, racionalnih i realnih bro-

jeva, koristeći modele i transformacije;
� koristiti i razvijati sposobnost nužnu za rješavanje složenijih jednadžbi

i nejednakosti;
� primjenjivati algebarske koncepte u rješavanju problema s postocima;
� razvijati prostorni smisao identificirajući, usporedujući i konstruira-

jući geometrijske likove koristeći formule za opisivanje veza i za
rješavanje problema;

� koristiti algebarske koncepte u analiziranju funkcijskih veza i rješa-
vanju različitih problema realnog svijeta, uključujući tablice, grafove,
jednadžbe i nejednakosti;
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15.
Natjecanja u Rusiji

Sve vezano uz matematiku u Rusiji može se vezati uz epitet ogro-
mno. Zemlja je velika, stanovništvo mnogobrojno, matematika daleko
ispred mnogočega drugog. Matematičari su uvijek bili skromni po svojim
potrebama — idealni uvjeti za zemlju poput Rusije.

U organizaciju matematičkih natjecanja bili su uključeni najpoznatiji
ruski matematičari. Dugo godina na čelu natjecanja bio je A. N. Kolmo-
gorov. To govori o važnosti koju su natjecanjima pridavali tako eminentni
matematičari.

Sveruske matematičke olimijade — natjecanja na saveznom nivou
bivšeg SSSR-a kolekcija su najboljeg što postoji u segmentu srednjoškol-
skih matematičkih natjecanja.

Raspadom bivše države situacija se nije mnogo promijenila. Mate-
matika se �još uvijek� nije “pokvarila”.

Ovdje ćemo dati zadatke s natjecanja iz trećeg kruga i posljednjeg
petog kruga iz godine 2001. Natjecanje se još uvijek zove Sverusko.

Osim ovog natjecanja postoji i mnogo drugih. Zainteresirani mogu
na Internetu pronaći brdo materijala s različitih regionalnih, gradskih i
medugradskih natjecanja u Rusiji.

U sljedećem popisu zadataka pravimo iznimku i uključujemo zadat-
ke za učenike osmog razreda. Razlog za to je prozaičan: srednjoškolsko
školovanje u Rusiji završava s 11. razredom! Kako bi tek glasili zadaci za
12. razred?
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� utvrditi vezu izmedu jednadžbi i grafa u koordinatnom sustavu;

� koristiti statistiku i vjerojatnost da bi se napravila predvidanja o sva-
kodnevnim pojavama, korištenjem grafova i dijagrama u odredivanju
tih predvidanja;

� koristiti znanstveno računalo u rješavanju jednadžbi;

do kraja sedmog razreda:

� riješiti jednadžbe i nejednadžbe koje uključuju zbrajanje, množenje i
dijeljenje koristeći svojstva, geometrijski prikaz, inverze, recipročne
vrijednosti, odnose, cijele brojeve i faktorijele;

� zapisati, usporediti, riješiti i nacrtati linearne veze, jednadžbe i nejed-
nadžbe;

� koristiti svojstva nagiba i standardni oblik jednadžbe da bi se inter-
pretirale veze izmedu linearne jednadžbe i njezinog grafa;

� zapisati, usporediti, riješiti i nacrtati graf kvadratne jednadžbe, inter-
pretirati odnos izmedu kvadratne jednadžbe i njezinog grafa;

do kraja osmog razreda:

� napisati eksplicitne formule za aritmetički i geometrijski niz, kao i
odrediti članove niza;

� grafički interpretirati linearne i kvadratne funkcije;

� riješiti sustav jednadžbi različitim metodama poput substitucije, gra-
fičkog rješavanja, metode suprotnih predznaka;

� koristiti algebarski koncept i matrice u zapisivanju transformacija;

� rješavati algebarske probleme, uključujući potencije i n -te korijene

�pozitivne i negativne�;

� koristiti i razvijati vještine nužne za analiziranje logaritamskih funk-
cija;

� korištiti kvadratnie veze u jednadžbama i grafičkom prikazu;

� analizirati geometrijski i aritmetički red.

� � �

Što će se dalje dogadati?
Učenik uistinu darovit za matematiku premašit će svog nastavnika

negdje krajem drugog razreda srednje škole u sposobnosti apstrakcije, ge-
neralizacije, rješavanja iznimno teških problema. Dakako, nastavnik je u
prednosti zbog svog ukupnog znanja, pregleda cjelokupnog matematičkog
područja i iskustva koje je stekao. Skladan odnos nastavnika i učenika
mora priznati te činjenice.
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promatrati.Oddarovitogučenikaprimarnoseočekujeprimarnovećadu-
binarazumijevanjaivećasposobnostsamostalneinterpretacijedobivenih
rezultata.Ipak,popiskojislijedimožeposlužitisvimakojiseotomebrinu,
davidekojetemesmatrajuvažnimanjihovekolegesdrugestraneoceana.

���
Darovitučenikbitćesposoban:

dokrajadrugograzreda:
�čitati,pisatiirazumjeticijelebrojeveimjesnevrijednostiznamenki

dojednogmilijuna;
�zbrajati,oduzimati,množitiidijeliticijelebrojevedotisuću;
�zbrajatiioduzimatirazlomkejednakihnazivnika;
�rješavatiriječimazadaneproblemekojikoristeosnovneoperacijes

cijelimbrojevima;
�procjenjivatiimjeritiveličinekoristećiU.S.sustavjedinica;
�koristitimatematičkijezikdabipreniozaključkenačinjeneanalizom

podataka;
�identificiratiiklasificiratiosobitostigeometrijskihoblika;

dokrajatrećegrazreda:
�čitati,pisatiirazumjetibrojevedojednemilijarde;
�zbrajati,oduzimatiimnožitibrojevedojednogmilijuna;
�zbrajati,oduzimatiidijelitirazlomkenejednakihnazivnika;
�uspostavitimatematičkuvezuizmedurazlomakaidecimalnogzapisa;
�rješavatiriječimazadaneproblemekojiuključujutemeljneoperacije

scijelimbrojevimairazlomke;
�procijenitiiopravdatirješenjeproblemakojiiziskujuosjećajzabro-

jeve;
�prikupljatiianaliziratipodatkekoristećimatematičkijezik;
�usporeditiiopravdatikarakteristikegeometrijskihoblika;
�primijenitirješavanjeproblemausituacijeizstvarnogživota;
�interpretiratidijagrame,tabliceigrafove;
�primijenitiformulenakvadrat,pravokutnik,trokutikrug;

dokrajačetvrtograzreda:
�vršitioperacijescijelimbrojevima,decimalnimbrojevimairazlom-

cima;
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9.razred

9.1.Trinomp�x��ax2�bx�c,a��0napisanjenaploči.Zatim
setajtrinomzamijenitrinomom

1
2�p�x�1��p�x�1��.Dokažidaćese

kroznekolikotakvihzamjenadobititrinomkojinemarealnihnultočaka.

9.2.TočkeMiNodabranesunastranamaABiACtrokutaABC
takodajeBM�MN�NC.AkosudužineMM1iNN1simetralekutova
trokutaAMN,dokažidajeM1N1kBC.

9.3.Zadanoje10različitihbrojeva.Od45zbrojevaodpodvajuod
tihbrojeva,pokazalosedaje40cjelobrojnih.Dokažidajepreostalihpet
zbrojevatakodercjelobrojno.

9.4.Unekojzemljiusvakisegraddolazinajmanjejednomcestom
�svakacestapovezujetočnodvagrada�.Gradćemonazvatinaseljem,ako
donjegadolazitočnojednacesta.Uzemljijenemogućeotićiizsvakoga
gradaivratitiseunjputujućipocikličkomputu.

Gradoviuzemljipodijeljenisuudvijeskupine,takodabilokojadva
gradauprvojskupininisupovezanacestom.Akobrojgradovauprvoj
skupininijemanjinegoudrugoj,dokažidauprvojskupiniondapostoje
naselja.

9.5.Moželibrojkojisepišesamoznamenkama2i0biticijelibroj
kojijepotencijacijelogbrojaseksponentomvećimod1?

9.6.Postojelineparnibrojevix,y,ztakvidasuxy�1,yz�1,zx�1
kvadraticijelihbrojeva?

9.7.ČetverokutABCDupisanjeukružnicuk.Produljenjanasu-
protnihstranačetverokutasijekuseutočkamaKiN.Dokažidakružnica
opisanatrokutuAKNdirakružnicukondaisamoondakadkružnicaopi-
sanatrokutuCKNdirakružnicuk.

9.8.Vrhovitrokutaležeučvorovimacjelobrojnerešetke,takodato-
čnojedančvorležiunutartrokuta.Kojijenajvećibrojčvorovakojimogu
ležatinastranicamatrokuta�uključujućivrhovetrokuta�?

10.razred

10.1.Vrijednostikvadratnogtrinomay�x2�ax�budvamauza-
stopnimcijelimbrojevimakvadratisudvajuuzastopnihpozitivnihcijelih
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Uloga nastavnika svesti će se na servis, usmjeravanje, motiviranje i
kontroliranje rada darovitog pojedinca. On je dužan ukazati na važnost
pojedine vrsta znanja, pronaći najbolji oblik rada koji odgovara darovitom
pojedincu, pribaviti odgovarajuću literaturu, osigurati dodatni rad mimo
redovne nastave.

Pritom nikako ne smije uskraćivati potrebne informacije učeniku, ka-
ko ovaj ne bi došao s “nezgodnim” pitanjima. Za svako pitanje nastavnik
ima pravo uzeti vrijeme da na nj odgovori. Odgovor poput “ne znam”,
“nisam za to nikad čuo” iskren je, legitiman i učeniku koristan.

1.4. Tretman darovitih učenika
u školskom sustavu

Iskustvo pokazuje da je zanemarivanje darovitih učenika češća pojava
nego pretjerano bavljenje njima. Za to zanemarivanje postoji više mogućih
uzroka. Neki od tih uzroka su pak potpuno iracionalni, spadaju u kategoriju
uvriježenih pogrešnih vjerovanja. O tome je svjedočilo više autora. Ovdje
ćemo izdvojiti neka mišljenja.

� Daroviti učenici toliko su pametni da se mogu sami brinuti o sebi.
Kad učenici ne dobivaju naobrazbu koja je adekvatna njihovim spo-

sobnostima, gube motivaciju, a ponekad i sam interes za učenje i školu.
Istraživanja na području intelekta pokazuju da se on neće do kraja razviti
ukoliko nije u potpunosti potaknut. Daroviti učenici zahtijevaju program
koji je dublji, širi i brži od onog koji je predviden za ostale učenike �Clark,
1977�.

� Daroviti učenici izvrsni su u svim predmetima.
Iako postoje učenici s visokim dostignućima u svim područjima, ve-

ćina ostalih pokazuje iznimne sposobnosti samo u jednom području —
daroviti učenici mogu muku mučiti s nekim predmetima. Neki od darovi-
tih učenika mogu čak imati i poteškoća s učenjem �Winner, 1996�.
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3.3. Neka je O centar opisane kružnice, a T težište trokuta ABC, koji
nije jednakostraničan. Dokaži da je OT okomita na težišnicu CC1 ako i
samo ako za stranice trokuta vrijedi BC2 � CA2 � 2AB2.

3.4. Neka je n � 3, a a1, a2, � � � , an, realni brojevi takvi da je
a1 � a2 � � � � � an � 0. Dokaži da je

a1a2a3 � a2a3a4 � � � �� an�2an�1an �

�a1 � a2 � � � �� an

3

�3

�

Kada vrijedi jednakost?

3.5. Koliko se najviše likova oblika može smjestiti na ploču
2003 � 2003 bez preklapanja tako da svaki lik prekriva točno četiri jedi-
nična polja?

4. razred — A kategorija

4.1. Nadi skup svih mogućih pozitivnih realnih brojeva V takvih da
postoji pravokutni paralelepiped sa sljedećim svojstvima: obujam mu je
V, površina 18, a suma udaljenosti od centra do strana je 6.

4.2. Neka je p � 2 prost broj. Dokaži da je dvaki djelitelj broja 2p�1
oblika 2kp � 1 za neki prirodni k.

4.3. Neka je O centar opisane kružnice, a T težište trokuta ABC, koji
nije jednakostraničan. Dokaži da je OT okomita na težišnicu CC1 ako i
samo ako za stranice trokuta vrijedi BC2 � CA2 � 2AB2.

4.4. Neka je n � 3, a a1, a2, � � � , an, realni brojevi takvi da je
a1 � a2 � � � � � an � 0. Dokaži da je

a1a2a3 � a2a3a4 � � � �� an�2an�1an �

�a1 � a2 � � � �� an

3

�3

�

Kada vrijedi jednakost?

4.5. Na kružnici je dano n točaka. Nikoje tri dužine koje se dobiju
spajanjem tih točaka ne sijeku se u jednoj točki unutar kruga. Na koliko
dijelova ove dužine dijele krug?
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4.3.Dokažidazarealnebrojeveaibvrijedi

a�b��a
3
�12a�16�b

3
�12b�16�

4.4.Nekasua�BC,b�CAic�ABstranicetrokutaABCukojem
je��BAC�3��ABC.Dokažidajetada

bc
2
��a�b�

2
�a�b��

4.5.Okokrugapolumjeraropisanjemnogokutkojijepodijeljenna
konačnomnogotrokuta.Dokažidajesumapolumjerakrugovaupisanihu
tetrokutevećaodr.

14.2.Republičkonatjecanje

1.razred—Akategorija

1.1.Nekasuxiynenegativnirealnibrojevi,takvidajex�y�2.
Dokažidavrijedi

x
2
y

2
�x

2
�y

2
��2�

Kadavrijedijednakost?

1.2.Danjebroj2k,k�3.Dokažidasepermutacijamanjegovih
znamenkinemožedobitibroj2n,gdjejen�k.

1.3.Ugrupiod20ljudisvatkošaljepismodesetoriciljudiiztegrupe.
Dokažidapostojedvijeosobekojesujednadrugojposlalepismo.

1.4.KružnicakojajeupisanautrokutABCdodirujestraniceABiAC
redomutočkamaMiN.NekajePtočkapresjekasimetralekuta��ABCi
pravcaMN.DokažidajepovršinatrokutaABCdvaputavećaodpovršine
trokutaABP.

1.5.NastranicamaBC,CAiABtrokutaABCnalazeseredomtočke
A1,B1iC1.NekajeTtežištetrokutaABC,aT1težištetrokutaA1B1C1.Do-
kažidajeT�T1akoisamoakojeAC1:C1B�BA1:A1C�CB1:B1A.
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�posvetitiizuzetnupažnjuposebnodarovitimučenicima,jersuoni
nositeljirazvojasvakezemlje.

Darovitisuučenicirijetkebiljkeizniklenaslučajannačininane-
poznatommjestu.Zadatakješkolskogsustavadaihotkrijeinjeguje,ne
dozvoljavajućidabuduposječeneilizagušenekorovom.Sdrugestrane,
zbognjihovognjegovanjanesmijetrpitisavostalinasad.

Uloganastavnikautomejeodpresudnevažnosti.Nanjemujenajveća
odgovornostuprepoznavanjudarovitosti,njezinompravilnomusmjerava-
njuiskladnomrazvijanju.Trebavoditiračunaomogućimpoteškoćama
kojećenastavnikpritomimati.

1.Nastavnicimajepotrebnaobukaipodrškauprepoznavanjupotre-
baiuradusdarovitimučenicima.Potrebedarovitihvećesuodpotreba
prosječnihučenika,radsnjimanaporniji.Iluzornojeičekivatidaćepro-
sječninastavnikmoći,bezdodatnepomoćiiobrazovanja,napravinačin
usmjeravatidarovitogučenika.

2.Nastavnicikojipodučavajudaroviteučenikemorajuimatidobro
poznavanjematematičkihsadržaja.Ukolikoškolaimamalibrojučenika
sistaknutimpotrebamainemaodgovarajućegnastavnika,tadjenužno
pronaćimentoraizvanškolekojićesebrinutionjima.

3.Potrebnojedugoročnokoordiniratiradsnadarenimtakodaserad
snjimanebiponavljaoiliprekidaousljedećimgodinama.

4.Školamoraimatipodrškukojauključujepotrebneknjige,računal-
nupodrškuiljudskeresurse.

1.5.Udiodarovitihučenikaupopulaciji

Kakojenadarenostslučajanrezultatutjecajanepredvidivomnogo
slučajnihfaktora,posljedičnosuljudskesposobnostidobroopisanenor-
malnomrazdiobom.

�� ������

Upotrijebivšistardardnekriterijezainterpretacijunormalnerazdiobe,
možemorećidaje68%stanovništaprosječnihsposobnosti,polovicatog
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AkosutočkeKiEnožištaokomicaiztočkeDredomnastraniceBCiAC,
dokažidaje

AD
2

�BD
2

��AE�BK�

2

�

2.5.NakatetamajednakokračnogpravokutnogtrokutaABC���BCA�

90��odabranesutočkeD�ACiE�BC,takvedajeCD�CE.Nekasu
KiLtočkenadužiniAB,takvedajeDK�AEiCL�AE.Dokažidaje
KL�LB.

3.razred—Akategorija

3.1.Dokažidajednadžbaxn�yn�zn,n�Nnemarješenjauskupu
prirodnihbrojeva,gdjejez�n.

3.2.Riješisustavjednadžbiuovisnostiorealnomparametrua:

3
2
x

�2y�3arcsinz�7�

2
x

�y�arcsinz��6�

5
2
x

�y�arcsinz�6a�2�

3.3.Nakolikosenačinabroj2002možeprikazatiuoblikuzbroja
nerastućihprirodnihbrojeva�višeodjednogpribrojnika�takvihdajei
njihovproduktjednak2002?

3.4.Nekasub�CAic�ABstranicetrokutaABC,aladužina

simetralekutaprivrhuA.Akovrijedi
1
b

�

1
c

�

1
la

,dokažidajeonda

��BAC�120�.

3.5.Okokrugapolumjeraropisanjemnogokutkojijepodijeljenna
konačnomnogotrokuta.Dokažidajesumapolumjerakrugovaupisanihu
tetrokutevećaodr.

4.razred—Akategorija

4.1.Dokažidazapozitivnerealnebrojevea,bicvrijedinejednakost

�a�b�c��b�c�a��c�a�b��abc�

4.2.Riješijednadžbuuskupunenegativnihcijelihbrojeva

x
2

�x�y
4

�y
3

�y
2

�y�
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brojaneštoispodprosjeka,apolovicaiznad.Utojkategorijinetreba
govoritionadarenosti.

Uovomtekstunećemosebavitidijelompopulacijekojajeispodpro-
sječnonadarena.Želimoproniknutiudiokojisenalazinadesnomdijelu
ovekrivulje.

Zapopulacijukojojsposobnostiležeuintervalu�0�σ�kažemodaje
iznadprosječnihsposobnosti.Udiotakvihuukupnojpopulacijije34%.
Unormalnomsustavuocjenjivanja,nauzorkuuzetomizčitavepopulacije

�atakvajesituacijauosnovnimškolama�ovdjebispadaodiodobrihi
vrlodobri.

Zapopulacijukojojsposobnostiležeuintervalu�σ�2σ�možemoka-
zatidajetalentirana.Udiotakvihuukupnojpopulacijije13.5%.Ovdje
bi,uosnovnojškoli,trebalispadatiodličniučenici.

Interval�2σ�3σ�obuhvaća2.2%populacije.Zaovajdiojeprim-
jerenogovoritiodarovitosti.NauzorkujednegeneracijeuHrvatskoj
kojaobuhvaćaoko45000ucenika,uovajintervalulazioko1000učeni-
ka.Jasno,nisusvioninadarenizamatematiku,iakomnogimedunjima
zadovoljavajukriterijenadarenostiuvišepodručja.

Interval�3σ�4σ�obuhvaća0.13%ukupnepopulacije.Nauzorku
jednegeneracijeuHrvatskojtajdiokriterijazadovoljavauprosjeku65
osoba.Ovdjejeprimjerenogovoritioistaknutojdarovitosti.

Interval�4σ���ibeskonačnojevelik,alisadržisamo0.0032%
ukupnepopulacije.NauzorkujednegeneracijeuHrvatskoj,moglobise
očekivatiuprosjekudvačovjekautojkategoriji.

Opredijelimolisesamozaonekojisudarovitizamatematiku,očeki-
vanisebrojsmanjuje.Istaknutipojedincikojisuusvojojgeneracijiotišli
najdaljespadajuutukategoriju.

UistovrijemetajrasponnajednojgeneracijiuSAD-uobuhvaćaoko
130učenika,dokjekodKinezariječootprilike650učenika.Načita-
vomsvijetumožeseočekivatipreko3000pojedinacakojiće,usvojim
područjima,predstavljatinesumnjivointelektualnuelitučovječanstva.

Negdjeutomintervalu,vrlojeteškorećigdje,svojemjestonalaze
irijetkigenijalci.UkojibiintervalpotimkriterijimasvrstaliGaussa?
Teškojeotomeuopćeispekulirati.

Iskustvopokazujedasvitalentinisuprepoznati.Razvijanjetalentau
uskojjevezisasistemomobrazovanja.Jednaodnajvažnijihuloganatjeca-
nja,kaodijelatogsistema,jestblagovremenootkrivanjetalenata.Uredena
društvaznajuštoćesnjimaposlijeraditi.
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� Nadareni su učenici sličnog ponašanja.
Baš kao i svaka druga skupina, talentirani učenici imaju različite in-

terese, područja u kojima su jaki, različite nivoe sposobnosti i različite
temperamente. Ne postoji jednoznačan opis talentiranosti, niti se svi da-
roviti učenici mogu tretirati na istovjetan način. Omogućavanje različitog
podučavanja je nužnost, pa čak i u specijaliziranim školama �Parke, 1989�.

� Svi su učenici talentirani u nečemu.
Ovo je samo dobra želja. Sva djeca mogu učiti i svako od njih ima

neko područje svog interesa. Medutim, činjenica je da neki učenici uče
brže od drugih i sposobni su naučiti više nego njihovi drugovi. Talentirani
učenici trebaju drukčije sadržaje i poduku da bi zadovoljili svoje potrebe
�Winner, 1996�.

� � �
Dana T. Johnson �2000� u svom eseju navodi:
“Učenici daroviti za matematiku imaju potrebu za nastavom drukči-

jom od ostalih učenika. Oni zahtijevaju diferencirano podučavanje, defi-
nirano kao “stalna uporaba različitih pristupa u promjeni sadržaja, procesa
ili samog gradiva” kao odgovor na sposobnost učenja i interes učenika
različitih sposobnosti.

Zbog čega bismo morali činiti nešto drukčije za učenike daroviti za
matematiku? Daroviti učenici razlikuju se od drugih učenika u trima bitnim
osobinama koje su naročito važne za matematiku.
� Brzina kojom uče. Kako se matematički sadržaji prirodno nadove-

zuju, brzina postaje bitno obilježje.
� Dubina njihovog razumijevanja. Razlika u dubini razumijevanja i

nivou apstrakcije moguća je u većini matematičkog gradiva, tako da
razlikovanje prema novom obilježju postaje bitno.

� Njihovo zanimanje za predmet. Ukoliko to zanimanje nije na vrije-
me uočeno, talent možda nikad neće biti razvijen.”

Uloga nastavnika

Pred školski sistem u svim zemljama svijeta postavljaju se dva medu-
sobno teško pomirljiva cilja:

� uključiti u obrazovanje što širu populaciju i pružiti svakom poje-
dincu priliku da se školuje što je dulje moguće, jer o obrazovanju ukupne
populacije ovisi ukupan prosperitet svake zemlje;
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2. razred — A kategorija

2.1. Dokaži da kvadratne jednadžbe ax 2�bx�c � 0 i bx2�cx�a � 0,
a, b, c � R, a �� 0, b �� 0, imaju zajedničko rješenje ako i samo ako je
a3 � b3 � c3 � 3abc.

2.2. Neka je S podskup skupa realnih brojeva koji je zatvoren u od-
nosu na množenje �to znači da je za svaki a, b � S i a 
 b � S�. Neka
su T i U disjunktni podskupovi skupa S, čija je unija cijeli skup S. Ako
znamo da produkt bilo kojih triju elemenata skupa T �ne nužno različita�
pripada skupu T i da produkt bilo kojih triju elemenata iz U pripada skupu
U, dokaži da je barem jedan od poskupova T i U zatvoren u odnosu na
množenje.

2.3. Neka su a, b, c realni brojevi, takvi da je 0 � a � b � c. Dokaži
da je

�a � 3b��b � 4c��c � 2a� � 60abc�

Kada vrijedi jednakost?

2.4. Da li je moguće jednakostranični trokut stranice 3 podijeliti na
2003 disjunktna trokuta, tako da svaki od njih ima sve stranice veće od 1?

2.5. Krug k dodiruje krakove kuta ��pOq u točkama P i Q. Na po-
lupravcu Oq zadana je točka X, tako da sjecište Z kruga k i pravca PX,
različito od P, raspolavlja dužinu PX. Ako je Y sjecište kruga k i pravca
OZ, različito od Z, dokaži da je PXkQY.

3. razred — A kategorija

3.1. a� Postoji li nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, � � � takav
da za svaki k � 2 vrijedi

ak �
2ak�1ak�1

ak�1 � ak�1
?

b� Postoji li nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, � � � , a2003 takav
da za svaki 2 � k � 2002 vrijedi

ak �
2ak�1ak�1

ak�1 � ak�1
?

3.2. Neka je p � 2 prost broj. Dokaži da je dvaki djelitelj broja 2p�1
oblika 2kp � 1 za neki prirodni k.
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Uloganastavnikasvestićesenaservis,usmjeravanje,motiviranjei
kontroliranjeradadarovitogpojedinca.Onjedužanukazatinavažnost
pojedinevrstaznanja,pronaćinajboljioblikradakojiodgovaradarovitom
pojedincu,pribavitiodgovarajućuliteraturu,osiguratidodatniradmimo
redovnenastave.

Pritomnikakonesmijeuskraćivatipotrebneinformacijeučeniku,ka-
koovajnebidošaos“nezgodnim”pitanjima.Zasvakopitanjenastavnik
imapravouzetivrijemedananjodgovori.Odgovorpoput“neznam”,
“nisamzatonikadčuo”iskrenje,legitimaniučenikukoristan.

1.4.Tretmandarovitihučenika
uškolskomsustavu

Iskustvopokazujedajezanemarivanjedarovitihučenikačešćapojava
negopretjeranobavljenjenjima.Zatozanemarivanjepostojivišemogućih
uzroka.Nekiodtihuzrokasupakpotpunoiracionalni,spadajuukategoriju
uvriježenihpogrešnihvjerovanja.Otomejesvjedočilovišeautora.Ovdje
ćemoizdvojitinekamišljenja.

�Darovitiučenicitolikosupametnidasemogusamibrinutiosebi.
Kadučenicinedobivajunaobrazbukojajeadekvatnanjihovimspo-

sobnostima,gubemotivaciju,aponekadisamintereszaučenjeiškolu.
Istraživanjanapodručjuintelektapokazujudaseonnećedokrajarazviti
ukolikonijeupotpunostipotaknut.Darovitiučenicizahtijevajuprogram
kojijedublji,širiibržiodonogkojijepredvidenzaostaleučenike�Clark,
1977�.

�Darovitiučeniciizvrsnisuusvimpredmetima.
Iakopostojeučenicisvisokimdostignućimausvimpodručjima,ve-

ćinaostalihpokazujeiznimnesposobnostisamoujednompodručju—
darovitiučenicimogumukumučitisnekimpredmetima.Nekioddarovi-
tihučenikamogučakimatiipoteškoćasučenjem�Winner,1996�.
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3.3.NekajeOcentaropisanekružnice,aTtežištetrokutaABC,koji
nijejednakostraničan.DokažidajeOTokomitanatežišnicuCC1akoi
samoakozastranicetrokutavrijediBC2�CA2�2AB2.

3.4.Nekajen�3,aa1,a2,���,an,realnibrojevitakvidaje
a1�a2�����an�0.Dokažidaje

a1a2a3�a2a3a4�����an�2an�1an��a1�a2�����an

3

�3

�

Kadavrijedijednakost?

3.5.Kolikosenajvišelikovaoblikamožesmjestitinaploču
2003�2003bezpreklapanjatakodasvakilikprekrivatočnočetirijedi-
ničnapolja?

4.razred—Akategorija

4.1.NadiskupsvihmogućihpozitivnihrealnihbrojevaVtakvihda
postojipravokutniparalelepipedsasljedećimsvojstvima:obujammuje
V,površina18,asumaudaljenostiodcentradostranaje6.

4.2.Nekajep�2prostbroj.Dokažidajedvakidjeliteljbroja2p�1
oblika2kp�1zanekiprirodnik.

4.3.NekajeOcentaropisanekružnice,aTtežištetrokutaABC,koji
nijejednakostraničan.DokažidajeOTokomitanatežišnicuCC1akoi
samoakozastranicetrokutavrijediBC2�CA2�2AB2.

4.4.Nekajen�3,aa1,a2,���,an,realnibrojevitakvidaje
a1�a2�����an�0.Dokažidaje

a1a2a3�a2a3a4�����an�2an�1an��a1�a2�����an

3

�3

�

Kadavrijedijednakost?

4.5.Nakružnicijedanontočaka.Nikojetridužinekojesedobiju
spajanjemtihtočakanesijekuseujednojtočkiunutarkruga.Nakoliko
dijelovaovedužinedijelekrug?
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4.3. Dokaži da za realne brojeve a i b vrijedi

a � b �� a3 � 12a� 16 � b3 � 12b � 16�

4.4. Neka su a � BC, b � CA i c � AB stranice trokuta ABC u kojem
je ��BAC � 3��ABC. Dokaži da je tada

bc2 � �a� b�2�a � b��

4.5. Oko kruga polumjera r opisan je mnogokut koji je podijeljen na
konačno mnogo trokuta. Dokaži da je suma polumjera krugova upisanih u
te trokute veća od r.

14.2. Republičko natjecanje

1. razred — A kategorija

1.1. Neka su x i y nenegativni realni brojevi, takvi da je x � y � 2.
Dokaži da vrijedi

x2y2�x2 � y2� � 2�

Kada vrijedi jednakost?

1.2. Dan je broj 2k, k � 3. Dokaži da se permutacijama njegovih
znamenki ne može dobiti broj 2n, gdje je n � k.

1.3. U grupi od 20 ljudi svatko šalje pismo desetorici ljudi iz te grupe.
Dokaži da postoje dvije osobe koje su jedna drugoj poslale pismo.

1.4. Kružnica koja je upisana u trokut ABC dodiruje stranice AB i AC
redom u točkama M i N. Neka je P točka presjeka simetrale kuta ��ABC i
pravca MN. Dokaži da je površina trokuta ABC dva puta veća od površine
trokuta ABP.

1.5. Na stranicama BC, CA i AB trokuta ABC nalaze se redom točke
A1, B1 i C1. Neka je T težište trokuta ABC, a T1 težište trokuta A1B1C1. Do-
kaži da je T � T1 ako i samo ako je AC1 : C1B � BA1 : A1C � CB1 : B1A.
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� posvetiti izuzetnu pažnju posebno darovitim učenicima, jer su oni
nositelji razvoja svake zemlje.

Daroviti su učenici rijetke biljke iznikle na slučajan način i na ne-
poznatom mjestu. Zadatak je školskog sustava da ih otkrije i njeguje, ne
dozvoljavajući da budu posječene ili zagušene korovom. S druge strane,
zbog njihovog njegovanja ne smije trpiti sav ostali nasad.

Uloga nastavnika u tome je od presudne važnosti. Na njemu je najveća
odgovornost u prepoznavanju darovitosti, njezinom pravilnom usmjerava-
nju i skladnom razvijanju. Treba voditi računa o mogućim poteškoćama
koje će nastavnik pritom imati.

1. Nastavnicima je potrebna obuka i podrška u prepoznavanju potre-
ba i u radu s darovitim učenicima. Potrebe darovitih veće su od potreba
prosječnih učenika, rad s njima naporniji. Iluzorno je ičekivati da će pro-
sječni nastavnik moći, bez dodatne pomoći i obrazovanja, na pravi način
usmjeravati darovitog učenika.

2. Nastavnici koji podučavaju darovite učenike moraju imati dobro
poznavanje matematičkih sadržaja. Ukoliko škola ima mali broj učenika
s istaknutim potrebama i nema odgovarajućeg nastavnika, tad je nužno
pronaći mentora izvan škole koji će se brinuti o njima.

3. Potrebno je dugoročno koordinirati rad s nadarenim tako da se rad
s njima ne bi ponavljao ili prekidao u sljedećim godinama.

4. Škola mora imati podršku koja uključuje potrebne knjige, računal-
nu podršku i ljudske resurse.

1.5. Udio darovitih učenika u populaciji

Kako je nadarenost slučajan rezultat utjecaja nepredvidivo mnogo
slučajnih faktora, posljedično su ljudske sposobnosti dobro opisane nor-
malnom razdiobom.

� ��� �� ��

Upotrijebivši stardardne kriterije za interpretaciju normalne razdiobe,
možemo reći da je 68% stanovništa prosječnih sposobnosti, polovica tog



14. NATJECANJA U SRBIJI 153

Ako su točke K i E nožišta okomica iz točke D redom na stranice BC i AC,
dokaži da je

AD2 � BD2 � �AE � BK�2�

2.5. Na katetama jednakokračnog pravokutnog trokuta ABC���BCA �

90�� odabrane su točke D � AC i E � BC, takve da je CD � CE. Neka su
K i L točke na dužini AB, takve da je DK � AE i CL � AE. Dokaži da je
KL � LB.

3. razred — A kategorija

3.1. Dokaži da jednadžba xn � yn � zn, n � N nema rješenja u skupu
prirodnih brojeva, gdje je z � n.

3.2. Riješi sustav jednadžbi u ovisnosti o realnom parametru a:

3 
 2x � 2y � 3 arc sin z � 7�

2x � y � arc sin z � �6�

5 
 2x � y � arc sin z � 6a � 2�
3.3. Na koliko se načina broj 2002 može prikazati u obliku zbroja

nerastućih prirodnih brojeva �više od jednog pribrojnika� takvih da je i
njihov produkt jednak 2002?

3.4. Neka su b � CA i c � AB stranice trokuta ABC, a la dužina

simetrale kuta pri vrhu A. Ako vrijedi
1
b

�

1
c

�

1
la

, dokaži da je onda

��BAC � 120�.

3.5. Oko kruga polumjera r opisan je mnogokut koji je podijeljen na
konačno mnogo trokuta. Dokaži da je suma polumjera krugova upisanih u
te trokute veća od r.

4. razred — A kategorija

4.1. Dokaži da za pozitivne realne brojeve a, b i c vrijedi nejednakost

�a � b� c��b � c� a��c � a� b� � abc�

4.2. Riješi jednadžbu u skupu nenegativnih cijelih brojeva

x2 � x � y4 � y3 � y2 � y�
24 1. DAROVITOST

broja nešto ispod prosjeka, a polovica iznad. U toj kategoriji ne treba
govoriti o nadarenosti.

U ovom tekstu nećemo se baviti dijelom populacije koja je ispodpro-
sječno nadarena. Želimo proniknuti u dio koji se nalazi na desnom dijelu
ove krivulje.

Za populaciju kojoj sposobnosti leže u intervalu �0� σ � kažemo da je
iznadprosječnih sposobnosti. Udio takvih u ukupnoj populaciji je 34%.
U normalnom sustavu ocjenjivanja, na uzorku uzetom iz čitave populacije

�a takva je situacija u osnovnim školama� ovdje bi spadao dio dobrih i
vrlodobri.

Za populaciju kojoj sposobnosti leže u intervalu �σ� 2σ � možemo ka-
zati da je talentirana. Udio takvih u ukupnoj populaciji je 13.5%. Ovdje
bi, u osnovnoj školi, trebali spadati odlični učenici.

Interval �2σ� 3σ � obuhvaća 2.2% populacije. Za ovaj dio je prim-
jereno govoriti o darovitosti. Na uzorku jedne generacije u Hrvatskoj
koja obuhvaća oko 45000 ucenika, u ovaj interval ulazi oko 1000 učeni-
ka. Jasno, nisu svi oni nadareni za matematiku, iako mnogi medu njima
zadovoljavaju kriterije nadarenosti u više područja.

Interval �3σ� 4σ � obuhvaća 0.13% ukupne populacije. Na uzorku
jedne generacije u Hrvatskoj taj dio kriterija zadovoljava u prosjeku 65
osoba. Ovdje je primjereno govoriti o istaknutoj darovitosti.

Interval �4σ���i beskonačno je velik, ali sadrži samo 0.0032 %
ukupne populacije. Na uzorku jedne generacije u Hrvatskoj, moglo bi se
očekivati u prosjeku dva čovjeka u toj kategoriji.

Opredijelimo li se samo za one koji su daroviti za matematiku, očeki-
vani se broj smanjuje. Istaknuti pojedinci koji su u svojoj generaciji otišli
najdalje spadaju u tu kategoriju.

U isto vrijeme taj raspon na jednoj generaciji u SAD-u obuhvaća oko
130 učenika, dok je kod Kineza riječ o otprilike 650 učenika. Na čita-
vom svijetu može se očekivati preko 3000 pojedinaca koji će, u svojim
područjima, predstavljati nesumnjivo intelektualnu elitu čovječanstva.

Negdje u tom intervalu, vrlo je teško reći gdje, svoje mjesto nalaze
i rijetki genijalci. U koji bi interval po tim kriterijima svrstali Gaussa?
Teško je o tome uopće i spekulirati.

Iskustvo pokazuje da svi talenti nisu prepoznati. Razvijanje talenta u
uskoj je vezi sa sistemom obrazovanja. Jedna od najvažnijih uloga natjeca-
nja, kao dijela tog sistema, jest blagovremeno otkrivanje talenata. Uredena
društva znaju što će s njima poslije raditi.
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�Nadarenisuučenicisličnogponašanja.
Baškaoisvakadrugaskupina,talentiraniučeniciimajurazličitein-

terese,područjaukojimasujaki,različitenivoesposobnostiirazličite
temperamente.Nepostojijednoznačanopistalentiranosti,nitisesvida-
rovitiučenicimogutretiratinaistovjetannačin.Omogućavanjerazličitog
podučavanjajenužnost,pačakiuspecijaliziranimškolama�Parke,1989�.

�Svisuučenicitalentiraniunečemu.
Ovojesamodobraželja.Svadjecamoguučitiisvakoodnjihima

nekopodručjesvoginteresa.Medutim,činjenicajedanekiučeniciuče
bržeoddrugihisposobnisunaučitivišenegonjihovidrugovi.Talentirani
učenicitrebajudrukčijesadržajeipodukudabizadovoljilisvojepotrebe
�Winner,1996�.

���
DanaT.Johnson�2000�usvomesejunavodi:
“Učenicidarovitizamatematikuimajupotrebuzanastavomdrukči-

jomodostalihučenika.Onizahtijevajudiferenciranopodučavanje,defi-
niranokao“stalnauporabarazličitihpristupaupromjenisadržaja,procesa
ilisamoggradiva”kaoodgovornasposobnostučenjaiinteresučenika
različitihsposobnosti.

Zbogčegabismomoraličinitineštodrukčijezaučenikedarovitiza
matematiku?Darovitiučenicirazlikujuseoddrugihučenikautrimabitnim
osobinamakojesunaročitovažnezamatematiku.
�Brzinakojomuče.Kakosematematičkisadržajiprirodnonadove-

zuju,brzinapostajebitnoobilježje.
�Dubinanjihovograzumijevanja.Razlikaudubinirazumijevanjai

nivouapstrakcijemogućajeuvećinimatematičkoggradiva,takoda
razlikovanjepremanovomobilježjupostajebitno.

�Njihovozanimanjezapredmet.Ukolikotozanimanjenijenavrije-
meuočeno,talentmoždanikadnećebitirazvijen.”

Uloganastavnika

Predškolskisistemusvimzemljamasvijetapostavljajusedvamedu-
sobnoteškopomirljivacilja:

�uključitiuobrazovanještoširupopulacijuipružitisvakompoje-
dincuprilikudaseškoluještojeduljemoguće,jeroobrazovanjuukupne
populacijeovisiukupanprosperitetsvakezemlje;
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2.razred—Akategorija

2.1.Dokažidakvadratnejednadžbeax2�bx�c�0ibx2�cx�a�0,
a,b,c�R,a��0,b��0,imajuzajedničkorješenjeakoisamoakoje
a3�b3�c3�3abc.

2.2.NekajeSpodskupskuparealnihbrojevakojijezatvorenuod-
nosunamnoženje�toznačidajezasvakia,b�Sia
b�S�.Neka
suTiUdisjunktnipodskupoviskupaS,čijajeunijacijeliskupS.Ako
znamodaproduktbilokojihtrijuelemenataskupaT�nenužnorazličita�
pripadaskupuTidaproduktbilokojihtrijuelemenataizUpripadaskupu
U,dokažidajebaremjedanodposkupovaTiUzatvorenuodnosuna
množenje.

2.3.Nekasua,b,crealnibrojevi,takvidaje0�a�b�c.Dokaži
daje

�a�3b��b�4c��c�2a��60abc�

Kadavrijedijednakost?

2.4.Dalijemogućejednakostraničnitrokutstranice3podijelitina
2003disjunktnatrokuta,takodasvakiodnjihimasvestranicevećeod1?

2.5.Krugkdodirujekrakovekuta��pOqutočkamaPiQ.Napo-
lupravcuOqzadanajetočkaX,takodasjecišteZkrugakipravcaPX,
različitoodP,raspolavljadužinuPX.AkojeYsjecištekrugakipravca
OZ,različitoodZ,dokažidajePXkQY.

3.razred—Akategorija

3.1.a�Postojilinekonstantannizprirodnihbrojevaa1,a2,���takav
dazasvakik�2vrijedi

ak�
2ak�1ak�1

ak�1�ak�1
?

b�Postojilinekonstantannizprirodnihbrojevaa1,a2,���,a2003takav
dazasvaki2�k�2002vrijedi

ak�
2ak�1ak�1

ak�1�ak�1
?

3.2.Nekajep�2prostbroj.Dokažidajedvakidjeliteljbroja2p�1
oblika2kp�1zanekiprirodnik.
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U sljedećoj su tablici prikazani neki statistički podaci za jednu genera-
ciju, temeljeni na normalnoj razdiobi i broj stanovnika prema statističkim
godišnjacima. Podaci su kumulativni, tako npr., podatak u retku talentirani
odnosi se i na one koji, prema gornjim kriterijima, imaju veće sposobnosti.
Brojevi su približni, ali pogreške nisu bitne za daljne razmatranje.

Svijet SAD Hrvatska
prosječni 84.13% 84 140 000 3400000 45000
talentirani 15.87% 15 860 000 640000 8600
daroviti 2.275% 2 275 000 92000 1200
izn. daroviti 0.135% 135 000 5500 70
??? 0.0032% 3 200 130 2

Gimnazijska populacija

Riječ “gimnazijska” ovdje treba interpretirati kao dio ukupne genera-
cije koja će nakon srednje škole nastaviti fakultetsko obrazovanje. Riječ je
o otprilike 25% ukupne generacije. Prema dosadašnjem svrstavanju riječ je
o nadarenim, talentiranim i u svakom slučaju iznadprosječnim učenicima.

Teorijski gledano, razdioba njihovih općih sposobnosti trebala bi biti
izvedena iz repne razdiobe normalne varijable:

� ��
medijan

Medutim, to nije slučaj. Kriterij upisa u gimnazije nije apsolutno ob-
jektivan. Intelektualne se sposobnosti u tom razdoblju života najbrže mije-
njaju, pa i iz tog razloga ponovo dolazi do preraspodijele općih sposobnosti
koja se može opisati neznatno modificiranom Gaussovom krivuljom:
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14.1. Općinsko natjecanje

1. razred — A kategorija

1.1. Odredi najveću zajedničku mjeru brojeva 11111111� �z �

8

i 111 � � � 111� �z �

100

.

1.2. Udaljenost izmedu sela A i B je 3 kilometra. U selu A ima
100 učenika, a u selu B 50 učenika. Na kojoj udaljenosti od sela A treba
sagraditi školu, tako da ukupan put koji svi učenici prelaze u jednom danu
bude najmanji?

1.3. Neka su a, b i c stranice trokuta i

p �

a
b

�

b
c

�

c
a

� q �

a
c

�

c
b

�

b
a

�

Dokaži da je jp� qj � 1.

1.4. Dijagonala AC četverokuta ABCD upisanog u kružnicu je pro-
mjer te kružnice. Dokaži da su projekcije stranica AB i CD na dijagonalu
BD jednake.

1.5. Student je tijekom petogodišnjeg studija položio 31 ispit. Sva-
ke godine dao je više ispita nego prethodne, a na petoj godini dao je tri
puta više ispita nego na prvoj. Koliko je ispita student položio na četvrtoj
godini?

2. razred — A kategorija

2.1. Bazen se napuni dvjema cijevima za 6 sati. Prva cijev bi ga
napunila za 5 sati manje od druge. Koliko vremena treba drugoj cijevi da
napuni bazen?

2.2. Riješi jednadžbu u skupu cijelih brojeva:

x2 � y2 � 3�u2 � v2��

2.3. Neka su a i b realni brojevi, takvi da je �	x � R� a cos x �

b cos 3x � 1. Dokaži da je tada jbj � 1.

2.4. Zadan je pravokutni trokut ABC s pravim kutom kod vrha C

���BCA � 90�� i neka simetrala pravog kuta siječe hipotenuzu u točki D.
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3.3.NekajeABCDkonveksničetverokut,takavdanemadvijunasu-
protnihparalelnihstranica.NekajeEsjecištestranicaABiCD,aFsjecište
stranicaADiBC.Simetralakuta��BECsiječedužineBCiADredomu
točkamaQiS.DokažidaječetverokutPQRSromb.

3.4.UTVserijiosukobimaunekomslučajnoodabranomgradu
sudjelujengradana�n�3�.Svakadvagradanazajednoplanirajuurotu
protivjednogodpreostalihgradana.Dokažidapostojigradaninprotiv
kojegjenajmanjepngradanauvučenouurotu.

4.razred

4.1.Članovibeskonačnoggeometrijskognizasupozitivnicijelibro-
jeviibaremdvaodnjihnisudjeljivasa4.Izračunajopćičlanannizaako
jejedančlanjednak2004.

4.2.Nadisvecijelebrojevekojizadovoljavajujednadžbuab�ab�2.

4.3.ZadanješiljastokutantrokutABC.NekajeC�nožištevisinena
stranicuAB,aDiEdvijerazličitetočkedužineCC�.Pretpostavimodasu
FiFortogonalneprojekcijetočkeDnastraniceACiBC,redom.Dokaži:
akoječetverokutDGEFparalelogram,tadajetrokutABCjednakostrani-
čan.

4.4.UTVserijiosukobimaunekomslučajnoodabranomgradu
sudjelujengradana�n�4�.Svakagrupaodtrigradanazajednoplaniraju
urotuprotivjednogodpreostalihgradana.Dokažidapostojigradanin
protivkojegjenajmanje3p�n�1��n�2�gradanauvučenouurotu.

2.SUSTAVIGENIJALNIPOJEDINAC27

2. Sustavigenijalnipojedinac

Uovomćemopoglavljuopisatiskakvimseproblemimamožesusre-
stigenijalnipojedinac,neprilagodensredini,usustavuneadekvatnomda
takvogpojedincaprihvati,usmjeriipodrži.

Poglavljejenapisanopremamaterijalukojisemožepronaćinaraznim
Internetstranicama.Nekeodnjihnavedenesuuliteraturi.

2.1.PismoHardyju

1913.godineengleskimatematičarG.H.Hardyprimioječudnopis-
moodnjemunepoznatogčinovnikaizMadrasauIndiji.Desetstranicatog
pismasadržavalojeoko120tvrdnjiobeskonačnimredovima,nepravim
integralima,verižnimrazlomcimaiteorijibrojeva.Svakipoznatimatema-
tičardobivaponekadpismasvakojakihosobenjakainemasumnjedajei
Hardyuprvitrensvrstaopismautukategoriju.Alineštoutimformulama
navelogajedaihjošjednompogledaipokažesvomsuradnikuL.E.Lit-
tlewoodu.Nakonnekolikosatistudiranjaformulakojesubilenavedene
bezikakvogizvodailiideje,akamolidokaza,zaključilisudarezultati
“morajubitiistiniti,jerdanisu,nitkonebiimaotolikomaštedaihtakve
napiše!”

Okakvimjeformulamariječ?Moždajenajboljenapisatiih,prema
poretkuinumeracijikojejenaveosamHardy.Izborpetnaestakformula
izukupnogmnoštvaod120kojemujebiloposlano,napraviojetakoder
Hardy.
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1.2.Nasvakojstranikockenapisanjepozitivancijelibroj.Usvakom
vrhukockenapisanjeproduktbrojevakojisenalazenastranamakocke
kojesesijekuutomvrhu.Akojezbrojbrojevaizsvihvrhovakockejednak
70,kolikijezbrojsvihbrojevakojisenalazenastranamakocke?

1.3.NekasuEiFsredištastranicaADiDCčetverokutaABCD.
SjecištedužinaAFiECoznačimosG.Dokažidaje��CGF���FBE.

1.4.Anabiraznamenke1,2,3,4,5,6,7i9.Odlučilajenapraviti
skupoveodčetirijudvoznamenkastihprostihbrojevatakodaiskoristisve
ponudeneznamenkezasvakiskupprostihbrojeva.Nadizbrojprostih
zbrojevasvakogpojedinogskupa.

2.razred

2.1.Nadisvepeteroznamenkastebrojeveabcdedjeljives9,takveda
jeace�bda�760.

2.2.Zadanjepozitivanrealanbrojp.Promatrajmosveparovepozi-
tivnihrealnihbrojevakojizadovoljavajujednakostxy�x�y��p.Nadi
parzakojijevrijednostizrazax3�y3najmanjamoguća.

2.3.OdaberimotočkeAiBnakružnicikscentromOtakodaone
nisukrajevipromjera.NakružniciopisanojokotrokutaOABodaberimo
točkuCrazličituodAiB.DužinaACsiječekružnicukutočkamaAiD.
DokažidajetrokutDCBjednakostraničan.

2.4.Dvaigračaimajusvaki2004novčića.Naizmjencebacajuneo-
bičnukockukojanasvojimstranamaimaprvihšestprostihbrojeva.Igrač
kojijenaredubacakocku,adrugimuigračmoradationolikonovčića
kolikijeostatakpridijeljenjubroja2004sbrojemnakocki.Dalijemo-
gućedaunekomtrenutkujedanodigračaimasedamputavišenovčićaod
drugog?

3.razred

3.1.Nadisvacjelobrojnarješenjajednadžbe

px�py�
p

2004�

3.2.Nekajenpozitivancijelibrojjednakzbrojusvihsvojihdjeli-
teljamanjihodn�primjertakvogbrojaje28�.Nadizbrojrecipročnih
vrijednostisvihnjegovihdjelitelja.
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mod
medijan

Sad ćemo se ponovo usredotočiti na matematiku. Unutar ovog dijela
populacije sigurno će se pronaći velik postotak onih koji nemaju istaknute
matematičke sposobnosti, ali u prosjeku zadovoljavaju kriterij iznadpro-
sječnosti pa čak talentiranosti i nadarenosti! Zato možemo očekivati da
je distribucija sposobnosti za matematiku unutar gimnazijske populacije
ponovo rasporedena praktički po normalnom zakonu.

Uzorak o kojem je sad riječ ima u Hrvatskoj veličinu od maksimalno
15 000 učenika.

Unutar njega ćemo ponovo pronaći grube podijele prema prijašnjem
kriteriju, s tim da se atributi sad odnose na matematičke sposobnosti. Sve
su navedene brojke, dakako, prosječne vrijednosti i odnose se samo na
jednu generaciju.

Populacija 15000
Prosječni 12600
Talentirani 2400
Daroviti 340
Iznimno daroviti 20
??? 0.5
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14.
Natjecanja u Srbiji

Od svih država nastalih raspadom bivše Jugoslavije, Srbija i Crna
Gora postižu najbolje rezultate na MMO. Uzrok tome nije samo bitno veći
broj stanovnika u odnosu na druge države, već i organizirani dodatni rad s
darovitim učenicima.

Srbija je još u vremenima pred trideset i više godina stimulirala učeni-
ke s posebnim sklonostima za matematiku da školovanje nastave u Matema-
tičkoj gimnaziji u Beogradu, gdje se o njima brinuo kvalitetan nastavnički
kadar, uz pomoć sveučilišnih asistenata i profesora.

Natjecanja u Srbiji i Crnoj Gori odvijaju se u četiri kruga — općinsko,
okružno, republičko i savezno. Ovdje ćemo navesti zadatke s natjecanja
2002.�2003. godine u prvim trima krugovima.

Natjecatelji su podijeljeni po razredima i po vrstama škola, tako se pa-
ralelno odvijaju natjecanja za kategoriju A sa zahtjevnijim programom, i za
kategoriju B s bitno jednostavnijim zadacima. Zbog ograničenog prostora
navest ćemo samo zadatke kategorije A.

Odabrali smo zadatke s natjecanja 2002. godine i to s dva nivoa:
općinskog i republičkog.
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