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Opis mnogih prirodnih i društvenih zbivanja bio bi nemoguć bez poznavanja teorije vjerojat-
nosti. To je matematička teorija iznikla iz potrebe za rješavanjem svakidašnjih problema u kojima je
prisutna neizvjesnost njihova ishoda. Radi njezine prirodne povezanosti s predskazivanjem buduć-
nosti, vjerojatnost je kroz povijest bila predmet mnogim spekulacijama i različitim interpretacijama,
što se zadržalo do današnjih dana. Mnogobrojni ‘paradoksi’ govore koliko je trnovit bio put od
intuitivnog poimanja vjerojatnosti do današnjeg precizno zasnovanog područja matematike. Danas
teoriju vjerojatnosti doživljavamo kao granu matematike koja se bavi opisom različitih modela u
kojima se pojavljuje neizvjesnost, a koji se mogu s više ili manje uspjeha primijeniti na svakidašnje
situacije.

Kolika je vjerojatnost da će sutra biti sunčan dan? Ako je nekoliko uzastopnih dana sijalo
sunce, tad ćemo i ne znajući za prognozu kazati: i sutra će vjerojatno biti sunčano. Ovdje riječ
“vjerojatno” označava da mi i sutra očekujemo sunčan dan, ali da istovremeno nismo u to sasvim
sigurni. Može se ipak dogoditi i suprotno. Iako se i u formulaciji pitanja i u odgovoru javljaju
termini i jezik vjerojatnosti na ovo pitanje teorija vjerojatnosti ne može dati odgovor — takvo pitanje
ne pripada matematičkoj teoriji. Medutim, matematička teorija vjerojatnosti koristi nazive usvojene
u svakidašnjem govoru. Dogadaju za koji bismo u svakodnevnom govoru rekli da je “sto posto
siguran”, pridjeljujemo vjerojatnost 1. Što je dogadaj izvjesniji, to će njegova vjerojatnost biti bliža
jedinici. Obratno, dogadaj koji je prilično nevjerojatan, imat će vjerojatnost blisku nuli.

Postoje dogadaji koji nemaju izvjesnost hoće li se dogoditi ili ne. Novčić bačen uvis može
ravnopravno pasti na bilo koju svoju stranu. Hoće li se kocka zaustaviti na broju 6 ? Taj se dogadaj
može ostvariti, ali i ne mora. Intuitivno je jasno da je druga mogućnost vjerojatnija.

Osnovni su pojmovi teorije vjerojatnosti dogadaj i njegova vjerojatnost. Objasnimo pobliže
ove pojmove.

3.1. Dogadaji

Najjednostavnije je pojam dogadaja dovesti u vezu s stohastičkim pokusom.
Tako nazivamo svaki pokus čiji ishod nije unaprijed odreden. Taj ishod ovisi o nekim
nama nepredvidivim okolnostima i stoga je slučajan. Novčić bačen uvis pada na jednu
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od svoje dvije strane, na koju — unaprijed ne možemo znati. Vrijeme ispravnog rada
električne žarulje nitko ne može unaprijed predvidjeti.

Ishod takva pokusa zovemo elementarni dogadaj i označujemo slovom  . Ta-
kvih ishoda može biti u nekom pokusu konačno mnogo, ali jednako tako i beskonačno
mnogo. Biranje na sreću jedne točke unutar, recimo, jediničnog kruga ima kao mogući
ishod beskonačno mnogo elementarnih dogadaja.

Skup svih mogućih ishoda, svih elementarnih dogadaja, označavamo slovom  .
Po volji odabrane dogadaje vezane uz taj pokus označavat ćemo velikim slovima lati-
nične abecede: A , B , C � � � . Oni se sastoje od izvjesnog broja elementarnih dogadaja.
To su dakle podskupovi od  .

Primjer 1. Bacamo jednu kocku čije su strane označene brojevima od 1 do 6.
Odredimo elementarne dogadaje i skup  .

� Elementarni dogadaji su brojevi na koje kocka može pasti:

1 � 1� 2 � 2� � � � � 6 � 6�

Skup svih elementarnih dogadaja je

 � f1� 2� � � � � 6g � f1� 2� 3� 4� 5� 6g�

Evo još nekoliko dogadaja vezanih uz ovaj pokus:

A � fpao je parni brojg � f2� 4� 6g�
B � fpao je broj veći od 2g � f3� 4� 5� 6g�
C � fpao je parni broj manji od 5g � f2� 4g

i slično. Koliko različitih dogadaja postoji? Pokušajte nabrojiti što više dogadaja
vezanih uz ovaj pokus i opisati ih riječima. �

� � �

U pokusu koji ima samo konačno mnogo ishoda dogadaj je bilo koji podskup od  . Kako skup
 ima šest elemenata, to je broj različitih podskupova 26 � 64 . Toliko će biti različitih dogadaja
u ovom pokusu. Medu njima ima: 6 jednočlanih �elementarnih� dogadaja,

�6
2
�
� 15 dogadaja od

po dva elementarna,
�6
3
�
� 20 dogadaja s tri elementarna,

�6
4
�
� 15 dogadaja s četiri elementarna

i
�6
5
�
� 6 dogadaja s pet elementarnih. Dakako da je sve te dogadaje teško riječima opisati na

prihvatljiv način, poput opisa u navedenom primjeru.
Ovom popisu dogadaja nedostaju još dva: već spomenuti dogadaj  koji sadrži sve elemen-

tarne dogadaje, te jedan dogadaj koji ne sadrži niti jedan elementarni. �Taj pak ima bezbroj opisa,
poput, recimo: pojavio se broj veći od 8, pao je paran broj manji od 2, itd.�

� � �

Dva istaknuta dogadaja

Skup  i sam je dogadaj, on se ostvaruje pri svakom ishodu pokusa. Nazivamo ga
stoga sigurni dogadaj. Njegova je suprotnost nemoguć dogadaj, koji se pri realizaciji
pokusa nikad ne može ostvariti. Označavamo ga simbolom � .
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Primjer 2. Novčić je bačen tri puta. U svakom bacanju bilježimo je li se pojavilo
pismo �P � ili glava �G �. Odredimo  , elementarne dogadaje te nekoliko dogadaja
vezanih uz ovaj pokus.

� Elementarnih dogadaja ima osam. To su

1 � GGG� 2 � GGP� 3 � GPG� 4 � PGG�
5 � GPP� 6 � PGP� 7 � PPG� 8 � PPP�

�poredak nabrajanja nije važan�. Ovdje smo, kratkoće radi, s GGP označili uredenu
trojku �G� G� P� i slično za ostale elementarne dogadaje. Siguran dogadaj sastoji se
od gornjih osam elementarnih. Evo nekoliko dogadaja vezanih uz ovaj pokus �ukupan
broj dogadaja je 28 � 256 �:

A � fpismo se pojavilo jednomg � f2� 3� 4g�

B � fpismo se pojavilo u drugom bacanjug � f3� 5� 7� 8g�

C � fpojavilo se barem jedno pismo i barem
jedna glavag � f2� 3� � � � � 7g�

D � fpismo se pojavilo dvaput za redomg � f5� 7� 8g� �

Prikazivanje dogadaja

Oznaka � za nemoguć dogadaj nije slučajna. Oznake i mnoga svojstva operacija
sa skupovima koriste se u istom obliku i s istim značenjem i u teoriji vjerojatnosti.

To se odnosi i na grafičko prikazivanje dogadaja. Iako će se oni u većini naših
primjera sastojati od konačno mnogo elemenata, uobičajeno je dogadaje prikazivati
Euler-Vennovim 1 dijagramima. Siguran dogadaj  skiciramo obično u obliku nekog
pravokutnika, po volji odabrane dogadaje A , B ,� � � obično skiciramo kao na slici 3.1.

Sl. 3.1. Dogadaje prikazujemo Euler-
Vennovim dijagramima

B

A



A

B

A

Ovakve skice pomažu nam da lakše interpretiramo operacije s dogadajima i veze
medu njima.

Usporedivanje dogadaja

Kažemo da dogadaj A povlači dogadaj B ako realizacija dogadaja A povlači
realizaciju dogadaja B . To znači da B sadrži sve elementarne dogadaje koji ulaze u
dogadaj A . Pišemo A � B , u skladu s zapisom iz teorije skupova. Koristimo takoder
i zapis A �� B .

Govorimo još: A je specijalni slučaj dogadaja B , B slijedi iz A , A je sadržan u
B , A je dovoljan uvjet za B , B je nuždan uvjet za A . Ova raznolikost u oznakama i
nazivima govori samo da je taj pojam čest i prihvaćen u svakodnevnom govoru.

1 John Venn �1834–1923�, engleski matematičar
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Primjer 3. Bacamo dvije kocke. Označimo dogadaje

A � foba broja veća su od 4g�
B � fzbroj brojeva na kockama veći je od 8g�

� Vrijedi A �� B , jer je zbroj brojeva koji su veći od 4 sigurno veći od 8.
Obrat nije ispunjen, jer zbroj brojeva može biti veći od 8 i kad jedna kocka padne na,
recimo, 3, a druga na 6. Tad se ostvario B , ali se nije ostvario A . �

Primjer 4. Bacamo dvije kocke. Označimo dogadaje:

A � fzbroj brojeva na kockama veći je od 8g�
B � foba broja veća su od 2g�

� Sad vrijedi A �� B . Naime, zbroj brojeva ne može biti veći od 8 ako oba
broja nisu veća od 2, jer inače najveći zbroj iznosi 2 � 6 � 8 . Izvježbajmo na ovom
primjeru razne načine izražavanja:

�Da bi zbroj brojeva bio veći od 8, oba broja nužno moraju biti veća od 2 �B je
nuždan uvjet za A �.

� Želimo li da oba broja na kocki budu veća od 2, dovoljno je da njihov zbroj bude
veći od 8 �A je dovoljan uvjet za B �. �

A BBAAA

Sl. 3.2. Dogadaj A povlači
dogadaj B

� � �

Ukoliko vrijedi A � B i B � A , onda kažemo da su A i B ekvivalentni ili
jednaki i pišemo A � B . Ekvivalentni dogadaji sastoje se od istih elementarnih
dogadaja.

Suprotnost ovoj situaciji je ona u kojoj A i B nemaju zajedničkih elementarnih
dogadaja.

Dogadaji A i B su disjunktni, ako se istovremeno ne mogu ostvariti i jedan i
drugi 1 . Kažemo još da se A i B medusobno isključuju.

Sl. 3.3. Disjunktni dogadaji



A

B

1 Nije nužno da se ostvari neki od ova dva dogadaja, moguće je dakle da se ne ostvari niti jedan od njih
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Primjer 5. Bacamo jednu kocku. Neka je

A � fpao je paran brojg�
B � fpao je broj 3g�

Tad su A i B disjunktni.

Primjer 6. Novčić bacamo četiri puta. Istaknimo sljedeće dogadaje:

A � fpojavila su se točno tri pismag�
B � fpojavile su se najviše dvije glaveg�
C � fpojavila se točno jedna glavag�
D � fostvario se niz PGGPg�

Razmislite dobro i uvjerite se da vrijedi A � B , C � B , D � B . Nadalje,
dogadaji A i C ekvivalentni su, a dogadaji A i D disjunktni.

Algebra dogadaja

Familiju svih dogadaja koji se pojavljuju u nekom pokusu označavat ćemo s F
i zvati algebra dogadaja. Riječ algebra ovdje sugerira da ćemo na dogadajima moći
činiti izvjesne operacije nalik na algebarske.

Neka su A , B dogadaji. Pomoću njih možemo formirati nove dogadaje:

Unija dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja A ,

B nazivamo unija, suma ili zbroj dogadaja i označavamo s A � B , A � B ,
A ili B .

Sl. 3.4. Unija dvaju dogadaja

A

B



A B

Presjek dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako su se ostvarila oba dogadaja A i B zove-

mo presjek, produkt ili umnožak dvaju dogadaja i označavamo ga s A�B ,
AB , A i B .
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Sl. 3.5. Presjek (umnožak) dvaju
dogadaja

A

B



A B

� � �

Upoznajmo ove operacije na primjerima.

Primjer 7. Bacamo jednu kocku. Istaknimo dogadaje

A � fpao je parni brojg�
B � fpao je broj veći od 2g�

Onda je

A � B � fpao je parni broj ili broj veći od 2g
� fpao je broj veći od 1g � f2� 3� 4� 5� 6g�

A � B � fpao je parni broj veći od 2g � f4� 6g�

Primjer 8. Pokus se sastoji od bacanja dvaju novčića. Uočimo sljedeće dogadaje:

A � fglava na prvom novčićug� F � fbarem jedna glavag�
B � fpismo na prvom novčićug� G � fbarem jedno pismog�
C � fglava na drugom novčićug� H � fdva pismag�
D � fpismo na drugom novčićug� I � fdvije glaveg�
E � fjedna glava i jedno pismog�

Odredi kojem su dogadaju ekvivalentni sljedeći dogadaji: B�D , B�D , E� I , B�G ,
B � G , A � B , A � B , F � G , F � G .

� Postoje četiri elementarna dogadaja, to su uredeni parovi �P� P� , �P� G� ,
�G� P� , �G� G� koji odreduju mogući rezultat na oba novčića. Te ćemo dogadaje
označavati jednostavnije s PP , PG , GP , GG .

Različitih dogadaja ima 24 � 16 . Devet medu njima zapisani su gore �pronadite
preostalih sedam!�.

Da bismo odgovorili na pitanja, najjednostavnije je odrediti elementarne dogadaje
od kojih se sastoje gore navedeni. Tako imamo

A � fGG� GPg� B � fPG� PPg� C � fGG� PGg�
D � fGP� PPg� E � fGP� PGg� F � fGP� PG� GGg�
G � fGP� PG� PPg� H � fPPg� I � fGGg�
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Sada računamo ovako:
B � D � fPG� PP� GPg � G�
B � D � fPPg � H�
E � I � fGP� PG� GGg � F

i slično u drugim slučajevima. Dobivamo: B � G � G , B � G � B , A � B �  ,
A � B � � , F � G �  , F � G � E .

Ovakav je način siguran, ali nije poučan. Svakako je korisnije pokušati na gornja
pitanja odgovoriti direktno, koristeći veznike kao oznaku operacije:

B � D � fpismo na prvom novčićug ili fpismo na drugom novčićug
� fbarem jedno pismog � G�

F � G � fbarem jedna glavag i fbarem jedno pismog
� fjedna glava i jedno pismog � E�

E � I � fjedna glava i jedno pismog ili fdvije glaveg
� fbarem jedna glavag � F�

Učinite slično za ostale primjere. �

� � �

Korisno je uvesti i razliku dogadaja.

Razlika dogadaja. Komplement dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvari dogadaj A , a da se ne ostvari

dogadaj B , nazivamo razlika dogadaja A i B i označavamo s AnB , A	B .
Specijalno, dogadaj  n A nazivamo komplementom ili suprotnim

dogadajem dogadaja A . On se ostvaruje ako i samo ako se A nije ostvario.
Označavamo ga s A ili s Ac .

Sl. 3.6. Razlika dvaju do-
gadaja (lijevo) i komple-
ment dogadaja (desno) A\ B

A B A

A
_

Zadatak 9. Uvjerite se da vrijedi A n B � A � B , A � A .
� Skicirajte dogadaje s lijeve i desne strane jednakosti Euler-Vennovim dijagra-

mima. �

� � �

Operacije unije i presjeka mogu se definirati i za nekoliko dogadaja. Unija n
dogadaja je dogadaj

A � A1 � A2 � � � � � An

koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja A1 ,� � � An .
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A1 2 nA A... A A1 2 A... n

Sl. 3.7. Unija (lijevo) i presjek (desno) više dogadaja

Presjek n dogadaja je dogadaj
A1 � A2 � � � � � An

koji se ostvario ako se ostvario svaki od dogadaja A1� � � � � An .

De Morganovi zakoni

Veza izmedu operacija komplementiranja, unije i presjeka iskazana je u sljedećim
formulama:

A � B � A � B �1�

A � B � A � B �2�
Te formule nazivamo de Morganovi zakoni. Evo slikovne interpretacije prve formule

A B A B

=

_ _

A B

____

A B

Sl. 3.8. De Morganovi zakoni

Dokažimo �1� koristeći skupovni zapis:

 
 A � B ��  �
 A � B ��  �
 A i  �
 B

��  
 A i  
 B ��  
 A � B�

Drugu formulu možemo pokazati na sličan način. Medutim, korisno je vidjeti da
ona slijedi iz prve formule. Naime, kako za svaki dogadaj vrijedi A � A , možemo
računati ovako

A � B � A � B � po �1� � A � B�

te je

A � B � A � B � A � B�
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Primjer 10. Algebra prekidača. De Morganove zakone možemo ilustrirati kori-
steći se jednostavnim modelima serijskog i paralelnog spoja.

1. Serijski spoj. Neka u serijskom spoju dviju sklopki dogadaj A označava da je
prva sklopka isključena, a dogadaj B da je isključena druga sklopka.

1 2
A B

Veza izmedu točaka 1 i 2 neće postojati ako se ostvari barem jedan od dogadaja
A ili B :

fne postoji vezag � A � B�

Veza izmedu tih točaka postojat će ako se nije ostvario niti dogadaj A , niti dogadaj B
�nema prekida niti na jednoj sklopki�:

fpostoji vezag � A � B�

Ova su dva dogadaja komplementarna. Zato vrijedi

A � B � A � B�

Dobili smo prvu de Morganovu formulu.
2. Paralelni spoj. Neka su dvije sklopke spojene u paralelnom spoju:

1 2

A

B

Onda vrijedi:
fne postoji vezag � A � B�

fpostoji vezag � A � B � A � B� �

Zadatak 11. Uredaj je prikazan shemom na slici. Neka dogadaj Ai označava
prekid na dijelu i , i � 1� 2� 3 . Odredi izraz za dogadaj

A � furedaj je prestao s radomg�

kao i za dogadaj A .

1 2

A

A A

1

2 3

� Uredaj prestaje s radom ako se ostvari dogadaj A1 i barem jedan od dogadaja
A2 , A3 . Dakle,

A � A1�A2 � A3�
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i po de Morganovim formulama

A � A1�A2 � A3� � A1 � A2 � A3 � A1 � A2 � A3� �

� � �

De Morganovi zakoni poopćavaju se na uniju i presjek n dogadaja:

A1 � � � � � An � A1 � � � � � An�

A1 � � � � � An � A1 � � � � � An�

Ilustrirajte ove formule pomoću serijskog i paralelnog spoja n sklopki.

Zadaci 3.1

1. Novčić bacamo dok se dva puta za redom ne pojavi isti znak, a najviše pet puta. Opišite ele-
mentarne dogadaje u skupu  i u sljedećim dogadajima; A � f pokus je završen u trećem
bacanju g ; B � f pokus je završen u prva tri bacanja g . Odredite B .

2. U žari se nalaze četiri kuglice, dvije jednake bijele i dvije jednake crne. Izvlačimo jednu po jednu
tri kuglice, ne vraćajući ih u žaru. Opišite prostor elementarnih dogadaja. Odredite sljedeće
dogadaje:

A � fprva je izvučena crna kuglicag;
B � fprva je izvučena bijela kuglicag;
C � fbijela kuglica je izvučena barem jednomg;
D � fbijela kuglica je izvučena točno jednomg;
E � fizvučena je jedna bijela i dvije crne kugliceg .

3. Bacamo dvije kocke. Bilježimo rezultat na svakoj od njih. Koliko ima elementarnih dogada-
ja? Koliko elementarnih dogadaja imaju sljedeći dogadaji: A � f oba broja su parna g ,
B � f oba broja veća su od 4 g , C � f razlika brojeva iznosi 2 g ?

4. Bacamo dvije kocke. Bilježimo rezultat na svakoj od njih. Neka je A � f pojavio se broj manji
od 3 g , B � f zbroj brojeva manji je od 9 g , C � f oba broja veća su od 4 g . Iskaži riječima
dogadaje A , B , C . Pokažite da su A i C disjunktni, baš kao i A i B . Uvjerite se da vrijedi
A �� B , ali da ne vrijedi A � B .

5. Bacamo dvije kocke. Bilježimo samo zbroj dobivenih brojeva. Koliko elementarnih dogadaja ima
ovaj pokus?

6. Bacamo dvije kocke. Označimo dogadaje A � f zbroj brojeva je neparan g , B � f pojavio se
broj 1 g , C � f na obje kocke pao je broj 1 g . Opišite dogadaje AB , AC , BC , A � C , AB .

7. Neka su A , B , C dogadaji. Iskažite s pomoću unije i presjeka ovih dogadaja sljedeće dogadaje:
A. f ostvario se samo dogadaj A g ; B. f ostvarili su se A i B , ali ne i C g ;
C. f ostvarila su se sva tri dogadaja g ; D. f ostvario se barem jedan dogadaj g ;
E. f ostvario se točno jedan dogadaj g ; F. f nije se ostvario niti jedan dogadaj g .

8. Što se može reći o dogadajima A , B , C za koje vrijedi ABC � A , A� B � A , A� B�C � A ,
A � B � A , A � B � AB , AB � A ?

9. Neka je A � B . Čemu su ekvivalentni dogadaji AB , A � B , ABC , A � B � C ?

10. Jesu li po volji odabrani dogadaji A i B ekvivalentni ako je a) A � B , b) A � C � B � C ,
c) AC � BC , za neki dogadaj C .
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3.2. Vjerojatnost

Sad možemo iskazati definiciju vjerojatnosti: to je funkcija koja svakom dogadaju
pridružuje realan broj.

Vjerojatnost
Vjerojatnost je preslikavanje P : F 
 �0� 1� definirano na algebri

dogadaja F , koje ima svojstva
1) P�� � 1 , P��� � 0 �normiranost�,
2) ako je A � B , onda vrijedi P�A� � P�B� �monotonost�,
3) ako su A i B disjunktni dogadaji, onda je P�A�B� � P�A��P�B�

�aditivnost�.
Broj P�A� nazivamo vjerojatnost dogadaja A .

Svojstva vjerojatnosti

Izvedimo neka dodatna svojstva vjerojatnosti koja slijede iz same definicije.
Neka je A po volji odabran dogadaj, a A njegov komplement. Onda vrijedi

A�A �  i pritom su A i A disjunktni. Zato, po svojstvima normiranosti i aditivnosti
vrijedi

1 � P�� � P�A � A� � P�A� � �A��

te je P�A� � 1	 P�A� . Time smo pokazali:

Vjerojatnost komplementa
Za svaki dogadaj A vrijedi P�A� � 1	 P�A� .

� � �

Pokažimo sad kako se računa vjerojatnost unije u slučaju kad A i B nisu dis-
junktni. Presjek dvaju dogadaja ćemo ovdje i svuda u nastavku pisati kao umnožak,
dakle bez znaka � .

Vjerojatnost unije
Za bilo koja dva dogadaja A i B vrijedi

P�A � B� � P�A� � P�B�	 P�AB��

Da pokažemo ovo svojstvo, dogadaj A � B prikazat ćemo kao uniju dvaju dis-
junktnih dogadaja:

A � B � A � �BA�

�vidi sliku 3.9�. Slično tome, B možemo rastaviti ovako

B � AB � BA
i ponovo su dogadaji s desna disjunktni.
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Sl. 3.9. Skup A� B može
se rastaviti na uniju dis-
junktnih skupova (lijevo).
Slično vrijedi i za skup B
(desno) A B

A B

= A B
_
A B= BA A

_
B

A BA

Po svojstvu aditivnosti vjerojatnosti slijedi:

P�A � B� � P�A� � P�BA��

P�B� � P�AB� � P�BA��

Oduzimanjem dobivamo traženu formulu:

P�A � B�	 P�B� � P�A�	 P�AB��

� � �

Primjer 1. Neka su A i B dogadaji, P�A� � 0�4 , P�B� � 0�5 , P�AB� � 0�2 .
Odredimo P�A � B� , P�A� , P�B� , P�A B� , P�A � B� , P�AB� , P�AB� .

P�A � B� � P�A� � P�B�	 P�AB� � 0�7�

P�A� � 1	 P�A� � 0�6�

P�B� � 1	 P�B� � 0�5�

P�A B� � P�A � B� � 1	 P�A � B� � 0�3�

P�A � B� � P�AB� � 1	 P�AB� � 0�8�

P�AB� � P�A�	 P�AB� � 0�2�

P�AB� � P�B�	 P�AB� � 0�3� �

Konačni vjerojatnosni prostor

Vjerojatnosni prostor  , koji posjeduje samo konačno mnogo elementarnih
dogadaja nazivamo konačni vjerojatnosni prostor. Označimo njegove elemente,
 � f1� 2� � � � � Ng . Dogadaj u ovakvu prostoru je svaki podskup od  . Vjero-
jatnost bilo kojeg dogadaja moći ćemo odrediti ako znamo vjerojatnosti elementarnih
dogadaja, tj. ako poznajemo brojeve

p1 � P�f1g��

...
pN � P�fNg��
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Ovi brojevi imaju svojstvo

p1 � 0� � � � � pN � 0� p1 � � � �� pN � 1�

Zaista, kako je  � f1� 2� � � � � Ng , a elementarni dogadaji su medusobno
disjunktni, to je 1 � P�� � P�f1g� � � � �� P�fNg� .

Neka je A 
 F bilo koji dogadaj. On se sastoji od nekoliko elementarnih
dogadaja:

A � fi1� i2� � � � � iMg�

Vjerojatnost dogadaja A računamo tako da zbrojimo vjerojatnosti tih elementarnih
dogadaja

P�A� � pi1 � pi2 � � � �� piM �

� � �

Opišimo nekoliko jednostavnih modela konačnih vjerojatnosnih prostora.

�Novčić. Dva su elementarna dogadaja: 1 � P , 2 � G . Ako je novčić ispra-
van i način njegova bacanja uobičajen, onda je prirodno pretpostaviti da su vjerojatnosti
pojavljivanja obaju ovih dogadaja jednake: p1 � P�f1g� �

1
2 , p2 � P�f2g� �

1
2 .

�Neispravni novčić. Još uvijek postoje dva elementarna dogadaja 1 � P ,
2 � G. Medutim, zbog nesimetričnosti novčića ili možda zbog načina njegova
bacanja, jedna njegova strana, recimo P , pojavljuje se češće nego druga. Sad je
p1 � p2 .

�Kocka. Za ispravnu kocku prirodno je uzeti pi � P�fig� � 1
6 , za svaku

od šest mogućnosti na koje kocka može pasti. Za dogadaje vezane uz pokus bacanja
kocke imamo na primjer:

P�fpao je paran brojg� � P�f2� 4� 6g� �
3
6
�

P�fpao je broj veći od 2g� � P�f3� 4� 5� 6g� �
4
6
�

�Bacanje dvaju novčića. Četiri su elementarna dogadaja, iako na prvi pogled
postoje tri različita ishoda: dva pisma, pismo i glava, te dvije glave:

1. novčić 2. novčić

1 — palo je P P
2 — palo je P G
3 — palo je G P
4 — palo je G G

Da bismo lakše mogli razlikovati elementarne dogadaje 2 i 3 , možemo zamisliti
da bacamo dva različita novčića ili da jedan novčić bacamo dva puta!

�Bacanje dvaju novčića, drugi model. Po pisanim dokumentima, francuski je
veliki matematičar i enciklopedist d’Alembert �1717–1783� u ovom primjeru postavio
samo tri elementarna dogadaja:

1 � fpala su dva pismag�
2 � fpalo je jedno pismo i jedna glavag�
3 � fpale su dvije glaveg�
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I ovaj je pristup ispravan! Medutim, vjerojatnosti ovih elementarnih dogadaja nisu
jednake, 1 već mora biti P�1� �

1
4 , P�2� �

1
2 , P�3� �

1
4 .

�Bacanje dviju kocki. Postoji 36 elementarnih dogadaja. Da bismo razlikovali
dogadaje poput �2� 5� i �5� 2� , možemo zamisliti da su kocke obojene različitim bo-
jama ili pak da umjesto dvije kocke istovremeno, bacamo jednu kocku dva puta tako
da znamo koji je rezultat na prvoj, a koji rezultat na drugoj kocki. Ako su kocke i
način bacanja ispravni, prirodno je pretpostaviti da su svi elementarni dogadaji jednako
vjerojatni.

Primjer 2. Izvlačimo na sreću jednu kartu iz snopa od 52 karte. Kolika je vje-
rojatnost da je ta karta Q �dama�. Kolika je vjerojatnost da je njezina boja � �pik�.
Kolika je vjerojatnost da je ta karta dama ili pik boje?

� Označimo s A i B dogadaje:

A � fizabrana karta je damag�
B � fizabrana karta je pik bojeg�

Kako postoje četiri dame, vjerojatnost dogadaja A je P�A� �
4
52

�
1
13

. 13 je karata

pik boje pa je P�B� �
13
52

�
1
4

. Treći je dogadaj C unija prvih dvaju. Prvi dojam

da je broj povoljnih ishoda jednak 17 � 4 � 13 pogrešan je, jer dogadaji A i B

nisu disjunktni. Njihov je presjek AB pikova dama! Zato je P�C� �
16
52

�
4
13

.

Primjetimo da je ovdje P�AB� �
1
52

i da vrijedi:

P�A � B� � P�C� �
4
13

�
1
13

�
1
4
	

1
52

� P�A� � P�B�	 P�AB�� �

Primjer 3. Želeći se našaliti s prijateljima u igri Monopola, dječak je izbrisao
jednu točku sa strane kocke koja označava broj 5 , a ucrtao dvije na stranu na kojoj je
broj 1 , tako da njegova kocka ima sljedeće brojeve na svojim stranama: 2, 3, 3, 4, 4,
6. Kolika je vjerojatnost sljedećih dogadaja, ako bacamo ovakvu kocku:

A � fpojavio se paran brojg;
B � fpojavio se broj veći od 2g;
C � fpojavio se broj 5g�

� Pokus bacanja kocke ima četiri moguća ishoda: 1 � 2 , 2 � 3 , 3 � 4 i
4 � 6 . Ako pretpostavimo da je kocka bila ispravna, tad je razumno pridijeliti ovim
elementarnim dogadajima vjerojatnosti

p1 � P�f1g� �
1
6� p2 � P�f2g� �

1
3 � p3 � P�f3g� �

1
3� p4 � P�f4g� �

1
6 �

Dogadaju A odgovaraju sljedeći elementarni dogadaji: A � f1� 3� 4g , te je

P�A� � p1 � p3 � p4 �
1
6
�

1
3
�

1
6
�

2
3
�

1 Veliki autoritet d’Alembert tvrdio je da su sva tri elementarna dogadaja jednako vjerojatna
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Dogadaju B odgovaraju elementarni dogadaji B � f2� 3� 4g , te je

P�B� � p2 � p3 � p4 �
1
3
�

1
3
�

1
6
�

5
6
�

Mogli smo računati pomoću suprotnog dogadaja: B � f1g :

P�B� � 1	 P�B� � 1	 p1 � 1	
1
6
�

5
6
�

Dogadaj C je za ovu kocku nemoguć, P�C� � 0 . �

Klasični vjerojatnosni prostor

Promatrajmo pokus koji ima konačno mnogo ishoda i u kojem je razumno pret-
postaviti da su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni �poput bacanja ispravnog
novčića, kocke, izvlačenja broja u LOTU, lutriji ili ruletu, izbor karte iz snopa i sl.�.

Neka je  � f1� � � � � Ng skup svih elementarnih dogadaja i p1� � � � � pN pri-
padne vjerojatnosti. Kako su svi ti brojevi jednaki, a njihov je zbroj 1, vrijedi

pi � P�fig� �
1
N
� i � 1� � � � � N�

Ovakav vjerojatnosni prostor nazivamo klasični vjerojatnosni prostor jer se problemi
iz kojih je iznikla teorija vjerojatnosti mogu opisati ovim modelom.

Neka je A �  bilo koji dogadaj. Da bismo izračunali vjerojatnost dogadaja A ,
nije nam više potrebno znati koje elementarne dogadaje A sadrži, već samo njihov
broj. Naime, ako A sadrži M elementarnih dogadaja, A � fi1� � � � � iMg , tad je

P�A� � pi1 � � � �� piM � M �
1
N

�
M
N
�

Ovu formulu možemo interpretirati na sljedeći način: Svaki elementarni dogadaj
nazovimo mogućim ishodom �svi su jednako vjerojatni�. Tako je

N � broj svih mogućih ishoda�
Elementarne dogadaje koji su sadržani u A nazovimo povoljnima za dogadaj A :

M � broj svih povoljnih ishoda�

�eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee�

Pierre de Fermat (Beamont-de-Lomagne 17. kolovoza 1601.
– Castres ili Toulouse 12. siječnja 1665.) francuski je matema-
tičar. Po zanimanju bio je pravnik. Za života nije objavljivao
svoje matematičke radove, već je to učinjeno tek nakon njegove
smrti. Zajedno s Pascalom drži se osnivačem teorije vjero-
jatnosti. Pomogao je u zasnivanju analitičke geometrije kao i
diferencijalnog i integralnog računa. U fizici je dokazao da se
zraka svjetlosti lomi tako da svjetlo bira put koji će prevaliti u
najkraćem vremenu. Najpoznatiji je po tvrdnji nazvanoj njemu
u čast velikim (ili posljednjim) Fermatovim teoremom u kojoj
navodi da jednadžba xn � yn � zn nema cjelobrojnih rješenja
za prirodni broj n � 2 . Fermat je na rubu knjige napisao da je
pronašao čudnovat dokaz te tvrdnje, no da je margina premalena
da ga zapiše. Tu tvrdnju preko tri stotine godina nije nitko uspio
dokazati, iako je bilo objavljeno na desetke pogrešnih rješenja a
broj matematičara i inih koji su problem pokušali riješiti mjeri
se stotinama tisuća. Pri pokušaju njegova rješavanja zasnovana
su čitava nova područja matematike. Dokazao ga je 1995. g.
engleski matematičar A. Wiles složenom matematičkom tehnikom.
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