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Opis mnogih prirodnih i drustvenih zbivanja bio bi nemogu€ bez poznavanja teorije vjerojat-
nosti. To je matematickateorijaizniklaiz potrebe za rjeSavanjem svakidadnjih problema u kojimaje
prisutna neizvjesnost njihova ishoda. Radi njezine prirodne povezanosti s predskazivanjem buduc-
nosti, vjerojatnost je kroz povijest bila predmet mnogim spekulacijamai razlicitim interpretacijama,
&to se zadrZzalo do danadnjih dana. Mnogobrojni ‘paradoksi’ govore koliko je trnovit bio put od
intuitivnog poimanja vjerojatnosti do danasnjeg precizno zasnovanog podrucja matematike. Danas
teoriju vjergjatnosti dozivljavamo kao granu matematike koja se bavi opisom razlicitih modela u
kojima se pojavljuje neizvjesnost, a koji se mogu s vide ili manje uspjeha primijeniti na svakidasnje
situacije.

Kolika je vjerojatnost da e sutra biti sunan dan? Ako je nekoliko uzastopnih dana sijalo
sunce, tad ¢emo i ne zngju€i za prognozu kazati: i sutra e vjerojatno biti sun€ano. Ovdje rijec
“vjerojatno” oznafava da mi i sutra ofekujemo suncan dan, ali da istovremeno nismo u to sasvim
sigurni. MoZe se ipak dogoditi i suprotno. lako se i u formulaciji pitanjai u odgovoru javljaju
termini i jezik vjerojatnosti na ovo pitanje teorijavjerojatnosti ne moze dati odgovor — takvo pitanje
ne pripada matematickoj teoriji. Medutim, matematiCka teorija vjerojatnosti koristi nazive usvojene
u svakidaSnjem govoru. Dogadaju za koji bismo u svakodnevnom govoru rekli da je “sto posto
siguran”, pridjeljujemo vjerojatnost 1. Sto je dogadaj izvjesniji, to Ee njegova vjerojatnost biti bliza
jedinici. Obratno, dogadaj kaji je prili€no nevjerojatan, imat e vjerojatnost blisku nuli.

Postoje dogadaji koji nemaju izvjesnost hote li se dogoditi ili ne. Nov€i¢ baten uvis moze
ravnopravno pasti ha bilo koju svoju stranu. Hote li se kocka zaustaviti nabroju 6? Taj se dogadaj
moze ostvariti, ali i ne mora. Intuitivno jejasno da je druga moguénost vjerojatnija.

Osnovni su pojmovi teorije vjerojatnosti dogadaj i njegova vjerojatnost. Objasnimo poblize
ove pojmove.

3.1. Dogadaji

Najjednostavnije je pojam dogadaja dovesti u vezu s stohastickim pokusom.
Tako nazivamo svaki pokus €iji ishod nije unaprijed odreden. Taj ishod ovisi 0 nekim
nama nepredvidivim okolnostimai stogaje slu¢ajan. Novc¢i¢ baten uvis padanajednu
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od svoje dvije strane, na koju — unaprijed ne mozemo znati. Vrijeme ispravnog rada
elektrine Zarulje nitko ne moZe unaprijed predvidjeti.

Ishod takva pokusa zovemo elementar ni dogadaj i oznacujemo slovom w . Ta
kvih ishoda moze hiti u nekom pokusu konatno mnogo, ali jednako tako i beskonatno
mnogo. Biranje nasretu jedne toCke unutar, recimo, jedini¢nog krugaimakao moguci
ishod beskonatno mnogo elementarnih dogadaja.

Skup svih mogué€ih ishoda, svih elementarnih dogadaja, oznatavamo slovom Q.
Po volji odabrane dogadaje vezane uz taj pokus oznatavat éemo velikim slovimallati-
nicneabecede: A, B, C.... Oni sesastoje odizvjesnog brojaelementarnih dogadaja.
To su dakle podskupovi od Q.

Primjer 1. Bacamo jednu kocku Cije su strane oznaCene brojevima od 1 do 6.
Odredimo elementarne dogadajei skup Q.
> Elementarni dogadaji su brojevi na koje kocka moZze pasti:
a)]_:l./ a)2:2,...., a)6:6.
Skup svih elementarnih dogadajaje
Q= {wl., w2, ..., we} = {1./ 2., 3., 4./ 57 6}
Evo jos nekoliko dogadaja vezanih uz ova pokus:
A = {paojeparni broj} = {2, 4, 6},
B = {pao jebroj veti od 2} = {3, 4,5, 6},
C = {pao je parni broj manji od 5} = {2, 4}

i dicno. Koliko razli¢itih dogadaja postoji? PokuSgjte nabrojiti 3to viSe dogadaja
vezanih uz ova] pokusi opisati ihrijeCima. <

* ¥ ox

U pokusu koji ima samo kona&no mnogo ishoda dogadaj je bilo koji podskup od Q. Kako skup
Q ima Sest elemenata, to je broj razlicitih podskupova 26 — 64. Toliko ¢e biti razligitih dogadaja
u ovom pokusu. Medu njimaima: 6 jednotlanih (elementarnih) dogadaja, (g) = 15 dogadsja od
po dva elementarna, (g’) = 20 dogadajastri elementarna, (2) = 15 dogadaja s Getiri elementarna
i (g) = 6 dogadaja s pet elementarnih. Dakako da je sve te dogadaje teSko rijeCima opisati na
prihvatljiv na€in, poput opisa u navedenom primjeru.

Ovom popisu dogadaja nedostaju joS dva: vet spomenuti dogadaj Q koji sadrzi sve elemen-
tarne dogadaje, te jedan dogadaj koji ne sadrzi niti jedan elementarni. (Ta pak ima bezbroj opisa,
poput, recimo: pojavio se broj veti od 8, pao je paran broj manji od 2, itd.)

*

* *

Dva istaknuta dogadaja I

Skup Q i samjedogadaj, on se ostvaruje pri svakomishodu pokusa. Nazivamo ga
stogasigurni dogadaj. Njegovaje suprotnost nemoguc dogadaj, koji se pri realizaciji
pokusa nikad ne moze ostvariti. Oznatavamo ga simbolom (.
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Primjer 2. Novci€ je baCen tri puta. U svakom bacanju biljeZzimo je li se pojavilo
pismo (P) ili glava(G). Odredimo @, elementarne dogadaje te nekoliko dogadaja
vezanih uz ovg) pokus.

> Elementarnih dogadajaima osam. To su

w1 = GGG, Wy = GGP, w3 = GPG, Wy = PGG,
g5 = GPP, e = PGP, w7 = PPG, wg = PPP,
(poredak nabrajanja nije vazan). Ovdje smo, kratkote radi, s GGP oznafili uredenu
trojku (G, G, P) i di¢no za ostale elementarne dogadaje. Siguran dogadaj sastoji se
od gornjih osam elementarnih. Evo nekoliko dogadajavezanih uz ovaj pokus (ukupan
broj dogadajaje 28 = 256):
A = {pismo se pojavilo jednom} = {w, w3, w4},
B = {pismo se pojavilo u drugom bacanju} = {w3, ws, w7, wg},
C = {pojavilo se barem jedno pismo i barem
jednaglaval = {wy, wg, . .., w7},
D = {pismo se pojavilo dvaput zaredom} = {ws, w7, wg}. <«

Prikazivanje dogadaja

Oznaka ) za nemogu¢ dogadaj nije ucajna. Oznakei mnoga svojstva operacija
sa skupovimakoriste se u istom obliku i sistim znaCenjemi u teoriji vjerojatnosti.

To se odnosi i na graficko prikazivanje dogadaja. lako €e se oni u vetini nasih
primjera sastojati od konatno mnogo elemenata, uobicajeno je dogadaje prikazivati
Euler-Vennovim® dijagramima. Siguran dogadaj Q skiciramo obi¢no u obliku nekog
pravokutnika, po volji odabrane dogadaje A, B,. .. obi¢no skiciramo kao nadlici 3.1.

Q

3. 3.1. Dogadaje prikazujemo Euler- B
Vennovim dijagramima

Ovakve skice pomazu nam da lakSe interpretiramo operacije s dogadajimai veze
medu njima.

Usporedivanje dogadaja

Kazemo da dogadaj A povlaci dogada) B ako redlizacija dogadaja A povlaci
realizaciju dogadaja B. To zna€i da B sadrZi sve elementarne dogadaje koji ulaze u
dogadaj A. Pisemo A C B, u skladu s zapisom iz teorije skupova. Koristimo takoder
i zapis A = B.

Govorimo joS. A je specijalni sluCg dogadaja B, B dijedi iz A, A jesadrzanu
B, A jedovoljan uvjet za B, B je nuzdan uvjet za A. Ovaraznolikost u oznakamai
nazivimagovori samo dajetaj pojam Cest i prihvaten u svakodnevnom govoru.

1 John Venn (1834-1923), engleski matematicar
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Primjer 3. Bacamo dvije kocke. Oznacimo dogadaje
A = {obabrojavetasu od 4},
B = {zbroj brojevanakockamaveti je od 8}.
> Vrijedi A — B, jer je zbroj brojeva koji su veti od 4 sigurno veti od 8.

Obrat nije ispunjen, jer zbroj brojevamoze biti veti od 8 i kad jedna kocka padne na,
recimo, 3, adrugana6. Tad se ostvario B, ali se nije ostvario A. «

Primjer 4. Bacamo dvije kocke. Oznatimo dogadaje:

A = {zbroj brojeva na kockamaveci je od 8},
B = {obabrojavetasu od 2}.

> Sad vrijedi A = B. Naime, zbroj brojeva ne moZze biti veti od 8 ako oba
broja nisu vetaod 2, jer inate najveti zbroj iznosi 2 + 6 = 8. |zvjezbajmo na ovom
primjeru razne naineizrazavanja:

e Dahi zbroj brojeva bio veti od 8, oba broja nuzno moraju biti veCaod 2 (B je
nuzdan uvjet za A).

e Zelimo li daobabrojanakocki budu vetaod 2, dovoljnoje danjihov zbroj bude
veCi od 8 ( A jedovoljan uvjetza B). «

¢

9. 3.2. Dogadaj A poviagi
dogadaj BOg AP

*

* *

Ukoliko vrijedi A Cc Bi B C A, ondakazemodasu A i B ekvivalentni ili
jednaki i pisemo A = B. Ekvivaentni dogadsji sastoje se od istih elementarnih
dogadaja.

Suprotnost ovoj situaciji je onau kojoj A i B nemaju zajednickih elementarnih
dogadaja.

Dogadaji A i B su digunktni, ako se istovremeno ne mogu ostvariti i jedan i
drugi*. KazemojoSdase A i B medusobno iskljucuju.

Q

9. 3.3. Digunktni dogadaji

1 Nije nuzno da se ostvari neki od ova dva dogadaja, moguce je dakle da se ne ostvari niti jedan od njih
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Primjer 5. Bacamo jednu kocku. Nekaje
A = {pao je paran broj},
B = {paojebroj 3}.
Tadsu A i B digunktni.

Primjer 6. NovCi¢ bacamo Cetiri puta. Istaknimo sljedete dogadaje:
A = {pojavilasu setotno tri pisma},
B = {pojavile su se ngjvi%e dvije glave},
C = {pojavilasetotno jednaglava},
D = {ostvario se niz PGGP}.

Razmidlite dobro i uvjerite se da vrijedi A € B, C ¢ B, D C B. Naddje,
dogadaji A i C ekvivaentni su, adogadaji A i D digunktni.

Algebra dogadaja

Familiju svih dogadaja koji se pojavljuju u nekom pokusu oznaCavat cemo s .7
i zvati algebra dogadaja. Rijec algebra ovdje sugerirada cemo na dogadajimamoci
initi izvjesne operacije nalik na algebarske.

Nekasu A, B dogadgji. Pomocu njih mozemo formirati nove dogadaje:

Unija dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja A,
B nazivamo unija, sumaili zbroj dogadajai oznatavamos AU B, A+ B,

Aili B.

3. 3.4. Unija dvaju dogadaja AUB

Presjek dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako su se ostvarilaobadogadgja A i B zove-
mo pregj ek, produkt ili umnoZak dvaju dogadajai oznaCavamogas ANB,

AB, Ai B.
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3. 3.5. Pregek (umnozak) dvaju /
dogadaja ANB

Upoznajmo ove operacije na primjerima.

Primjer 7. Bacamo jednu kocku. Istaknimo dogadaje
A = {paoje parni broj},
B = {pao je broj veti od 2}.
Ondaje
AU B = {paoje parni broj ili broj veti od 2}
= {paojebroj vetiod 1} = {2 3,4, 5, 6},
AN B = {paojeparni broj veti od 2} = {4, 6}.

Primjer 8. Pokus se sastoji od bacanjadvaju nov€ica. UoCimo sljedete dogadaje:

A = {glavanaprvom novcicu}, F = {barem jedna glava},
B = {pismo na prvom novcicu}, G = {barem jedno pismo},
C = {glavanadrugom novcicu}, H = {dvapisma},

D = {pismo na drugom novcicu}, | = {dvijeglave}.

E = {jednaglavai jedno pismo},

Odredi kojem su dogadaju ekvivalentni sljedeti dogadaji: BUD, BND, EUl, BUG,
BNnG, AUB, AnB, FUG, FNG.
> Postoje Cetiri elementarna dogadaja, to su uredeni parovi (P, P), (P, G),
(G,P), (G,G) koji odreduju mogucti rezultat na oba novCita. Te temo dogadaje
oznaCavati jednostavnijes PP, PG, GP, GG.
Razlicitih dogadajaima 2* = 16. Devet medu njima zapisani su gore (pronadite
preostalih sedam!).
Dabismo odgovorili napitanja, najjednostavnijeje odrediti elementarne dogadaje
od kojih se sastoje gore navedeni. Tako imamo
A = {GG, GP}, B = {PG, PP}, C = {GG, PG},
D = {GP, PP}, E = {GP, PG}, F = {GP, PG, GG},
G = {GP, PG, PP}, H = {PP}, | = {GG}.
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Sada ratunamo ovako:
BUD = {PG,PP,GP} = G,
BND = {PP} = H,
Eul ={GP,PG GG} =F
i di¢no u drugim slu¢gjevima. Dobivamo: BUG =G, BN G =B, AUB=Q,
ANB=0,FuG=Q,FNG=E.
Ovakav je nalin siguran, ai nije poucan. Svakako je korisnije pokusati nagornja
pitanja odgovoriti direktno, koristeti veznike kao oznaku operacije:
B U D = {pismo naprvom novc€icu} ili {pismo nadrugom novcicu}
= {barem jedno pismo} = G,
F N G = {barem jednaglava} i {barem jedno pismo}
= {jednaglavai jedno pismo} = E,
EU | = {jednaglavai jedno pismo} ili {dvije glave}
= {barem jednaglava} = F.
UCinite dli¢no za ostale primjere. «
* ¥ %

Korisno je uvesti i razliku dogadaja.

Razlika dogadaja. Komplement dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvari dogadaj A, a da se ne ostvari
dogadaj B, nazivamorazlikadogadaja A i B i oznatavamos A\ B, A—B.
Specijalno, dogadaj Q \ A nazivamo komplementom ili suprotnim
dogadajem dogadaja A. On se ostvaruje ako i samo ako se A nije ostvario.
Oznatavamogas A ili s A®.
9. 3.6. Razikadvaju do-

gadaja (lijevo) i komple-

ment dogadaja (desno AB

Zadatak 9. Uvjeritesedavrijedi A\B=ANB, A=A.

> Skicirajte dogadajeslijevei desne strane jednakosti Euler-Vennovim dijagra-
mima. <

x * ox

Operacije unije i preseka mogu se definirati i za nekoliko dogadgja. Unija n

dogadajaje dogadaj
A=A UAU...UA,

koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja Ay ,. . . An.
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AUAU..UA, ANAN..NA,
9. 3.7. Unija (lijevo) i pregek (desno) vise dogadaja

Pregek n dogadajaje dogadaj
ANAnN...NA,
koji se ostvario ako se ostvario svaki od dogadaja Ay, . . ., An.

De Morganovi zakoni

Vezaizmedu operacijakomplementiranja, unijei presjekaiskazanaje u sljedecim
formulama:

AUB=ANB (1)
ANB=AUB (2)
Teformule nazivamo de M organovi zakoni. Evo dikovneinterpretacije prveformule

—

[ N ==
N1 \
YOERD: B = iNe=
C\ A / 1l 7\ ad A

™N~N———T"] T 1 ~.
|
|
|

N1

11T
RN
D

AUB ANB
9. 3.8. De Morganovi zakoni
Dokazimo (1) koristeti skupovni zapis:
0w EAUB <= 0 ¢AUB <= wé¢Ain¢B
<~ weAiweB < weAnB.
Drugu formulu mozemo pokazati na slican natin. Medutim, korisno je vidjeti da

ona dijedi iz prve formule. Naime, kako za svaki dogadaj vrijedi A = A, mozemo
racunati ovako

AUB=AUB= po(1) =ANB,
teje

NB=AnNB.

2|
wl

AUB=
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Primjer 10. Algebra prekidata. De Morganove zakone mozemo ilustrirati kori-
steti se jednostavnim modelima serijskog i paralelnog spoja.

1. Serijski spoj. Nekau serijskom spoju dviju sklopki dogadaj A oznaCavadaje
prva sklopkaisklju€ena, adogadaj B daje iskljucenadruga sklopka.

1 2
A B

~ Vezaizmedu tofaka 1 i 2 neCe postojati ako se ostvari barem jedan od dogadaja
ATlE: { ne postoji veza} = AU B.
Vezaizmedu tih toCaka postojat €e ako se nije ostvario niti dogadaj A, niti dogadaj B
(nema prekidaniti najednoj sklopki):

{ postoji veza} = AN B.
Ova su dva dogadaja komplementarna. Zato vrijedi
AUB=ANB.
Dobili smo prvu de Morganovu formulu.
2. Paralelni spoj. Nekasu dvije sklopke spojene u paralelnom spoju:

/

A

/

B

Ondavrijedi:
{ne postoji veza} = AN B,
{postoji veza} = AUB=ANB. «

Zadatak 11. Uredgj je prikazan shemom na slici. Neka dogadaj A; oznaCava
prekid nadijelu i, i = 1, 2, 3. Odredi izraz za dogadaj

A = {uredgj je prestao s radom},
kaoi zadogadaj A.

A1

> Uredaj prestaje s radom ako se ostvari dogadaj A; i barem jedan od dogadaja
Ay, Az. Dakle,
A= Ai(ArUAg)
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i po de Morganovim formulama
A= A]_(AzUA3) :K]_UAzUAg:ﬂlUﬂz'ﬂ:g. N

*

* *

De Morganovi zakoni pooptavaju se nauniju i presek n dogadaja:
AU - UA=AN---NA
AN NA=A{U---UA

lustrirgjte ove formule pomocu serijskog i paralelnog spoja n sklopki.

Zadaci 3.1 I

1. Novci¢ bacamo dok se dva puta za redom ne pojavi isti znak, a ngjvise pet puta. OpiSite ele-
mentarne dogadaje u skupu Q i u sljedetim dogadajima; A = { pokus je zavrSen u treCem
bacanju}; B= { pokusje zavren u prvatri bacanja} . Odredite B.

2. U zari se nalaze Cetiri kuglice, dvije jednake bijelei dvije jednake crne. 1zvlatimo jednu po jednu
tri kuglice, ne vratajuci ih u zaru. OpiSite prostor elementarnih dogadaja. Odredite sljedete

dogadaje:
A = {prvajeizvuCenacrnakuglica};
B = {prvajeizvuCenabijelakuglica};
C = {bijelakuglicajeizvutena barem jednom};
D = {bijelakuglicaje izvutenatotno jednom};
E = {izvuCenajejednabijelai dvije crne kuglice} .

3. Bacamo dvije kocke. BiljeZzimo rezultat na svakoj od njih. Koliko ima elementarnih dogada-
ja? Koaliko elementarnih dogadaja imaju sljedeti dogadaji: A = {oba broja su parna},
B= {obabrojavetasuod4}, C= {razlikabrojevaiznosi 2} ?

4. Bacamo dvije kocke. Biljezimo rezultat na svakoj od njih. Nekaje A = { pojavio se broj manji
od3}, B= {zbroj brojevamanji jeod9}, C = { obabrojavetasuod4}. Iskazi rijeCima
dogadaje A, B, C. PokaZitedasu A i C disjunktni, baskaoi A i B. Uvjerite se da vrijedi
A = B, didanevrijedi A= B.

5. Bacamo dvije kocke. Biljezimo samo zbroj dobivenih brojeva. Koliko elementarnih dogadajaima
ovgj pokus?

6. Bacamo dvije kocke. Oznafimo dogadaje A = { zbroj brojevajeneparan}, B = { pojavio se
broj 1}, C = {naobjekocke paojebroj 1} . Opisite dogadaje AB, AC, BC, AU C, AB.

7. Nekasu A, B, C dogadaji. Iskazite s pomocu unijei pregeka ovih dogadaja dljedete dogadaje:

A. {ostvario se samo dogadaj A }; B. {ostvarilisuse Ai B,dinei C};
C. {ostvarilasu se svatri dogadaja} ; D. { ostvario se barem jedan dogadaj } ;
E. {ostvario setotno jedan dogads } ; F. {nijeseostvario niti jedan dogadaj } .

8. Sto semozereti o dogadgjima A, B, C zakojevrijedi ABC=A, AUB=A, AUBUC=A,
AUB=A, AUB=AB, AB=A?

9. Nekaje A C B. Cemu su ekvivaentni dogadaji AB, AUB, ABC, AUBUC?

10. Jesu li po volji odabrani dogadaji A i B ekvivalentni akojea) A= B, b) AUC = BUC,
¢) AC = BC, zaneki dogada) C.
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3.2. Vjerojatnost

Sad moZemo iskazati definiciju vjerojatnosti: to jefunkcijakojasvakom dogadaju
pridruzuje realan broj.

Vjerojatnost
Vjerojatnost je presiikavanje P : .# — [0, 1] definirano na algebri
dogadaja .7 , koje ima svojstva
1) P(Q) =1, P(#) =0 (normiranost),
2) akoje A C B, ondavrijedi P(A) < P(B) (monotonost),
3) akosu A i B digunktni dogadaji,ondaje P(AUB) = P(A)+P(B)
(aditivnost).
Broj P(A) nazivamo vjerojatnost dogadaja A.

Svojstva vjerojatnosti

| zvedimo neka dodatna svojstva vjerojatnosti koja dlijede iz same definicije.
Neka je A po volji odabran dogadaj, a A njegov komplement. Onda vrijedi
AUA = Q ipritomsu A i A digunktni. Zato, po svojstvimanormiranosti i aditivnosti
vrijedi
1=P(Q)=P(AUA) =P(A) + (A),
teje P(A) = 1 — P(A). Time smo pokazali:

Vjerojatnost komplementa
Zasvaki dogadagj A vrijedi P(A) = 1 — P(A).

x ¥ ox

PokaZimo sad kako se ratuna vjerojatnost unije u slucaju kad A i B nisu dis-
junktni. Pregek dvaju dogadaja cemo ovdjei svuda u nastavku pisati kao umnozak,
dakle bez znaka n.

Vjerojatnost unije
Zabhilo kojadvadogadaja A i B vrijedi

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB).

Da pokazemo ovo svojstvo, dogadaj A U B prikazat €éemo kao uniju dvagju dis-
junktnih dogadaja: _
AUB= AU (BA)
(vidi sliku 3.9). Sliéno tome, B mozemo rastaviti ovako
B=ABUBA
i ponovo su dogadaji s desna disjunktni.
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9. 39. Skup AuUB moze ’ .’

se ragtaviti na uniju dis-
junktnih skupova (lijevo).
Sic¢no vrijedi i za skup = —
(desno) AUB=AUBA B=ABUBA

Po svojstvu aditivnosti vjerojatnosti slijedi:
P(AUB) = P(A) + P(BA),
P(B) = P(AB) + P(BA).
Oduzimanjem dobivamo trazenu formulu:
P(AUB) — P(B) = P(A) — P(AB).

*

* *

Primjer 1. Nekasu A i B dogadaji, P(A) =
Odredimo P(AUB), P(A), P(B), P(AB), P(A

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB) = 0.7,
P(A) = 1- P(A) = 0.6,

P(B) = 1- P(B) = 05,

P(AB) = P(AUB) = 1— P(AUB) = 0.3,
P(AUB) = P(AB) = 1— P(AB) = 0.8,
P(AB) = P(A) — P(AB) = 0.2,

P(AB) = P(B) — P(AB) = 0.3. <

Konactni vjerojatnosni prostor I

Vjerojathosni prostor Q, koji poseduje samo konatno mnogo elementarnih
dogadaja nazivamo konacni vjerojatnosni prostor. Oznaimo njegove elemente,
Q = {w1, wy, ..., on}. Dogadg u ovakvu prostoru je svaki podskup od Q. Vjero-
jatnost bilo kojeg dogadajamoci emo odrediti ako znamo vjerojatnosti elementarnih
dogadaja, tj. ako poznajemo brojeve

p1 = P({w1}),

o = P({an}).
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Ovi brojevi imaju svojstvo
pr>0,....pn>0, p1+...+pn=1
Zaigta, kako je Q = {w1, wy, ..., on}, @ elementarni dogadaji su medusobno
disunktni,toje 1 = P(Q) = P({w1}) + ... + P({on}).
Neka je A € # hilo koji dogada. On se sastoji od nekoliko elementarnih
dogadaja:
A= {wi,, 0i,, ..., oy}

Vjerojatnhost dogadaja A ratunamo tako da zbrojimo vjerojatnosti tih elementarnih
dogadaja
P(A) =pi, + Pi, + ...+ Piy-

*

* *

Opi&imo nekoliko jednostavnih modela konatnih vjerojatnosnih prostora.

e Novcic. Dvasu elementarnadogadgjas w; = P, wo = G. Akojenovci€ispra-
vani nacin njegovabacanjauobicajen, ondaje prirodno pretpostaviti dasu vjerojatnosti
pojavljivanjaobaju ovih dogadajajednake: py = P({w1}) = 3, p2 = P({w2}) = 3.

e Neispravni novCic. JoS uvijek postoje dva elementarna dogadaja w; = P,
wp = G. Medutim, zbog nesimetri¢nosti novcica ili mozda zbog naCina njegova
bacanja, jedna njegova strana, recimo P, pojavijuje se ¢eSte nego druga. Sad je
P1> P2

eKocka. Zaispravnu kocku prirodno je uzeti pi = P({wj}) = %, za svaku

od Sest mogucnosti na koje kocka moze pasti. Za dogadaje vezane uz po%s bacanja
kocke imamo na primjer:

P({paojeparanbroj}) = P({2, 4, 6}) = g,
P({pao jebroj veti od 2}) = P({3,4,5,6}) = g

« Bacanje dvaju novtica. Cetiri su elementarna dogadaja, iako na prvi pogled
postoje tri razliCitaishoda: dvapisma, pismoi glava, te dvije glave:

1. novCic 2. noveic

w, — paoje P P
wy; — paloje P G
w3 —paoje G P
w4 — paloje G G

Da bismo lak%e mogli razlikovati elementarne dogadaje w, i w3z, mozemo zamidliti
da bacamo dvarazliCita novcicaili dajedan novCi€ bacamo dva putal

e Bacanje dvaju novci€a, drugi model. Po pisanim dokumentima, francuski je
veliki matematiCar i enciklopedist d’ Alembert (1717-1783) u ovom primjeru postavio
samo tri elementarna dogadaja:

w1 = {palasu dvapismal,
w2 = {palojejedno pismoi jednaglava},
w3 = {palesu dvije glave}.
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| ova je pristup ispravan! Medutim, vjerojatnosti ovih elementarnih dogadaja nisu
jednake,* vet morabiti P(w1) = 1, P(wp) = 3, P(w3) = 5.

e Bacanje dviju kocki. Postoji 36 elementarnih dogadaja. Da bismo razlikovali
dogadaje poput (2,5) i (5,2), mozemo zamisliti da su kocke obojene razlicitim bo-
jamaili pak da umjesto dvije kocke istovremeno, bacamo jednu kocku dva puta tako
da znamo koji je rezultat na prvoj, a koji rezultat na drugoj kocki. Ako su kocke i
nacin bacanjaispravni, prirodno je pretpostaviti dasu svi elementarni dogadaji jednako
vjerojatni.

Primjer 2. lzvla€imo na sretu jednu kartu iz snopa od 52 karte. Kolika je vje-
rojatnost da je ta karta Q (dama). Kolika je vjerojatnost da je njezina boja & (pik).
Kolikaje vjerojatnost daje ta kartadamaili pik boje?

> Oznalimos A i B dogadaje:

A = {izabranakartaje dama},

B = {izabranakartaje pik boje}.
Kako postoje Cetiri dame, vjerojatnost dogadaja A je P(A) = 5= 13
pik boje paje P(B) = é—g = % Tre€i je dogadaj C unija prvih dvaju. Prvi dojam
da je broj povoljnih ishoda jednak 17 = 4 + 13 pogreSan je, jer dogadaji A i B

13 jekarata

nisu digunktni. Njihov je presiek AB pikova damal Zato je P(C) = é—g = 1%
Primjetimo daje ovdje P(AB) = 5—12 i davrijedi:
P(AUB) = P(C) = 4_1,1 1 P(A) + P(B) — P(AB). «

13 13 4 52

Primjer 3. Zeleti se naZaliti s prijateljima u igri Monopola, djetak je izbrisao
jednu tocku sa strane kocke koja oznatava broj 5, aucrtao dvije na stranu nakojoj je
broj 1, tako da njegova kockaima sljedete brojeve na svojim stranama: 2, 3, 3, 4, 4,
6. Kolikaje vjerojatnost sljedetih dogadaja, ako bacamo ovakvu kocku:

A = {pojavio se paran broj };
B = {pojavio se broj veti od 2};
C = {pojavio se broj 5}.

> Pokus bacanja kocke ima €etiri mogu€aishoda: w1 =2, wo =3, w3 =4 i
w4 = 6. Ako pretpostavimo da je kocka bilaispravna, tad je razumno pridijeliti ovim
elementarnim dogadajima vjerojatnosti

p=P{o1}) = § P2=P({w2}) = 3, p3=P({ws}) = 3, pa=P({wa}) = 5.

Dogadaju A odgovaraju sljedeti elementarni dogadaji: A= {w;, w3, w4}, teje

1 1 2

1
P(A>:pl+p3+p4:é+§+6:§-

1 Veliki autoritet d’ Alembert tvrdio je da su svatri elementarna dogadaja jednako vjerojatna
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Dogadaju B odgovaraju elementarni dogadaji B = {wp, w3, wa}, teje
1 1 1 5
P(B>_p2+p3+p4_§+§+6_é‘
Mogli smo ra€unati pomocu suprotnog dogadaja: B = {w; }:
_ 1 5
PB)=1-PB)=1-p=1-2=¢
Dogada C je zaovu kocku nemogug, P(C) = 0. «

Klasi€ni vjerojatnosni prostor

Promatrajmo pokus koji ima konatno mnogo ishodai u kojem je razumno pret-
postaviti da su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni (poput bacanja ispravnog
novCica, kocke, izvlatenjabrojau LOTU, lutriji ili ruletu, izbor karteiz snopai d.).

Nekaje Q = {wy, ..., on} SKkup svih elementarnih dogadajai py, ..., pn pri-
padne vjerojatnosti. Kako su svi ti brojevi jednaki, anjihov je zbroj 1, vrijedi

1 .
p=PHo}) =5, i=1...N
Ovakav vjerojatnosni prostor nazivamo klasi¢ni vjerojatnosni prostor jer se problemi
iz kojih je izniklateorija vjerojatnosti mogu opisati ovim modelom.
Nekaje A C Q bilo koji dogadaj. Da bismo izratundi vjerojatnost dogadaja A,
nije nam vi%e potrebno znati koje elementarne dogadaje A sadrzi, ve€ samo njihov
broj. Naime, ako A sadrzi M elementarnih dogadaja, A = {wj,. ..., wiy },tadje

1 M

Ovu formulu mozemo interpretirati na sljedeti nacin: Svaki elementarni dogadaj
nazovimo mogu¢im ishodom (svi su jednako vjerojatni). Tako je

N = broj svih moguéih ishoda
Elementarne dogadaje koji su sadrzani u A nazovimo povoljnimazadogadaj A:
M = broj svih povoljnih ishoda

B ——12"— - = = 5]
Pierre de Fermat (Beamont-de-Lomagne 17. kolovoza 1601.

— Castres ili Toulouse 12, sijeCnja 1665.) francuski je matema-
ticar. Po zanimanju bio je pravnik. Za Zvota nije objavljivao
svoje matematicke radove, veC je to ucinjeno_tek nakon njegove
smrti. Zajedno s Pascalom drzi se osnivatem teorije vjero-
jatnosti. Pomogao je u zasnivanju analiticke geometrije kao i
diferencijalnog 1 integralnog racuna. U fizici je dokazao da se
zraka svjetlosti lomi tako da svjetlo bira put koji ¢e prevaliti u
najkratem vremenu. Najpoznatiji_je po tvrdnji nazvanoj njemu
u Cast velikim (ili podjednjim) Fermatovim teoremom u kojoj
navodi da jednadzba x" +y" = 2" nema cjelobrojnih rjesenja
za prirodni broj n > 2. Fermat je na rubu knjige napisao da je
pronaSao Cudnovat dokaz te tvrdnje, no da je margina premalena
da ga zapiSe. Tu tvrdnju preko tri stotine godina nije nitko uspio
dokazati, iako je bilo objavijeno na desetke pogresnih rjesenja a
broj matematiCara i inih koji_su problem pokusali rijesiti mjeri
se stotinama tisuca. Pri pokuSaju njegova rjeSavanja zasnovana
su Citava nova podrugja matematike. Dokazao ga je 1995. g.
engleski matematiCar A. Wies slozenom matematickom tehnikom.
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