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Drage ucenice i dragi u¢enici!

Pred vama je 2. dio udzbenika za 8. razred osnovne Skole. Dio je udZbenickog komple-
ta koji se sastoji od dviju knjiga, a svaka je namijenjena jednom polugodistu. Udzbenik
ima i elektronsku inacicu u kojoj se kao dodatni materijal nalazi cijeli spektar aktivnosti
kojima se uvjezbava, ponavlja gradivo, pa i vrednuje postignuti napredak.

U udZbeniku je svaka cjelina podijeljena na pojedine nastavne teme i jedinice koje
sadrze uvodni problem, obradu matematickog sadrzaja, nekoliko primjera te zadataka.
Svaki od tih elemenata istaknut je bojom koja oznacava razli¢itosti matematickog sa-
drzaja. Tako su na svjetlosmedoj podlozi dani primjeri, stranica zadataka je obojena,
a prosireni je matematicki sadrzaj za one koji Zele znati viSe dan na plavoj podlozi.

Tijekom cijele godine u svladavanju gradiva prate vas Ana, Darko, Lucija, Marin i
Robotko.

U elektronickoj inacici udZbenika svaki je primjer popracen sli¢nim interaktivnim
zadatkom kojemu je svrha procjena razumijevanja prethodnog sadrzaja.

U tiskanom udZzbeniku uputu na takve digitalne materijale potraZite pod znakovima
i

U elektronickoj ¢ete inacici udzbenika naci i krizaljke, bojanke, kvizove, sloZenije
zadatke 1 druge materijale koji pomazu ostvarivanju ishoda u¢enja. Ishodi i klju¢ni
pojmovi usko vezani za pojedinu nastavnu cjelinu nalaze se na pocetnoj stranici cje-
line, a udzbenik je osmisljen tako da éete moci odabrati vazne informacije, biljeziti
ih 1 organizirati te primijeniti u zadatcima, prepoznati i odrediti koji su pristupi rjeSa-
vanju zadataka korisniji za ostvarivanje ciljeva. Moc¢i ¢ete procijeniti koliko uspjeSno
rjeSavate odredeni zadatak te s lako¢om povezati sadrzaje ucenja sa svakodnevnim
Zivotom.

Autori
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5 Skup realnih brojeva

B

U ovom ¢es poglavlju saznati sto je: ,

= iracionalni broj = clementarni dogadaj
= realni broj = vjerojatnost

= skup realnih brojeva = teCajna lista

= periodi¢ni broj = kamate na Stednju

= slucajni dogadaj 1 kredit.

. Oni koji zele znati viSe moéi ¢e:

= istrazivati vezu izmedu nazivnika racionalnoga broja i njegova decimalnog zapisa.
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Nakon ovog poglavlja modi ¢es:

= imenovati 1 opisati skupove brojeva N, Z, Q, 11 R i njihove odnose (podskup, presjek,
komplement)

prikazivati odnose medu skupovima Vennovim dijagramom

navesti karakteristiéne primjere brojeva iz pojedinoga skupa, presjeka skupova ili
njegova komplementa

odredivati pripadnost brojeva skupu

odredivati pripadnost rjesenja jednadzbe pojedinom skupu brojeva
pojednostavnjivati algebarske izraze u skupu R zbrajanjem, oduzimanjem, mnozenjem
i dijeljenjem primjenjujuéi svojstva ratunskih operacija

opisivati vjerojatnost slu¢ajnoga dogadaja

razlikovati skup povoljnih dogadaja od skupa elementarnih dogadaja

procjenjivati i raunati vjerojatnost zadanoga dogadaja

racunajudi vjerojatnost, donositi odluke

koristiti se te€ajnom listom

interpretirati te¢ajnu listu (kupovni, srednji, prodajni tecaj)

preraunavati valute

opisivati pojam kamate na $tednju i kamate na kredit na primjeru iz stvarnoga zivota
usporedivati i tumaditi kamate na stambeni i gotovinski kredit

interpretirati otplatnu tablicu kredita preuzetu s mreZznih stranica banke za

zadane rokove

na temelju podataka s mreznih stranica banke raCunati omjer (postotak) nov&anoga
iznosa vraéenog otplatom kredita i kreditnoga zaduzenja

upravljati osobnim financijama i prepoznati tijek novca

prepoznati vaznost odgovornog poduzetnistva za rast i razvoj pojedinca i zajednice
procijeniti i odabrati potrebne medu pronadenim informacijama

odgovorno upravljati prikupljenim informacijama

donositi odluke na temelju analiziranih podataka.
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SKUP REALNIH BROJEVA

SKUP PRIRODNIH BROJEVA
N ={1,2,345, -}
N, = {04, 2, 55dat -}

O skupov\ma
smo govorili u prethodnim
razredima, ali potrebno je
progiriti znanje o skupovima.
Postaji li broj kaji ne pripada
viti jednom od navedenih
skupova?

SKUP CIJELIH BROJEVA
2={..-3,-2,1,0,4, 2,3, ..}

u.,_ SKUP RACIONALNIR BROJEVA
ﬂ@ﬂ 1 a

@@ Q={r|aez/,beu\l}
S

Primjer 1.

Kojem od skupova N, Ny, Z i Q pripadaju sljedeci brojevi:
3 21

_ i 152
2, 1 30 0 i 1.57

Rjesenje:
—2 ¢ N, —2 ¢ No, —2¢e€Z —-2€Q
3 3 3 3
e e ~d7 e
4 ZN, 4 & No, 4 ¢ 4 €Q
21 21 21 21
==1 —==17 —=T7€Z — =7
3 €N, 3 € No, 3 € 3 €Q
0 &N, 0 € No, 0eZ 0€Q
—1.5¢N, —1.5 € Ny, —1.5¢7Z —-1.5€Q.

Rjesenje graficki prikazujemo Vennovim dijagramom.

Uoc¢avamo da vrijedi:

NENoCZCQ

Takoder moZemo zakljuditi:
NNNo =N, NNZ =N, NNQ=N,
No NZ = Np, No N Q = Ny, 7Z7NQ=7.
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Skupovi N, Z i Q

Primjer 2.
Kojem skupu pripadaju rjeSenja sljedecéih jednadZzbi:

a) 3 — 8x = 19 b) 4=-3(x—2)+16 Ogs5s-TY_ 1 2
Rjesenje:
a) b)
4=-3(x-2)+16
4=-3x+6+16
4+3x=22
3x=22—-4
3x=18/ :3
x=6€N

3—8x=19
—8x=19-3
—8x =16/ :(-38)
x=-2¢el

lako je —2 € Z i
—2 €Q, zapisujemo
da —9 pripada

onow skupu koJ\

Je podskup
drugog.

c)

4—y y
5—-— 2 =1—-2/-6
2 3/

30-3(4—y)=6—2y
30—124+3y=6—2y

18+ 3y=6—2y
18 +3y+2y=6

Za potetak
wmnogimo cijelu
Jednadzbu sa 6
da izbjegnemo
razlomke,

18+ 5y=6
S5y=6—18
S5y=-12/ :5
12
)’——?GQ

12
Broj -5 mogli smo zapisati i u decimalnom zapisu:

T S 12:5=24

> 20
Broj —2.4 je broj koji ima jednu decimalu, tj. ima konacan broj decimala.

Radna verzija, 2021-04-28



SKUP REALNIH BROJEVA

. 1 — . .
Ako Zelimo broj 3 zapisati u decimalnom zapisu, raCunamo:

1:3=0.333...
10
10
10

Broj 0.333... ima beskona¢no mnogo deci-
mala koje se stalno ponavljaju.

Ta totkica
iznad 3 znadi da
se znamenka 3
ponavlja i ponavlja
i ponavlja..

KaZemo da je broj 0.333. ..

. Decimala koje se ponavlja je
znamenka 3. Ta znamenka je broja
0.333. .. koji krace zapisujemo 0.3.

Period moZe biti i skupina znamenaka.

1
Prou¢imo decimalni zapis razlomka 5 .

15:11 =1.3636... = 1.36
40
70
40
70

Broj 1.36 je takoder periodi¢an decimalan broj.

17
Pogledajmo joS decimalni zapis razlomka -

17:7 =2.4285714 ... = 2.428571
30
20
60
40
50
10
30

Period broja 2.428571 je skupina znamenaka 428571.
Brojevi 0.3, 1.36 i 2.428571 nazivaju se i

Prouc¢imo li decimalni zapis broja < mozemo uociti decimalni zapis koji je beskonacan,

ali nije cisto periodi¢an.

2 =25:6=4.1666...=4.16
° 10 /N
40 pretperiod period
40
40

Broj 4.16 je primjer
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SKUPOVi N’ Z Q m

U broju 4.16 ponavlja se znamenka 6, a znamenka 1 koja je decimala ispred perioda naziva
se pretperiod.

Uoc¢imo da u mjeSovitom periodi¢nom decimalnom broju moZe postojati jedna ili viSe
decimala koje se ne ponavljaju i jedna ili viSe decimala koje se ponavljaju.

Primjer 3.

Spojimo parove.

Cisto periodicni
0.00000001 decimalni broj
~104.5 - :
broj ima konac¢ni
25603 decimalni zapis
3547812 mjesovito periodi¢ni
decimalni broj
Rjesenje:
Cisto periodicni
LTI decimalni broj
~104.5 - ;
broj ima kona¢ni
25603 decimalni zapis
3547812 —— | mjeSovito periodicni
decimalni broj
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SKUP REALNIH BROJEVA

Prouc¢imo sljedece tri tablice.

31

5.5

11 . ,
> g 0.8 5 2.06
19 . . 5 ,
= 3.8 ; 0.714285 T 0.46
7 34 . 9 .
= 1.75 — . — 204
1 T 3.09 11 0.2045
32 . . 503 .
75 1.28 % 2.031746 300 1.676
37 400 . . 185 .
— 0.0037 — . — 2.5694
10000 117 3418803 72
_ 72 —5.
9 0.075 9=3 | A
40 T=17 cvgiségv ‘ 12=23.3 mjeSovito
- _ periodic¢ni 44 — 24 .11 periodicni
2=2 | 1 2” decimalni 5 ,  decimalni
5=5 konaéni 63 =3--7 brojevi 300=2-3-5 brojevi
4=2 cee il 117=3%-13 72 =2%.3
zapis L
_ 52
5= 54 . nema ni barlem
10000 = 32 -5 fag)ira jgdﬁm od
40=23.5 aktora
| faktora 5 2
samo faktori
2i/ili 5

U decimalnom prikazu neskrativog razlomka g (a € Z,

b € N) moguce je da je taj zapis:

Ako Je
razlomak skrativ,
prvo ga moramo
skratiti i tada
pogledati
nazivnik‘

e konacan

e beskonacan i Cisto periodi¢an

e beskonacan i mjeSovito periodican.

Bit ¢e konacan ako rastav nazivnika b na proste faktore sadrzi
samo faktore 2 i /ili 5 ili ako je b = 1. Ako rastav nazivnika
b, b # 1, ne sadrzi niti faktor 2 niti faktor 5, prikaz razlomka

a ) N . ey . .
— u decimalnom zapisu bit ¢e Cisto periodi¢an decimalan broj.

Preostaje situacija kada rastav broja b osim faktora 2 i /ili 5 sadrzi jo§ neki prosti faktor

N . . . . . a R . ey
razli¢it od 2 i 5. Tada je decimalni zapis razlomka b beskonacan i mjesovito periodic¢an.
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SKUPOVi N’ Z Q m

Primjer 4. n

Ispravi pogresku u tablici koja povezuje razlomak s vrstom njegovog decimalnog
zapisa.

123

+

128
El
85

230
93
15
60

Rjesenje:

123

128 +

3
85
230
93
15
60
128 = 27 85=15-17 93 =3-31 60 =2%.3.5
~— A Z = ~~

/

+

~~

% im'a konacan 8a_5 jeimjtiéovito % : je c?jsto % jc‘mj.ev§ovito
decimalan periodic¢an periodi¢an periodi¢an
zapis decimalan broj  decimalan broj  decimalan broj
ako je ako je ako je ako je

D(a,128) =1 D(a,85) =1 D(a,93) =1 D(a,60) =1

g i 1 @ su neskrativi razlomci 1 rastav nazivnika na proste faktore
1287 85 93 .

. .15, o < . .
nam daje to¢no rjeSenje. Broj 0 ° skrativ i prije proucavanja nazivnika moramo ga

Brojevi

15 1 1
skratiti a0 = 2’ ad=2%te 1 ima konacan decimalan zapis.
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10

SKUP REALNIH BROJEVA

Kojemu od skupova pripadaju brojevi:

> 4.3, _—70, —2.67, 451 0?

-3 Z _
72’ —14

Prepisi u biljeznicu tocne tvrdnje:

a) NoCNCZ b) QNN =N,
¢ ZNN=N d Q" uUQ"=Q
e) NUNy = {0} f) ZnQ=10
g) NUZ=7 h) fuQ=Q.

PrepiSi u biljeZnicu i umetni neki od znakova
e, ¢,N, Cili U tako da tvrdnje budu to¢ne:

a0 |N b) —%DZ

c) N()DNZN d) NOI:‘N:N()
o Q| ]o Ho | o =0
g 24| |z m 14 ]Q.

U biljeznicu nacrtaj Vennov dijagram te upisi
brojeve

-9 _100, 4.0, &, —0.702, 04

-5 25 2 3

na odgovarajuée mjesto.

Napisi jedan:

a) cijeli broj koji je ujedno i element skupa Ny
b) racionalni broj koji je cijeli, ali nije prirodan
¢) prirodni broj koji nije racionalan.

Ima li jednadzba

3x—11=5(x—8)+26

rjesenje u skupu cijelih brojeva?

Kojem skupu brojeva pripadaju rjeSenja sljede-
¢ih jednadZbi:

a) x+14=172

¢ 3—(x+4)=23x
d) —1+2x=4+8x—11)
e) 2(x+8) =14

f) -8=3(x—-9)—1lx

g 5—2(x—8)=4x+15
h) —7x=11—-4(2x+17)?

b) —2x=11

Imaju li zadane jednadZbe rjeSenje u skupu pri-
rodnih brojeva:
5 2

a) gx:x—g

1
b) 4x— £ =25

x+1 1
3 — = -
c) 5 4x
1 5-—2x
d 0.7=-— ?
) 3 2

Je li jednadzba rjesiva u skupu Z:

a) (x+3)(x+4) =2

b) 14 — Tx(x+2) = —7(x + 2)?

o |x =21 d) 2x| =3
e) 2(x—5)2 +x* =8+3x

f) —2(x—8)(2x+4)=—-8—4x2?

Rijesi jednadZbe:
25
2=9 b) ¥ ===
a) x ) x 36
¢) x> +400=0 d »-036=1
3 4
—-52=16 ) = = —=_
e) (x—15) ) 4x 5

U biljeZnici popuni tablicu.

jednadzba je jednadzba je jednadzba je
rjesiva u rjesiva u rjesiva u
skupu N skupu Z skupu Q

naziv

jednadzbe
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Zapisi sljedece razlomke kao decimalne bro-
jeve i napisi koje je vrste napisani decimalni
broj:

73 9 11
D 1o Do 9 1
5317 _417 9
e . £ 2
D -0 © 1o ) 3
91 29 311 ~19
or 29 3L L 19
g) 5 )20 i) 25 )] 1

Zapisi zadane brojeve u decimalnom obliku i
napisi koje je vrste napisani decimalni broj:

19 172 5

_ by = 2
a) 3 ) 9 c) 7

13 48 4

e _*° f) 8§
D o T ST

4 81

2o - =g
® 5 L TR AT

ZapiSi zadane brojeve u decimalnom obliku i
napisi koje je vrste napisani decimalni broj:

7 5 53 4
3 3 29
Y fn — =
© 23 ) 26 ® 3
15 . 307 59

h -5 V3% T

Ispravi pogreske u sljedecim recenicama.

Razlomak % mozewo zapisati kao decimalni
broj s konagno wnogo decimala jer je nazivnik
djeljiv s brojem 5, a razlomak 16 wmogemo
zapisati kao wjegovito periodiZan decimalni broj
jer braj 44 u rastavu na proste faktore ima

broj  kao faktor, a uz to i faktor 14.

Odredi 105. znamenku broja:

2 -5 —8 9
vy P 95 Yy
Sljedeée decimalne brojeve zapi$i kao neskra-
tive razlomke:

a) 2.47 b) —30.008
¢) —8.4 d) 21.000001
e) 302.4 £) —25.02
g) —6.703 h) 0.00021
i) —51.8 j) 2.2222.

Skupovi N, Z i Q

Usporedi brojeve:
a) 3.4i34 b) —0.72i —0.72
¢) —0.012i —0.02 d) 2.13i29
e) —100.56 i —100.1f) 312.4 i 312.4103.
Poredaj po velicini brojeve:

34.8, 34.083, 34.9, 34.51 i 34.8
pocevsi od najveceg.

Poredaj po veli¢ini brojeve:

—11.4, —114, —11.0999, —11.9, —11.44, —11.409

pocevsi od najmanjeg.

Prepisi u biljeznicu i spoji broj s vrstom zapisa.

42
broj ima konacni
~0.000134 decimalni zapis
2701 gisto periodi¢ni
decimalni broj
—0.49
725.438105 mjeSovito
periodicni
: . decimalni broj
—27.11234

-71 4 -1 . -9

7
= "4 250000 19 18 18
imaju konacni decimalni zapis?

Koji od brojeva:

IzraCunaj i rjeSenje zapisi kao decimalni broj:
a) 3—2:447:(-3)

b) 4.51 —3-:0.17 + 4.207

c) 264+0.8-2—(-3):2.

IzraCunaj i rjeSenje zapisi kao decimalni broj:

b) —142+402: (1 _ %)

21 1 1
— =2=3=.
95 %y
Izracunaj i rjeSenje zapiSi kao decimalni broj:
1 8 2
46 — - 1 (-2 b) —-+-:3
a) 7 (—=2) ) —3+z

11
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m SKUP REALNIH BROJEVA

5.2. Skup iracionalnih brojeva

Racionalni broj je svaki broj koji se moZe zapisati kao razlomak ¢iji je brojnik cijeli, a
nazivnik prirodni broj.

Proucavali smo nazivnike neskrativih razlomaka i zakljucili:

» ako je nazivnik broj koji je djeljiv samo s 1, 2 i/ili 5, tada je decimalni zapis tog
razlomka konacan

o ako je nazivnik broj (razli¢it od broja 1) koji nije djeljiv niti s 2 niti s 5, tada je
decimalni zapis tog razlomka beskonacan i ¢isto periodican

o ako je nazivnik broj koji je djeljiv s 2 i/ili 5, ali je djeljiv s jo§ nekim prostim
prirodnim brojem razli¢itim od brojeva 2 i 5, tada je decimalni zapis tog razlomka

beskonacan i mjeSovito periodican.

Dakle, decimalni zapis svakog racionalnog broja je ili konacan ili beskonacan periodi¢an.

DECIMALNI BROJEVI

BROJEVI S KONAENIM BROJEVI S BESKONACNIM
DECIMALNIM ZAPISOM DECIMALNIM ZAPISOM
(npr. 045) / \
PERIODIENI NEPERIODICNI
DECIMALNI BROJEVI DECIMALN| BROJEVI

(mpr. 0:450450045...

&I1STO PERIODICNI MJESOVITO PERIODICNI
DECIMALNI BROJEVI DECIMALNI BROJEVI
(npr. 045) (npr. 045)

Neperiodi¢ni decimalni brojevi su brojevi koji se ne mogu

U kaji ¢emo skup
swjestiti neperio&iéne
decimalne brojeve?

zapisati kao neskrativi razlomci oblika b’ pri ¢emu je a

cijeli, a b prirodni broj.

Kada bi to bilo moguce, tada bi broj » bio ili djeljiv samo
s 1, 2 1/ili 5 ili ne bi bio djeljiv niti s 2, niti s 5 ili bi bio
djeljivs 2i/ili 5, ali i s jo§ nekim prostim prirodnim brojem
razli¢itim od 21 5.

Ali, tada bi decimalni zapis bio ili konacan ili beskonacan cisto periodican ili beskonacan
mjeSovito periodican, a to nije slucaj.

Dakle, brojevi s beskona¢nim neperiodi¢nim decimalnim zapisom ne mogu se zapisati

a .y . ce 1. . . . TV . . .
razlomkom b pri ¢emu je a cijeli, a b prirodni broj. Neperiodi¢ni decimalni brojevi tada
ne pripadaju skupu racionalnih brojeva, tj. ne pripadaju skupu Q.

Kazemo da oni ¢ine skup iracionalnih brojeva.

12
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Skup iracionalnih brojeva

Skup iracionalnih brojeva

je skup svih brojeva ¢iji je decimalan zapis beskonacan i
neperiodi¢an. Skup iracionalnih brojeva oznac¢avamo sa I.

Primjer 1.

Navedimo nekoliko brojeva s beskona¢nim neperiodi¢nim decimalnim zapisom, tj.
navedimo nekoliko iracionalnih brojeva. Koliko je elemenata u skupu 1?

Rjesenje: To su na primjer sljedeci brojevi:
0.123456789101112131415161718.. ..
0.102030405060708090100110120130140150160. . .
0.1122334455667788991010111112121313141415151616.. ..

—0.123456789101112131415161718.. ..

—0.102030405060708090100110120130140150160. . .

—0.1122334455667788991010111112121313141415151616.. ..
1.123456789101112131415161718.. ..
2.123456789101112131415161718 . ..
3.123456789101112131415161718 . ..
4.123456789101112131415161718.. ..

Ocigledno je da je (zakljuc¢ak mozemo
temeljiti ve¢ samo na ¢injenici da je i prirodnih brojeva beskona¢no mnogo te ako
proucimo posljednja Cetiri broja koja smo naveli i koji se nastavljaju bez kraja).

Prisjetimo li se gradiva 7. razreda, uocit ¢emo da smo rekli kako je broj 7= beskonacan
neperiodi¢an decimalan broj.

Dakle, broj w = 3.141592653589793238462643382 . .. je iracionalan broj.

Takoder, v/2 i v/3 u svojem decimalnom zapisu imaju beskona¢no mnogo decimala
i taj je zapis neperiodi¢an. Stoga su v/2 i v/3 iracionalni brojevi.

Primjer 2.
Vrijedi li v/a € I, pri emu je a bilo koji nenegativan racionalan broj?
RjeSenje: Ne vrijedi, npr. V4 =2 ¢ I. Takoder V9 =3 ¢1, V16 =4 ¢1.

Vrijedit ée v/a € T samo ako broj a nije kvadrat nekog racionalnog broja.

5 /100 10
Dakl —cl,ali /— = — 1.
a e,\/ZG ,ali 9 3 o4

13
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SKUP REALNIH BROJEVA

Buduéi da brojevi 7, V2, V3, V5, V6, V7... imaju bes-
kona¢no mnogo decimala koje se ne ponavljaju, mi ¢emo pri
rac¢unanju s njima cesto koristiti njihove pribliZne vrijednosti.

Primjer 3.
Je li broj 24/2 iracionalan broj?
RjeSenje: Kada bi broj 2v/2 bio racionalan broj, tada bi vrijedilo

2\/5:%, acZ, beN,

ali podijelimo li tu jednakost s brojem 2, tada vrijedi
a
2= = €Z, 2beN.
\/_ 2b ) a )
To bi znaéilo da je v/2 racionalan broj, §to nije to¢no.

Zakljuéujemo da je broj 2+/2 iracionalan broj.

Primjer 4.

Koji su od sljedecih brojeva iracionalni:

a) 33 b)4+nr ¢) 2.5070070007
d) (V11 -35)(V11 +5) e (V7 +1) f)1/1%+1?
Rjesenje:

a) 3v3ecljerje V3el

b) 4+ m €1 jerje m € I i njegov decimalni zapis je beskonacan i neperiodican te
broj za 4 veci ima takoder beskonacan neperiodi¢an decimalan zapis

c) 2.5070070007 je mjeSovito periodican decimalan broj te vrijedi
2.5070070007 ¢ 1

d (VII-5(11+5)=11-25=-14¢1

e) (VI+1)2=74+2-VT-1+1=8+2V7¢€l

/1 /1 9 3
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Koji su brojevi iracionalni?

NapiSi tri iracionalna broja.

Koji su od sljedecih brojeva racionalni:
a) —2.54

b) 3.01020304...

¢) 5074211078999.9
d) —0.56575859510511 ...
e) 101.01001000100001 ...?

Koji su od sljededih brojeva elementi skupa 1:

a) V25 b) —V/19 ¢) V21 d) V20

50 /10 /1
e) \/; f) — g) BB?

U biljeZznicu nacrtaj Vennov dijagram za sku-
pove I i Q te smjesti zadane brojeve u jedan
od tih dvaju skupova:

. 600
V7, —0.567, —314, o — /0.

U kojem su odnosu skupovi Q i 1?

U biljeznici dopuni brojeve tako da budu raci-
onalni i veci od broja 1:

a>% b>\/%

Napisi sva rjesenja.

U biljeZnicu prepisi samo to¢ne tvrdnje.
a) Broj —/2 je iracionalan.

b) Broj v/17 je racionalan.

¢) Broj 17+/2 je iracionalan.

d) Broj 8m je racionalan.

e) Broj 2.4\/§ je iracionalan.

Moze li umnozak racionalnog i iracionalnog
broja biti racionalan broj?

Koji su brojevi racionalni:

a) 3+7m b) vV2+ V4
0 —V3+5/3 d) 2v4

e) Tm—8m+m?

Skup iracionalnih brojeva

Moze li zbroj dvaju racionalnih brojeva biti ira-
cionalan?

Moze li zbroj racionalnog i iracionalnog broja
biti iracionalan broj?

Moze li zbroj dvaju iracionalnih brojeva biti
element skupa Q?

Koji su od sljedecih brojeva iracionalni:

a) V2++2 b) (v3—1)?
9

o (3V22+vV7T A 3n—-n

3
e) —\/— 0.5(1 + v/17)
f) (9-n)(9+m)
) (4 - VI5)(4+V15)
h) 212 — 43
i) (5+2v2)?
 3-Vv8)(3+2v2)
k) (1-V3)%2+V3)
) 17 +2V19
m) /576 + 1.4
n) 2—40?
Pojednostavni izraze:
a) 3v2a+ 4/ 2a
b) 7v/3b — 111/3b
¢ —2V3a++5—7V3a—4/5
d) 8V7+2V7x — V74 11V7x
e) 3V1l—1++1la—2V1la
f) 4v2 +2v8b— v2b —2/8.

Pojednostavni izraze:

a) 2v2a-4v3b

b) % 5x-8v/10

¢ V3-(2v3a+1)

d) 2V5(v2+ V7x)

e (V2a+1)-(vV2a—1)
BV +1)(=2+VTy).

15
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m SKUP REALNIH BROJEVA

5.3. Skup realnih brojeva

16

Do osmog razreda ucili smo sljedeée skupove brojeva.

N=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10...} skup prirodnih brojeva

Ny ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10...} skup prirodnih brojeva s nulom
Z={..-3,-2,-1,0,1,2,3...} skup cijelih brojeva i

Q= {g ‘ acZ, be N} skup racionalnih brojeva.

Svi prirodni i cijeli brojevi mogu se zapisati kao razlomci ¢iji je brojnik cijeli, a nazivnik
prirodni broj. Dakle, NC Ny CZ C Q.

Svi racionalni brojevi mogu se prikazati u decimalnom zapisu. Tada je taj zapis ili konacan
ili ¢isto periodic¢an ili mjeSovito periodican.

Brojevi koji su beskonacni neperiodi¢ni decimalni brojevi nisu racionalni. Oni se ne mogu
zapisati razlomkom ¢iji je brojnik cijeli, a nazivnik prirodni broj. Ti brojevi ¢ine novi skup
brojeva, a to je skup iracionalnih brojeva koji oznac¢avamo slovom 1I.

Vrijedi
QNI=0.

Skup realnih brojeva

Svi racionalni i svi iracionalni brojevi ¢ine skup realnih brojeva koji ozna¢avamo s
R:
QUI=R.

Primjer 1.

Koji su od sljedecih brojeva realni:

a) 3.478 b) 7V/3 0 12-/8 d) 2.7683?

Rjesenje: Brojevi navedeni u primjerima a) i d) su racionalni, a preostali su iracionalni.

Svi brojevi su realni.
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Primjer 2.

U kojem su odnosu:

a) skup racionalnih i skup realnih brojeva

Skup realnih brojeva

b) skup iracionalnih i skup realnih brojeva?

Rjesenje:

a) QCR

U skupu realnih brojeva kaZzemo da je skup
iracionalnih brojeva

racionalnih brojeva i zapisuje-
mo:

Q=1

/
komplement skupa Q u skupu R

U skupu Ny je skup {0} komplement ku-
pa N:

N¢ = {0}.
/
komplement skupa N u skupu Ny

Oznac¢imolis A skup svih parnih prirodnih
brojevais B skup svih neparnih prirodnih
brojeva, tada je u skupu svih prirodnih bro-
jeva komplement skupa svih parnih prirod-

b) I C R.

vrijedi:
NU {0} =N,
NN {0} =g

nih brojeva upravo skup svih neparnih prirodnih brojeva:
A° =B.

U skupu N moZemo proucavati skup svih prostih prirodnih brojeva. Komplement navede-
nog skupa je skup ¢iji su elementi broj 1 i svi sloZeni prirodni brojevi.

Primjer 3.
Koje su od sljedecih tvrdnji tocne:
a) Ng =Z~ uskupu N

b) I = Q u skupu Q

¢) presjek nekog skupa i komplementa tog skupa uvijek je prazan skup?

Rjesenje: To¢na je samo tvrdnja ¢).

Tvrdnja u primjeru a) to¢na je u skupu Z, a tvrdnja navedena u primjeru b) toc¢na je

ako proucavamo skup realnih brojeva.

Radna verzija, 2021-04-28
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SKUP REALNIH BROJEVA

Prepisi u biljeZnicu samo to¢ne tvrdnje:

a) QNI=1I b) ICQ
¢) NCI d ZCR
e) R=1IUQ f) QCR.

Prepisiiumetni odgovarajuci znak tako da tvrd-
nje budu tocne:

a) V2 Q

b) 3r__ 1

c) Z_ 1

dd _ nQ=90
e) I____R

fy ZNR= _.

Usporedi zadane racionalne brojeve:
3
—10.706

a) 1 i

11
b) —23.076 i —?7

2

¢ —= i —0.6607
3

d) 5.09i5.1.

Usporedi sljedece parove realnih brojeva:

a) V31173

b) —2.821i —2V2

¢ —141i—-v2+0.1
d) —0711i —V/3+1.

Usporedi racionalne brojeve:

10 60
1 55

s pribliZznom vrijednoScu broja 7 ~ 3.14159.

Usporedi racionalne brojeve:

5 53
1> b
a) 13 b 3
1351 17
9 780 9 15

s pribliZznom vrijednoScu broja

V3 ~ 1.732050808 .

Poredaj po velicini zadane realne brojeve:
1.42, V2, 2v/2 -2, =2+ 3, 1.414.

Poredaj po velicini zadane realne brojeve:

—2V3, —3.46, —3v2, -3 -2, —x.
Koja je od sljedecih nejednakosti to¢na:

a) 3v3+v2>4/2
b) —7 < —5vV2+4
¢ 3mr—4<4

d) 0.1 < (3-2v2)%?

Odredi tri realna broja x za koje vrijedi:

a) l <x< l
3 2

b) V2 <x<142

¢ —V3<x<-172.

Dopuni recenice u svojoj biljeznici.
U skupu realnih brojeva komplement skupa
brojeva je skup iracionalnih bro-

. . .. c
jeva. MoZemo zapisati =1.

U skupu racionalnih brojeva odredi komple-
ment sljedecih brojeva:

a) Q” b) Q° ¢) {0}.
U skupu cijelih brojeva odredi komplement
sljedecih brojeva:

a) N b) No c) Z- d Z.

U skupu realnih brojeva odredi komplement
skupa:

a) racionalnih b) iracionalnih

brojeva.
Neka je zadan skup C takodaje C = AUB pri

¢emu su A i B disjunktni skupovi, tj. vrijedi
ANB=(. Cemu je u skupu C jednako:

a) A b) B¢ c) C°?

S pomocu Vennovih dijagrama prikaZi odnos
skupova:

a) QiZ b) QiR

¢ IiR
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Realni brojevi i brojevni pravac m

Realni brojevi i brojevni pravac

Koordinatni sustav na pravcu uvodimo tako da na njemu odaberemo to¢ku O i desno od
nje tocku E. Tocka O pridruzena je broju 0, a tocka E broju 1.

)
&
T
0

— o I

Tocka O naziva se ishodiste, tocka E jedinic¢na tocka, a duzina OF jedinic¢na duZina.

Svakom racionalnom broju mozemo pridruZiti to¢no jednu to¢ku na brojevnom pravcu.

Primjer 1.

Na brojevnom pravcu prikaZimo tocke pridruZene brojevima:

3 1 9 11, 7 3 7 1. 2
)5 2550515 M3 7622173
c) —2.7, § —5% 10.7

2
Rjesenje:

a) Za duljinu jedini¢ne duZine odaberemo npr. 25 mm jer 25 mm lagano dijelimo
brojem 5.

b) Uo¢imo V(3,4,6) = 12 i za duljinu jedini¢ne duZine odaberemo npr. 12 mm.

1
-1 0

1 1 1
1 2,1 3

1
= IS

SN S}
|
[o9)
|
]

¢) Za jedini¢nu duZzinu odaberemo 1 cm jer su zadani brojevi decimalni brojevi s
jednom decimalom ili se kao takvi mogu zapisati.

I I
T T T
_5% =5 -4 327 - -1 0 071

Osim racionalnih brojeva na brojevnom se pravcu mogu prikazati i iracionalni brojevi.

19
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SKUP REALNIH BROJEVA

Primjer 2.

Nacrtajmo pravokutni trokut s katetama duljine 1 cm. Kolika je duljina hipotenuze
tog trokuta?

Rjesenje:
Prema Pitagorinu poucku vrijedi:
1 =2
c=+2cm.

Duljina hipotenuze je v/2 cm.

Primjer 3.

Nacrtajmo pravokutni trokut takav da je v/3 cm duljina jedne njegove:

a) katete b) hipotenuze.
Rjesenje:
a) Skica
B Prema Pitagorinu poucku vrijedi:
. B2 — 2 2
a 2 )
V3 =—a
C b=\3cm 4 3=c—d

Jedno od moguéih rjesenjaje c =2cm i a = 1cm jer 3 =2% — 1.

B
2 cm
I cm
C V3cm 4
b) Skica
Prema Pitagorinu poucku vrijedi:
2=+ B2
V3 =+ P
3=a"+b

Jedno od moguéih rjefenjaje a = 1cm i b = /2 cm jer 3 = 1% + \/52.

B
1 i\ﬁcm 1 cm i\ﬁcm
1 C\2cm 4

20
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Realni brojevi i brojevni pravac

Crtez se naziva

\ spirala drugog
korijena.

Pitam se zadto.,

MoZemo uociti da se na opisani na¢in moZe nacrtati duzina duljine v/a, a € N.

Prouc¢imo sljedecu sliku.

Ako Zelimo nacrtati duzinu duljine /10 cm, moZemo crtati spiralu drugog korijena ili
¢emo nacrtati pravokutni trokut u kojem je +/10 cm duljina jedne od njegovih stranica.

% 2 9.2
\/'10 =a*+b
V10
aL 10 = a* + b*
¥ N
: 1 9
c b A a=1cm b=3cm

Usvojeni postupci crtanja duzina duljine v/2, v/3... omoguéit ée nam kvalitetan prikaz
iracionalnih brojeva na brojevnom pravcu.

Primjer 4.

Naznacimo na brojevnom pravcu s jedinicnom duzinom duljine 2 cm tocke pridruzene
brojevima v/2 i v/3.

Rjesenje:
o LTS 1 Iznad brojevnog pravca docrtali smo
V3 pravokutne trokute s hipotenuzama
1 odgovarajucih duljina. Sestarom je
| | potrebno samo prenijeti duljine /2
0 1 i v/3 na brojevni pravac te odrediti
2 korak trazene tocke.
V3
1
0 1@
21
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SKUP REALNIH BROJEVA

Uoc¢imo da se i svi iracionalni brojevi mogu prikazati na brojevnom pravcu.

Svakom realnom broju pridruZena je tocno jedna tocka brojevnog pravca.
Vrijedi i obratno, svakoj tocki brojevnog pravca pridruZen je to¢no jedan realni broj.
Primjer 5.

Odredimo na brojevnom pravcu (|OE| = 10 mm) tocke pridruzene brojevima:

1
V2, =3V2, 2vV2+1 i —Efz.

Rjesenje:
N F)
1
4 ! ! Y ! 4 \
T | | T 1 1 T 1 T T
-3\2 ,‘% 0 1Y 202 2Y2+1
/ -\ \
duzinu duljine V2 simetralom duzine dijelimo dva puta smo nanijeli
nanijeli smo tri puta duzinu na dvije duzine duzinu duljine V%
lijevo od ishodista jednakih duljina desno od ishodista 1 jos

jednu jedini¢nu duzinu
Sve naucene korake prikazivanja iracionalnih brojeva na brojevnom pravcu moZemo prosi-
riti i na prikaz tocaka s iracionalnim koordinatama u koordinatnom sustavu u ravnini.

Primjer 6.

U koordinatnom sustavu u ravnini odredimo tocke A(3,v/2) i B(—2v/3, —4 ++/3).

Rjesenje:
J
3
Da bi bilo A (3 2)
A e L "G
vgi 3 crtamo, 1 4T 3
e 0 1 3 x
I B P A
i B (-2 \3,— 4 +|3) 3
41

22
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Dopuni recenice u svojoj biljeznici:
Svakom racionalnom broju moZemo pridruZiti
na brojevnom pravcu.

Svakom iracionalnom broju mozemo pridruZiti
na brojevnom pravcu.

Svaka tocka brojevnog pravca pridruZzena je
broju.

Na brojevnom pravcu pridruzi tocke brojevi-

5 11 1 3
a) 7,—7,251—1?
5 7 4 16
Pggtlgty
2 4
©) ?3’213%
3 7 5 .11
D23t

e) 34, -2.1,191 -0.8
f) —2.34, —2.29, —2.31 —-2.5.

Nacrtaj pravokutni trokut kojemu je duljina hi-
potenuze:

a) v5cm b) V10 cm
¢) V13 cm d) V17 cm
e) V40 cm f) V26 cm
2) V8 cm h) V18 cm.

Nacrtaj pravokutni trokut kojemu je duljina jed-
ne katete:

a) \/7cm b) \/gcm
c) \/ﬁcm d) \/ﬁcm.

Nacrtaj duzinu duljine /8 cm crtajuéi spiralu
drugog korijena.

Na brojevnom pravcu (|OE| = 15 mm) oznaci
tocke pridruzene brojevima —\/E i —\/§ .

Na brojevnom pravcu (|OE| = 1cm) ozna-
&i tocke pridruzene brojevima 2v/2, —2v/3 i
-3v2.

Na brojevnom pravcu (|OE| = 25 mm) oznaci

V3. V2

tocke pridruzene brojevima —5 i3

Na brojevnom pravcu oznaci tocke pridruzene
brojevima V2 + 1, =3+ 11 3 —5.

Realni brojevi i brojevni pravac

Na brojevnom pravcu oznaci tocke pridruzene
brojevima —2\/5 -2, —2\/§+ 5iv5+1.

Na brojevnom pravcu oznaci tocke pridruzene

3 3
brojevima E\/E i —% + 4.

Rijesi jednadzbe: 3x° = 27, 2x* = 36,
1

¥ —6=3, §x2 =2, (x—1)>=3. Svaira-

cionalna rjeSenja prikaZi na brojevnom pravcu.

U koordinatnom sustavu u ravnini odredi tocke

A(ila 7\/5) i B(\/ga 2) .

U koordinatnom sustavu u ravnini odredi tocke
C(—2,-2v3) i D(3v2,—-4).

U koordinatnom sustavu u ravnini odredi tocke

M(? —3) i N(—2,—V2 +4).

U koordinatnom sustavu na pravcu istakni du-
Zinu kojoj pripadaju sve tocke T'(x) tako da je

x€<—2\/§,\/§].

U koordinatnom sustavu u ravnini istakni dio
ravnine kojem pripadaju sve tocke T'(x,y) tako
da je:

a) x> —3 b) y < V2.

Nacrtaj crtez na kojem ¢e$ istaknuti spiralu dru-
gog korijena.

23
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5.5. PreraCunavanje valuta

Mijenjam
- Koji tezaj gleda Darko, a koji Ana? 100 kuna
Mienjam ® eure,
100 eura

Tecaj neke valute predstavlja odnos izmedu jedinica jedne valute i iznosa druge valute u
koju se ta valuta mijenja u odredenom trenutku.

Hrvatska narodna banka utvrduje vrijednost kune prema drugim valutama te oblikuje tecaj-
nu listu u Hrvatskoj. Srednji te¢aj uglavnom medusobno koriste banke u procesu trgovanja
devizama. Zeli li Darko promijeniti eure u kune, dakle on kupuje kune, valutni mu se
izracun temelji na kupovnom tecaju.

Prema istaknutom tecaju Darko za 1 euro moze dobiti 7.48 kn, a za 100 eura bi dobio
100 - 7.48 kn = 748 kn. Ana koja prodaje kune valutni izra¢un treba temeljiti na prodaj-
nom tecaju. Prema njemu 1 euro vrijedi 7.58 kn.

1€ 7.58 kn
:7.58 < ) :7.58
1
— € 1 kn
7.58
- 100 < ) - 100
100
— €
758 100 kn

Ana ¢e za 100 kn dobiti 13.19 eura.

Dobro je primijetiti da u prikazu novc¢anih iznosa banke koriste decimalni zarez na mjestu
na kojem u matemati¢kim izrazima koristimo decimalne tocke.

BANKAR MATEMATICAR
20,05 20.05
1.020,05 1 .020.05
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Prerac¢unavanje valuta

Primjer 1.
Prema tecajnoj listi izra¢unaj koliko:

a) americkih dolara moZemo kupiti za 143 kune
b) kuna moZemo kupiti za 320 americkih dolara
¢) madarskih forinti moZemo kupiti za 220 kuna
d) kuna moZemo kupiti za 4 230 madarskih forinti.

Te€ajna lista
valuta Sifra  jedinica kupovni za kupovni srednji prodajni prodajni za
valute efektivu i Sekove 2a devize te€aj HNB za devize  efektivu i Eekove
AUD 036 1 4,492241 4,539036 4,671754 4,819801 4,866595
CAD 124 1 4,625501 4,673684 4,813376 4,962778 5,010960
CzZK 203 1 0,276706 0,279589 0,287743 0,296883 0,299765
DKK 208 1 0,971731 0,981853 1,011667 1,042586 1,052708
HUF 348 100 2,020972 2,042024 2,109419 2,168334 2,189386
JPY 392 100 5,715597 5775135 5,937358 6,132360 6,191897
NOK 578 1 0,687286 0,694445 0,714426 0,737401 0,744560
SEK 752 1 0,713579 0,721012 0,743232 0,765611 0,773044
CHF 756 1 6,669251 6,738723 6,955175 7,155551 7,225022
GBP 826 1 7,977137 8,060233 8,306142 8,558804 8,641899
uUsD 840 1 5,902267 5,963749 6,141827 6,332641 6,394123
RSD 941 1 0,061488 0,062128 0,065971 0,066612
BAM 977 1 3,721052 3,798052 3,848082 3,902003 3,946279
EUR 978 1 7,470000 7,480000 7,526195 7,580000 7,590000
PLN 985 1 1,616135 1,632970 1,692687 1,733978 1,750813
Rjesenje:

a) Prodajemo kune pa gledamo prodajni tecaj.

:6.332641 < 11 USD 6.332641 kn :6.332641
———— USD
6.332641 Lo
- 143 143 - 143
———— USD ~22.58 USD 143 kn
6.332641

Za 143 kune moZemo kupiti 22.58 americkih dolara.

b) Kupujemo kune pa gledamo kupovni tecaj prema kojem za 1 americki dolar mo-
Zemo kupiti 5.963749 kuna, a za 320 americkih dolara kupujemo 320 - 5.963749
kuna $to je priblizno 1908.40 kuna.

¢) Prodajemo kune pa gledamo prodajni tecaj.

100 HUF 2.168334 kn
_ 100 pyr 1 kn

2.168334
- 220 < > - 220

22000 R ~ 10 146.04 HUF | 220 kn
2.168334

:2.168334 < > :2.168334

Za 220 kn dobit ¢emo 10 146.04 madarskih forinti.

d) Kupujemo kune i gledamo kupovni te¢aj. Za 100 madarskih forinti moZemo dobiti
2.042024 kuna, a za jednu madarsku forintu moZemo dobiti 0.02042024 kuna.
Za 4230 madarskih forinti kupujemo 4230 - 0.02042024 kuna Sto je priblizno
86.38 kuna.

25

Radna verzija, 2021-04-28



26

SKUP REALNIH BROJEVA

Prouci tecajnu listu i izracunaj koliko:
a) australskih dolara mozemo dobiti za 1 000 kn

b) kuna mozemo dobiti za 1000 australskih
dolara

¢) japanskih jena mozemo dobiti za 5000 kn

d) kuna mozemo dobiti za 5000 japanskih je-
na.

valuta jedinica kupovni
AUD 1
JPY 100

srednji ~ prodajni
4.657739 4.671754 4.685768
5.919546 5.937358 5.955170

Tablice dopuni u biljeznici koristeci se tecCaj-
nom listom.

valuta jedinica kupovni = srednji  prodajni
EUR 1 7.503616 7.526195 7.548774
HUF 100 2.108091 2.109419 2.115747
USD 1 6.123402 6.141827 6.160252
JPY 100 5.919546 5.937358 5.955170
dobiveni iznos (kn)
415 EUR
210 USD
1812 JPY
20400 HUF
dobiveni iznos
1300 kn EUR
2421 kn USD
3217 kn JPY
1450 kn HUF

Marko je krenuo iz Zagreba sa 9 500 kn u Ber-
lin. Prouci tecajne liste u Hrvatskoj i Njemac-
koj te izracunaj je li Marku povoljnije promi-
jeniti kune u eure u Hrvatskoj ili Njemacko;j.
Obrazlozi svoj odgovor.

teCaj u Hrvatskoj
valuta  jedinica

EUR 1

kupovni

7.400718

prodajni

7.475098

tecaj u Njemackoj
valuta  jedinica

HRK 1

kupovni

0.132700

prodajni

0.134800

Lidija je krenula iz Zagreba na put prema Lon-
donu, ali je dva dana boravila u Parizu. Ponijela
je 7000 kn iz Zagreba i potrosila 2000 kn u
Parizu. Izracunaj je li bilo povoljnije mijenjati:
a) sav iznos novca u Zagrebu

b) sav iznos novca u Parizu

¢) dio novca u Zagrebu ( 2000 kn u eure), dio
u Londonu ( 5000 kn u GBP).

teCajna lista 1.7. u Hrvatskoj

valuta jedinica kupovni prodajni

EUR 1 7.538564 7.561248

GBP 1 8.255107 8.279947

teCajna lista 1.7. u Francuskoj
1 EURO devises contre euros
Croatia 7.567 HRK 1 HRK 0.13215 EURO
Royaume
—Uni 0.893734 GBP 1 GBP 1.11891 EURO

tecajna lista 3.7. u Velikoj Britaniji

1 GBP inv. 1 GBP
Croatian kuna 8.323291 0.120145
EURO 1.103343 0.906336

Ivan je odlucio 230 eura mijenjati u kune i
3400 kuna u madarske forinte. Proucio je te-
¢aj u dvjema mjenjacnicama i odlucio zamije-
niti novac na najpovoljniji nacin. Gdje je Ivan
zamijenio novac? Razmisli u kojoj bi situaciji
Ivan postupio drukcije.

mjenjacnica Povoljno

valuta jedinica  kupovni prodajni

EUR 1 7.480000  7.580000

HUF 100 2.042024  2.168334
mjenjacnica Isplativo

valuta  jedinica kupovni prodajni

EUR 1 7.485000  7.585000

HUF 100 2.039626  2.173585

Radna verzija, 2021-04-28



Ako Etedim dowa,
witedenim noveem

ne ostvarujem dodatni priho&.

ko Etedim u banci,

uitedenim noveem
ostvarujem dodatni prihod
jer dobivam kamate
na Etedunju.

Zelim $tedjeti
5.000 HRK~.
Uplata bi bila
jednokratna~ @,
a planiram oroditi
na rok
od 20 mjeseci.

Efektivna kamatna stopa:

0,02 %

Ukupni iznos isplate:

5.001,60 HRrk

Kamate

kad narastem
voljela bih nakon

nekoliko godina rada
kupiti stan uz korigtenje
stambenog kredita.

Zelim Stedjeti
5.000 HRK~.
Uplata bi bila

jednokratna~ @,
a planiram orogiti
na rok
od 48 mjeseci.

Efektivna kamatna stopa:

0,05 %
Ukupni iznos isplate:

5.009,06 HRrRk

Nakon 20 mjeseci Marin bi za 5000 kn dobio 1.60 kn, a nakon 48 mjeseci dobio bi
9.06 kn. Ako Marin dulje $tedi, dobit ¢e viSe kamata na Stednju. Takoder, ako Stedi veci
iznos novca, dobit ¢e viSe kamata na Stednju.

Zelim $tedjeti
10.000 HRK~.
Uplata bi bila
jednokratna~ @,
a planiram orogiti
na rok
od 48 mjeseci.

Efektivna kamatna stopa:
0,04 %
Ukupni iznos isplate:

10.017,89 Hrk

Kamate na
Stednju nisu visoke,
valjalo bi proyjeriti
kamate ako je rijet o/€&
djegjoj tednji.

Radna verzija, 2021-04-28
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Usporedimo tri moguénosti odabira stambenog kredita. Lagano uo¢avamo da ako

1sti 1znos

Potreban mi je
kredit u iznosu od
500.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima . Kredit
planiram otplatiti u
roku od 15 godina.

Kamatna stopa:

3,05 % fiksna

, tada banci

Potreban mi je
kredit u iznosu od
700.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima . Kredit
planiram otplatiti u
roku od 15 godina.

Kamatna stopa:

3,05 % fiksna

Efektivna kamatna stopa:

3,64 %

Efektivha kamatna stopa:

3,60 %

Potreban mi je
kredit u iznosu od
500.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima . Kredit
planiram otplatiti u
roku od 30 godina.

Kamatna stopa:

3,05 % fiksna

Naknada za vodenje
tekuceg racuna:
12,00 HRK/mjese¢no
1,59 EUR

Naknada za vodenje
tekuceg racuna:
12,00 HRK/mjeseéno
1,59 EUR

Efektivna kamatna stopa:

3,75 %

Premija osiguranja nekretnine
od pozara:

362,88 HRK/godisnje

48,22 EUR

Premija osiguranja nekretnine
od pozara:

362,88 HRK/godisnje

48,22 EUR

Naknada za vodenje
tekuceg racuna:
12,00 HRK/mjese¢no
1,59 EUR

Premija osiguranja nekretnine
od pozara:

362,88 HRk/godisnje

48,22 EUR

Premija osiguranja korisnika
kredita od nezgode:

400,00 HRK/godisnie
53,15 EUR

Premija osiguranja korisnika
kredita od nezgode:

560,00 HRk/godinje
74,41 EUR

Kamata:

136.580,95 Hrk
18.147,41 EUR

Kamata:

191.213,50 HRk

25.406,40 EUR

Premija osiguranja korisnika
kredita od nezgode:

400,00 HRK/godisnje
53,15 EUR

Ukupni iznos otplate:

648.036,19 Hrk
86.104,09 EUR

Ukupni iznos otplate:

905.068,69 HRrk

120.255,81 EUR

Kamata:

308.224,00 HRrk

40.953,50 EUR

Ukupni iznos otplate:

831.122,44 1rk

110.430,63 EUR

28

Pogledajmo omjere nov€anog iznosa koji vracamo otplatom kredita i nov¢anog iznosa koji
smo posudili od banke u prvoj situaciji:

648 036.19
——— ~1.30.
500000 30

ZapiSemo li dobiveni broj kao postotak, to je 130 % . MoZemo iS¢itati da smo banci uplatili
30 % (od iznosa posudenog novca) vise nego $to smo od banke posudili.

Kada posudujemo isti iznos na dulji vremenski period, tada je omjer:

831122.44

=00 000 ~ 1.66 = 166 %.

Uoc¢imo da banci upladujemo 66 % (od iznosa posudenog novca) viSe nego Sto smo od
banke posudili.

Dakle, ako otpladujemo kredit tijekom duljeg vremenskog perioda, ukupno ¢emo uplatiti

veci novcani iznos nego Sto bismo ga uplatili da kredit otpla¢ujemo u kraéem vremenskom
periodu.
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Kamate

Ako podiZemo kredit u iznosu od 500000 kn,
ukupno ¢emo banci uplatiti 648 036.19 kn, $to je
za 148 036.19 kn vise od iznosa posudenog nov-
ca.

Proudili smo
utjecaj vremenskog
perioda na iznos trotkova
i kamata. Pogledajmo sada
kako poveéanje iznosa novca
koji podizemo utjete
na iznos trodkova
i kamata.

Ako podiZzemo kredit u iznosu od 700000 kn,
ukupno ¢emo banci uplatiti 905 068.69 kn, $to
je za 205068.69 kn vise od iznosa posudenog
novca.

Dakle, koju pla¢amo banci.

Prouc¢imo postotke koji prikazuju omjer nov€anog iznosa koji vraéamo otplatom kredita i
nov¢anog iznosa koj smo posudili od banke:

648 036.19 905 068.69

500000 700 000
U postotcima poveéanje nije vidljivo, ali moramo znati da je 30 % od 500000 znatno

~ 1.30 = 130 %, ~ 1.29 = 129 %.

manje od 29 % od 700 000:
150000 kn < 203 000 kn.

Zakljucujemo da je razlika ukupno upladenog iznosa i posudenog iznosa veca u slucaju

povecanja posudenog iznosa.

Zelim gotovinu
u iznosu od
100.000 HRK~.
Potreban iznos
posluzit ¢e mi za
osobne ciljeve - .
Kredit planiram
otplatiti u roku
od 72 mjeseci.

Ja volim
/putovati i mo3da ¥
u buduénosti

Potreban mi je
kredit u iznosu od
100.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima . Kredit
planiram otplatiti u
roku od 6 godina.

Premija osiguranja korisnika
kredita od nezgode:
80,00 HRK/godignje
10,63 EUR

ne bih podiz&'&
Stambeni, neqo Premija osiguranja:
gOtOv\nski 6.112,05 HRK/jednokratno
kred‘t 812,10 EUR
. 0
Kamata:
17.809,23 HRrRk
2.366,30 EUR

Kamata:

9.709,60 HRk

1.290,11 EUR

Ukupni iznos otplate:

130.897,33 HRrRK

17.392,24 EUR

Ukupni iznos otplate:

110.201,60 Hrk

14.642,41 EUR

Pogledajmo omjere ukupno upla¢enog iznosa i posudenog iznosa novca za gotovinski i

stambeni kredit:
130897.33

100000
110201.60

100000

Usporedimo li postotke, zakljucujemo kako

je ukupni troSak gotovinskog kredita (s istim
pocetnim iznosom podignutim u istoj banci

na isti vremenski period) puno veci od troska ‘
stambenog kredita. i

~ 131 %

~ 110 %.

Radna verzija, 2021-04-28

Razmish
zasto je gotovinski
kredit skuplji
od stambenog.

29



SKUP REALNIH BROJEVA

O ¢emu ovisi iznos kamata kada Stedimo? Toc-
ne odgovore napisi u biljeznicu.

a) O iznosu koji Stedimo.

b) O vremenskom periodu Stednje.

¢) O kamatnoj stopi koju odreduje banka.

Prouci uvjete pet stambenih kredita koje nudi

ista banka.

A) Potreban mije
kredit u iznosu od
200.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima (. Kredit
planiram otplatiti u
roku od 6 godina.

B)  Potreban mije
kredit u iznosu od
200.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima . Kredit
planiram otplatiti u
roku od 15 godina.

Rok otplate: Rok otplate:

6 godina 15 godina
Kamatna stopa: Kamatna stopa:
3,05 % fiksna 3,05 % fiksna
Efektivna kamatna stopa: Efektivna kamatna stopa:
3,69 % 3.85 %

Ukupni iznos otplate:

222.466,97 Hrk

29.511,57 EUR

C) Potreban mije
kredit u iznosu od
200.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima . Kredit
planiram otplatiti u
roku od 30 godina.

Ukupni iznos otplate:

262.385,59 HRrk

34.807,01 EUR

D) Potreban mije
kredit u iznosu od
300.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima . Kredit
planiram otplatiti u
roku od 30 godina.

Rok otplate: Rok otplate:

30 godina 6 godina
Kamatna stopa: Kamatna stopa:
3,05 % fiksna 3,05 % fiksna
Efektivna kamatna stopa: Efektivna kamatna stopa:
3.92 % 3.82 %

Ukupni iznos otplate:

338.884,41 Hrk
44.955,04 EUR

E)  Potreban mi je
kredit u iznosu od
300.000 HRK~.
za stan do 90 m2
Razmisljam~ o zelenim
(energetski Stedljivim)
rieSenjima @. Kredit
planiram otplatiti u
roku od 6 godina.
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Ukupni iznos otplate:

502.879,31 HRrRk

66.709,93 EUR

Rok otplate:
6 godina

Kamatna stopa:

3,05 % fiksna

Efektivna kamatna stopa:

3.56 %

Ukupni iznos otplate:

332.605,88 Hrk

44.122,15 EUR

a) Koliki je omjer nov€anog iznosa koji vraca-
mo i nov€anog iznosa koji smo posudili za
svih pet kredita?

b) Koja je prednost podizanja kredita A), a koji
je nedostatak?

¢) Kojaje prednost podizanja kredita D), a koji
je nedostatak?

d) Koja je prednost podizanja kredita E), a koji
je nedostatak?

Prouci uvjete dvaju kredita koje nudi ista banka.

A) 90.000 HRK B)  90.000 HRK
Rok otplate: Rok otplate:
6 godina 6 godina

Kamatna stopa: Kamatna stopa:

3,05 % fiksna 5,20 % fiksna
Efektivna kamatna stopa: Efektivha kamatna stopa:
3,29 % 7,82 %

Ukupni iznos otplate:

117.811,23 Hrk

15.628,36 EUR

Ukupni iznos otplate:

99.136,98 Hrk

13.151,11 EUR
a) U kojem je primjeru rije¢ o stambenom, a u
kojem o gotovinskom kreditu?
b) Koliki je omjer nov€anog iznosa koji vraca-
mo i iznosa koji smo posudili za oba kredi-
ta?

Prouci uvjete dvaju kredita koje nudi ista banka.

A) 200.000 HRK B) 50.000 HRK
Rok otplate: Rok otplate:
6 godina 6 godina
Kamatna stopa: Kamatna stopa:
5,20 % fiksna 3,05 % fiksna
Efektivna kamatna stopa: Efektivna kamatna stopa:
7,65 % 3,29 %

Ukupni iznos otplate:

55.081,42 HRrk

7.306,88 EUR

Ukupni iznos otplate:

260.746,91 Hrk

34.589,63 EUR
a) U kojem je primjeru rije¢ o stambenom, a u
kojem o gotovinskom kreditu?
b) Koliki je omjer nov€anog iznosa koji vraca-
mo i iznosa koji smo posudili za oba kredi-
ta?
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Vjerojatnost slu¢ajnog dogadaja

Ljudi su skloni predvidati hoce 1i se neki dogadaj dogoditi i kolika je vjerojatnost da se
upravo taj dogadaj i dogodi.

Prouc¢imo jednostavan primjer bacanja novcica.

Nov¢i¢ bacamo uvis na ravnu podlogu. Nov¢ié ¢e pasti ili na glavu ili pismo, no ne znamo
unaprijed na koju ¢e stranu pasti. Bacanje novcica je pokus u kojem su moguca dva ishoda
i tom pokusu ne znamo unaprijed ishod.

Pokus kojemu unaprijed ne znamo ishod naziva se

@dnost&va je ishod bilo kojeg slu¢ajnog poku-
( ili sa. U opisanom se pokusu pojavljivanje pisma i pojavljivanje
\e\lementaran / glave nazivaju ili jer se ne

- mogu razloziti na jednostavnije dogadaje.

Primjer 1.
Iznad ravne plohe bacamo kocku na kojoj su oznaceni brojevi 1, 2, 3,4, 51 6.

a) Je li taj pokus slucajni pokus?
b) NapiSimo skup svih elementarnih dogadaja.

Rjesenje:

a) Opisani pokus je slucajan jer ne znamo unaprijed koji ¢e se ishod dogoditi.

b) Skup svih elementarnih dogadaja sastoji se od Sest dogadaja: kocka pokazuje broj
1, kocka pokazuje broj 2, kocka pokazuje broj 3, kocka pokazuje broj 4, kocka

pokazuje broj 5 i kocka pokazuje broj 6. Oznacimo li sa S skup svih elementarnih
dogadaja, lakSe zapisujemo S = {1,2,3,4,5,6}.

U pokusu opisanom u prethodnom primjeru moZemo uociti dogadaj “kocka pokazuje broj
manji ili jednak broju 4”. Oznacimo li taj dogadaj s A, zapisujemo:

A={1,2,3,4}.
Dogadaj A je jer se moZze razloziti na Cetiri jednostavna dogadaja.
U svakom slu¢ajnom pokusu moZemo razmatrati da se dogodi neki elemen-

tarni ili sloZeni dogadaj.

Pogledamo li prvi pokus sa simetri¢nim novci¢em, vjerojatnost da padne pismo jednaka je
vjerojatnosti da padne glava. Izgledi za pismo su pola-pola, tj. kaZzemo da je vjerojatnost da

padne pismo jednaka 5

31
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koliko je
vjergjatno da ée we
ovdje nacrtati?

Oznacimo li s A dogadaj “pala je glava”, zapisujemo:

vjerojatnost elementarnog dogadaja A

Primjer 2.

Iznad ravne plohe bacamo kocku na kojoj su oznaceni brojevi
1,2,3,4,516.

a) Kolika je vjerojatnost da je pao broj 5?

b) Kolika je vjerojatnost da je pao neki od parnih brojeva?

Rjesenje:
a) Kocka moze prikazivati broj 1, broj 2, broj 3, broj 4, broj 5 ili broj 6, pa je vje-
1
rojatnost da je pao broj 5 jednaka G Oznacimo li s C dogadaj “pao je broj 57,
. 1
zapisujemo P(C) = x
b) Dogadaj “pao je neki od parnih brojeva” nije elementaran ve¢ sloZen jer se moze
razloZiti na tri elementarna dogadaja: “pao je broj 27, “pao je broj 4”, “pao je broj
6”. Oznacimo taj dogadajs D. Budud¢i da dogadaj D ima tri povoljna elementarna

dogadaja i da je vjerojatnost svakog od elementarnih dogadaja jednaka G’ jasno
1 1 1 3
jedaje: P(D) = ¢ + 6 + riirs Vrijedi:

__ broj elementarnih dogadaja povoljnih za D

P(D) .
ukupni broj elementarnih dogadaja 6

Promatramo li sluc¢ajni pokus s kona¢no mnogo elementarnih dogadaja koji su svi jednako
vjerojatni, tada vrijedi:

P(A) = broj povoljnih elementarnih dogadaja

ukupan broj elementarnih dogadaja ’

pri ¢emu je A neki dogadaj.

Primjer 3.

U kutiji se nalaze samo 3 plave, 5 zutih i 2 crvene kuglice. Sve su kuglice jednake,
osim $to su drukdije boje. Iz kutije na slu¢ajan nacin izvla¢imo jednu kuglicu. Kolika
je vjerojatnost za sljedece dogadaje:

a) A = {izvucena je plava kuglica} b) B = {izvucena je zelena kuglica}

¢) C = {izvucena je kuglica} ?

Rjesenje: Ukupno ima 3 4+ 5 +4 = 12 kuglica i toliko je elementarnih dogadaja, tj.
broj nacina da se iz kutije izvuce jedna kuglica.

3
a) Zadogadaj A su 3 povoljna dogadaja te vrijedi: P(A) = — =
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Vjerojatnost slu¢ajnog dogadaja

b) Za dogadaj B 0 je povoljnih dogadaja te vrijedi: P(B) = % = 0. Dogadaj B ne
moze se dogoditi. Kazemo da je takav dogadaj . Vjerojatnost nemogucéeg
dogadaja jednaka je 0.

¢) Zadogadaj C 12 je povoljnih dogadaja te vrijedi: P(C) = % = 1. Dogadaj C
dogodi se pri svakom izvodenju pokusa. Kazemo da je takav dogadaj
Vjerojatnost sigurnog dogadaja je 1.

Vjerojatnost
dogadaja koji nije witi
nemogué nitl siguran
Je broj n za kaji vrijedi

0 < n < 1. Cesto yjerojatnost
nekog dogadaja zapisujewo
kao postotak.

Primjer 4.

Neka je slucajni pokus bacanje dviju simetri¢nih kocaka (jedne plave i jedne zelene)
i neka je:

A = “na obje kocke pojavili su se parni brojevi”

B = “zbroj brojeva koji su se pojavili je 4”

C = “zbroj brojeva koji su se pojavili manji je od 4”.
Izracunajmo P(A), P(B) i P(C).
Rjesenje: Razmotrimo sluc¢ajni pokusi svaki od ishoda bacanja dviju kocaka prikazimo
kao uredeni par. Ukupno je 36 ishoda:

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6)
(2,1), (2,2), (2,%), (2,4), (2,5), (2,6)
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6)
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6).

Za dogadaj A povoljni su sljede-

b ¢i dogadaji (2,2), (2,4), (2,6),

(4,2), (4,4), (4,6), (6,2), (6,4),

( pa)tmi brojevi (6,6) i njih je ukupno 9. Tada je
a

’ ~3 moguénosti p(A) = 2 = 1 =25 %.

3 moguénosti 36 4

Za dogadaj B povoljni su dogadaji
(1,3), (2,2) i (3,1). Stoga je

3001
P(B) = 57 = 5 ~8.33 %.

Ukupno
3 -3 = 9 moguénosti

Za dogadaj C povoljni su dogadaji (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (2,2) i (3,1).

6 1
Racunamo: P(C) = =g 17 %.
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SKUP REALNIH BROJEVA

Napravi pokus s bacanjem novc¢iéa tako da nov-
Ci¢ bacas$ sto puta. Podatke zapisi u tablicu.
Koliko je puta palo pismo, a koliko glava? Us-
poredi dobivene rezultate s ostalim ucenicima
u razredu.

Napravi pokus s bacanjem kocke tako da kocku
bacas sto puta. Podatke zapisi u tablicu. Koliko
je puta pao broj 5? Usporedi dobivene rezultate
s ostalim ucenicima u razredu.

Napisi sve elementarne dogadaje u pokusu:
a) uciteljica ocjenjuje usmene odgovore uce-
nika u 8.a

b) uciteljica odabire jednog ucenika u tvom
razredu.

Napisi sve elementarne dogadaje u pokusu:

a) iz kutije u kojoj su tri crvene, pet zutih i
jedna plava olovka izvla¢imo jednu olovku

b) stanjura na kojemu je pet iSlera, sedam kra-
Suljaka i Cetiri vanilin kiflice odabiremo je-
dan kolac.

¢) Napisi dva sloZzena dogadaja za svaki od po-
kusa iz a) i b) podzadatka.

Bacamo kocku. Kolika je vjerojatnost dogada-
ja

a) A = “pao je broj 1”7

b) B = “pao je broj veéi od 1”

¢) C = “pao je neparni broj”

d) D = “pao je prosti broj” ?

U kutiji se nalaze tri slatka, Cetiri kisela i dva
ljuta bombona. 1z kutije izvlac¢imo jedan bom-
bon. Kolika je vjerojatnost dogadaja:

a) A = “izvucen je slatki bombon”

b) B = “izvucen je bombon koji nije ljut” ?
Na slucajan nacin bira se dvoznamenkasti broj.
Kolika je vjerojatnost dogadaja:

a) A = “znamenka desetice je broj 2”

b) B = “jedna od znamenaka je broj 2” ?

Na slu¢ajan nacin bira se broj iz skupa {1, 2,

3,4,5,6,7...38,39}. Kolika je vjerojatnost
da je taj broj:

a) paran b) dvoznamenkast?

Na slucajan nacin bira se prirodan broj manji

od 100. Kolika je vjerojatnost da je taj broj:
a) djeljiv s 31 b) viSekratnik broja 8?

Na svakoj kartici napisano je po jedno slovo
rije¢i OSMASL

[o] [s]m] [a] 8] [1]

Kolika je vjerojatnost da je izvucena kartica na
kojoj je:

a) slovo A b) zatvornik ¢) otvornik?

Na svakoj kartici napisano je po jedno slovo
rije¢i MATEMATIKA.

] ] ][] ] ] ][] ] [

a) Kolika je vjerojatnost da je izvucena kartica
na kojoj je:

1) slovo A

4) slovo M

b) Kako nazivamo dogadaj opisan u podzadat-
ku 5), a kako onaj u podzadatku 3)?

¢) Napisi jedan nemogu¢ dogadaj.
d) Napisi jedan siguran dogada;.

2) zatvornik 3) broj 2
5) neko slovo?

U novogodisSnjoj tomboli u 8.b ucenici su pri-
premili 43 sre¢ke od kojih je 25 dobitnih, a u
8.c pripremili su 214 sre¢aka od kojih je 120
dobitnih. U kojem je razredu veca vjerojatnost
da odabrana srecka bude dobitna?

Iz snopa od 32 razlicite karte (4 su boje i u sva-
koj boji je as, kralj, dama, decko, 10, 9, 81 7)
izvla¢imo jednu kartu. Kolika je vjerojatnost
da izvucemo kartu na kojoj je broj 10?

Neka je slucajni pokus bacanje dviju igracih
kocaka i neka je: A =“oba broja koja su se
pojavila su ista”, B =“oba broja koja su se
pojavila su prosti brojevi”, C = “zbroj brojeva
koji su se pojavili je 7°, D =‘“zbroj brojeva
koji su se pojavili manji je od 11”. IzraCunaj
vjerojatnost dogadaja A, B, C i D.
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Kojem od skupova pripadaju brojevi:
2 1 .. 121
_ Z 3= i —9
4,27, 1 32, 4.214 i TR
Kojem skupu pripada rjesenje jednadzbe:
a) 12 —3x = —4x
b) 25+x=-7x-3
¢) 3—(4+x) =5(7—2)

3 1
x=1-=
d) 4x 3x

Je li jednadzba rjesiva u skupu Z:

a) |x| =18 b) 2|x| =5

¢) 3x(x—2) =3x?

d) 522 =5(x—-2)(x+9)

e —T7(x—1)(x+1)=8—"7x*+x?

Zapisi sljedece razlomke kao decimalne bro-

jeve i napisi koje je vrste napisani decimalni
broj:

53 —7 5
T) P Toe 93
17 2 12
d) 5 e) 9 f) 11
23 39 . 13
g 3y h) Y i) 20"
Prepisi u biljeznicu i spoji parove.
A) a)
34 0.17
2 000
b)
B) 1.7
17
100 &
0.017
9
1 L J—
7 0.142857

Poredaj po veli¢ini brojeve pocevsi od najve-
deg:

~0.29, —2.9, —0.29, —0.29, —0.209, i —0.293.

Zadatci za ponavljanje

Koji su od sljedecih brojeva iracionalni:

VP B VD 97

d) —\/Z e) —V144 ) 3.8,
5 25

U biljeZnicu prepisi samo tocne tvrdnje:

a) QUN=N b) QUI=R

o RNZ=12 d Q uUQ"=Q

e) RNI=Q.

Koji su od sljedecih brojeva racionalni:

a) 0.34343434 ...
b) —0.34344344434444344444 . ..

c) 3.444444 . ..
3
d ——7?
) 4
Koji su od sljedecih brojeva iracionalni:
6
a) 2v3— V12 b) 3w — =
0 2-3V2 d) (4-2V7)(4+2V7)

&) (1—+I1)2—I1 2
Odredi tri realna broja x za koje vrijedi:
a) 141 <x<+v2 b) —V3>x>-175.

Na brojevnom pravcu odredi tocke pridruzene
brojevima:

5 11 1 5

a) 6,——6,—18118

3 1 5 1

2. 22, -2.3250.
b) 2 5 4,34105

¢ 23, -07,421-2.1.

Nacrtaj pravokutni trokut kojemu je duljina hi-
potenuze:

a) V37cm  b) V50cm ¢ v/32cm.

Na brojevnom pravcu oznaci tocke pridruzene

brojevima: \/E, \/§, —2\/§i V3+1.
U koordinatnom sustavu na pravcu oznaci toc¢-

ke A(—2+?) 13(§—4).

U koordinatnom sustavu u ravnini istakni tocke

A(3,v2) i B(—V/3,-2).
35
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SKUP REALNIH BROJEVA

Prouci tecajnu listu i izracunaj koliko:

a) americ¢kih dolara moZemo dobiti za 2 000 kn

b) kuna moZemo dobiti za 2000 americkih
dolara

¢) madarskih forinti moZemo dobiti za 5 000 kn

d) kuna mozemo dobiti za 5000 madarskih
forinti.

valuta jedinica kupovni srednji  prodajni

AUD 1 4.736459 4.750711 4.764963
CAD 1 4.807008 4.821472 4.835936
HUF 100 2.063217 2.069425 2.075633
USD 1 6.124451 6.142880 6.161309

Ana je krenula na put iz Zagreba za New York,

ali je tri dana boravila u Londonu. Ponijela je

7000 kn iz Zagreba i potrosila 2 000 kn u Lon-

donu. Izracunaj koliko bi dobila funti i dolara

ako mijenja:

a) dio novcau Zagrebu, tj. 2000 kn u funte, a
preostalih 5000 kn u dolare u Londonu

b) dionovcau Londonu, tj. 2000 kn u funte, a
preostalih 5000 kn u dolare u New Yorku.

tecajna lista u Hrvatskoj

valuta jedinica  kupovni prodajni
GBP 1 8.659427  8.711506
USD 1 6.238933 6.25765
teCajna lista u Velikoj Britaniji
buying rate selling rate
1 HRK 0.112879 0.117440
1 USD 0.706369 0.734906
tecajna lista u SAD
buying rate selling rate
1 HRK 0.155907 0.163799

Prouci uvjete dvaju kredita koje nudi ista ban-

ka.
A) B)
150.000 HRK 150.000 HRK
Rok otplate: Rok otplate:
96 mjeseci 8 godina

Kamatna stopa:

5,20 % fiksna

Kamatna stopa:

3,05 % fiksna

Efektivna kamatna stopa:

7,74 %

Efektivha kamatna stopa:

3,83 %

Ukupni iznos otplate:

213.267,73 HRK

28.276,49 EUR

Ukupni iznos otplate:

174.016,44 Hrx
23.072,29 EUR

a) U kojem je primjeru rije¢ o stambenom, a u
kojem o gotovinskom kreditu?

b) Koliki je omjer nov¢anog iznosa koji vraca-
mo i iznosa koji smo posudili za oba kredi-
ta?

Lea izvlaci jednu od kuglica iz kutije u kojoj se
nalazi 45 jednakih kuglica na kojima su napi-
sani brojevi od 1 do 45. Kolika je vjerojatnost
da izvuce:

a) kuglicu na kojoj je broj 37

b) kuglicu na kojoj pise neparni broj

¢) kocku na kojoj pise broj 11

d) kuglicu na kojoj pise broj manji od 46?
Kako se naziva dogadaj opisan u primjeru
¢), a kako onaj opisan u primjeru d)?

Mario je u slastiarnici odlucio odabrati i kupiti

jednu kuglicu sladoleda. Mogao je birati izme-

du sljedecih okusa: banana, ¢okolada, visnja,

jagoda i limun.

a) Kolika je vjerojatnost da je odabrao vocni
okus?

b) Napisi jedan nemogué dogadaj.

¢) Napisi jedan siguran dogadaj.
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U biljeznicu nacrtaj Vennov dijagram te napisi
brojeve

Ima li jednadzba 4x — 5 = 6x + 17 rjeSenje u
skupu cijelih brojeva?

Je li jednadzba 2(x —3) — 5 =3 — (x + 2)
rjesiva u skupu N?

Je li jednadzba 2x*> = 200 rjesiva u skupu N?

Je li jednadzba 45x*> = 125 rjesiva u skupu
Q?

Zapisi sljedece razlomke kao decimalne broje-
ve:

3 4
= b) —
2 1o )3
3 7
_2 d —~
©) > ) 1

Zapisi zadane brojeve u decimalnom obliku:

2 1

= b) ——.
) 3 )=z
Napisi jedan:

a) broj s kona¢nim decimalnim zapisom
b) cisto periodi¢ni decimalni broj
¢) mjeSovito periodi¢ni decimalni broj.

Jednostavni zadatci

Dopuni tablicu u biljeZnici.

k decimalni  vrsta decimalnog

razloma 7 ]
broj zapisa

2.31

Poredaj po veli¢ini brojeve pocevsi od najma-
njeg: 23.4, 23.14, 23.4,i 23.104.

Koji su od sljedecih brojeva iracionalni:

a) V3 b)) \V9 o VI2 d) V16?

Prepisi u biljeznicu samo tocne tvrdnje.

a) Broj m je racionalan broj.

b) Broj v/2 je i racionalan i iracionalan broj.
¢) Broj —3+/2 je iracionalan broj.

d) Svaki racionalan broj je realan broj.

e) Broj O je iracionalan broj.

Nacrtaj u biljeznicu samo tocne slike.

a) b)

\/Zcm
L \/gcm 2 cm
1 cm

2cm 2cm
c) d)
3 cm V10 cm
2cm /3 cm
2\
1 cm 1 cm
Na brojevnom praveu (|OE| = 1cm) oznaci

tocke pridruzene brojevima \/§ i 4\/5.

Na brojevnom praveu (|OE| = 1 cm) oznaci
tocke pridruzene brojevima V3i —2v3.
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Radna verzija, 2021-04-28



38

SKUP REALNIH BROJEVA

Nacrtaj crtez u biljeznicu i upisi brojeve koji
nedostaju na crtezu.

[N
£

o ==

Nacrtaj crtez u biljeznicu i upisi brojeve koji
nedostaju na crtezu.

-

[ ]+—

Na brojevnom pravcu (|OE| = 15 mm) oznadi
to¢ke pridruZene brojevima —v/2 i g
a) Prouci teCajnu listu i izraCunaj koliko kuna
mozemo dobiti za 1000:
A) eura
B) americkih dolara
C) japanskih jena.
b) Izracunaj koliko mozemo za 1000 kn do-
biti:
A) eura

B) americkih dolara

C) japanskih jena.
valuta jedinica  kupovni prodajni
USD 1 5.369253  5.691408
EUR 1 7.605000  7.730000
JPY 100 5263095  5.578881

Prouci uvjete bankovnog kredita.

200.000 HRK

Rok otplate:
8 godina

Kamatna stopa:

3,05 % fiksna

Efektivha kamatna stopa:

3,71 %

Ukupni iznos otplate:

231.050,16 HRrRk

30.634,20 EUR

Koliki je omjer nov€anog iznosa koji vracéamo
i iznosa koji smo posudili?

O ¢emu ovisi iznos kamata kada Stedimo? Pre-
pisite kartice s to¢nim odgovorima.

0 iznosu
koji stedimo

o0 cijeni stana
koji kupujemo

o0 vremenskom
periodu Stednje

o kamatnoj stopi
koju odreduje banka

Lovro je dao Mateji da izvuce jednu kuglicu iz
kutije u kojoj su bile tri zelene, sedam plavih i
Cetiri ljubicaste kuglice. Kolika je vjerojatnost
da Mateja izvuce:

a) zelenu kuglicu b) plavu kuglicu

¢) kuglicu?
U kojem je podzadatku naveden siguran doga-

daj?

Tonka je napisala svoje ime tako da je na svaku
od kartica napisala jedno slovo.

7] [o] [n] [x] [2]
Ako izvla¢imo jednu karticu, kolika je vjero-
jatnost da ¢emo izvudi:

a) slovo N b) otvornik?
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Koje od jednadZzbi nemaju rjeSenje u skupu ra-
cionalnih brojeva:

a) x—1|=4
o |¥+1]=4?

b) X +1=2

Neka je x realan broj za koji vrijedi
¥+ 2 =—1.

a) Izracunaj cemu je jednako x + 2.
b) Izracunaj ¢emu je jednaka reciprocna vri-
jednost rjeSenja zadane jednadzbe.

Koliko rjeSenja u skupu Ny ima nejednadzba:

2020 < v < 2021?

Odredi sve brojeve n iz skupa Ny tako da jed-
nadzba (x —2)? = n ima rjeSenje u skupu N.

Dokazi da je broj:
\/27 +10vV2 + \/27 —10V2

cijeli broj.

Odredi sve parove prirodnih brojeva sa svoj-
stvom da je njihov zbroj jednak njihovom um-
nosku.

Nadi tri racionalna broja m tako da jednadzba

mx> = — 3 bude rjesiva u skupu cijelih brojeva.

Dokazi da je broj /6 — 11 - V6 + V11

cijeli broj.

Koliko je najmanje decimala (pocevsi od dese-
tinke) potrebno zbrojiti u decimalnom zapisu

19
broja 1 da bi rezultat bio:

a) 9 b) 90 c¢) 20707
Koliko je najmanje decimala (pocevsi od dese-

tinke) potrebno zbrojiti u decimalnom zapisu

5
broja T da bi rezultat bio 381 ?

Koliko ima prirodnih brojeva x za koje vrijedi
4</x<5?

Koliko ima prirodnih brojeva x za koje vrijedi
150 < /x < 1517

Koliko je to¢aka na brojevnom pravcu pridru-
Zenih parnim prirodnim brojevima ve¢im od
(v2 — 1)?, a manjim od (2v/3 +4)??

Slozeniji zadatci

2 ,
Znamo da je 3= 06. Kako mozemo otkriti
. 2 .
da je 0.6 = §? Neka je @ = 0.6. Tada je
10 - a = 6.6. Vrijedi:
10-a—a=66—-06=56

9-a=6/:9
N
a=g=3

Primjenjujuéi opisani postupak, zapisi 3.4 i
0.72 kao razlomke.

Igraca kocka bacena je triput zaredom. Kolika
je vjerojatnost da zbroj triju dobivenih brojeva
bude 3, 5ili 7?

Simetri¢an novcic baca se Cetiri puta zaredom.
Kolika je vjerojatnost da je barem dva puta za-
redom palo pismo?

U prvom kvadrantu ukljucujudi i pozitivan dio
koordinatnih osi odaberimo tocku s cjelobroj-
nim koordinatama manjim ili jednakim 5. Ko-
lika je vjerojatnost da odaberemo tocku kojoj
je zbroj koordinata 4?

Na slucajan nacin bira se broj iz skupa svih
dvoznamenkastih prirodnih brojeva. Kolika je
vjerojatnost da on pri dijeljenju sa 7 daje ostatak
3?

Na sluc¢ajan nacin biramo broj iz skupa svih par-
nih prirodnih brojeva manjih ili jednakih broju
100. Kolika je vjerojatnost da je dobiveni broj
dvokratnik nekog prostog broja?

U koordinatnom sustavu u ravnini odaberimo
tocku s cjelobrojnim koordinatama (x,y) tako
daje |x| <3 i |y| < 3. Kolika je vjerojatnost
da odaberemo tocku koja se nalazi na apscisi?

U kvadratnoj jednadzbi x> = a biramo priro-
dan broj a manji ili jednak broju 100. Kolika je
vjerojatnost da odaberemo broj tako da rjeSenja
jednadzbe x*> = a budu cijeli brojevi?

U skupu brojeva A = {x|x € N,x < 15} oda-
berimo jedan broj. Kolika je vjerojatnost da
odaberemo broj koji se moZze zapisati kao zbroj
dvaju prostih brojeva?

39
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5.8. SEMAFOR

40

U biljeZznicu rijesSi zadatke i pokraj svakog zadatka nacrtaj krug.
Krug oboji zelenom bojom ako zadatak u potpunosti razumijes
i to¢no je rijesen. Zutom bojom oboji krug kraj zadatka za koji
smatras da jo$ trebaS vjezbati ili ako rezultat zadatka nije tocan,
a crvenom bojom ako ne znas kojim postupkom rijesiti zadatak.

Zadatci

Koje su tvrdnje to¢ne:
aNCQ b)Z C Q™ ¢) R=QuUI d)QNI=10 e) NNZ = Nj?

Ispravi pogreske.

Dopuni recenice.

U skupu N komplement skupa svih neparnih prirodnih brojeva je skup svih

U skupu R komplement skupa I je skup .

Navedi pet brojeva koji su realni, ali nisu racionalni. Kojem skupu brojeva pripadaju
navedeni brojevi?

Rijesi svaku od jednadzbi i odredi kojem skupu pripada rjeSenje pojedine jednadzbe:
a)3—Tx=-9x+4 b) —31=7(x—3)— (x+4)

©) —l+§x—1_3x—
2 4 5

2 d) x> -8=0.

5
Tijekom istraZivanja javnog mnijenja u Istri 7 ispitanika ocijenilo je ispitivanje ko-
risnim, a njih 105 od 3500 smatralo je da je ispitivanje bilo potpuno nepotrebno. Za

svaku od grupacija ispitanika postotkom izrazi njen udio u ukupnom broju ispitanika
(rjeSenje zaokruZi na dvije decimale).
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7. PrikaZi na brojevnom pravcu tocke pridruzene broju ¢ija je apsolutna vrijednost jed-

naka \/§—|— \/§

8. Luka tvrdi da je jucer razgovarao sa \/5(3\/_ — \/g) ljudi, a Veronika kaze da je
razgovarala s njih (1 — v/2)(1 + v/2). Tko sigurno ne govori istinu? ObrazloZi svoj
odgovor.

9. U mjenjacnici Najbolje Vedran moZe za 250 eura dobiti 1 862.81 kuna, a u mjenjacnici
Kvalitetno za 180 eura moze dobiti 1342.89 kuna. Koja je mjenjacnica povoljnija?
Mozes li na temelju podataka odrediti kupovni ili prodajni te¢aj? Koliko kuna po tom
teCaju Vedran moze dobiti za 1 euro?

10. Kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrani broj iz skupa {1,2,3...98,99,100} bude
djeljivis 8is 12?

Za svaki zeleno obojeni krug osvajas 2 boda, za svaki zuti krug 1 bod, a za crveni 0 bodova.

Intervali bodova

0-10: Znas $to ti je Ciniti. . . Nakon jo$ vjezbe sigurno ¢e biti bolji rezultat!
11-17: Jos ponovi i posebice uvjezbaj ono u ¢emu grijesis!
18 - 20: Na pravom si putu za sljedeée poglavlje!

.ST _ 001

; —— jsouwjefo1afa of vuozel],
‘96 1 7L ‘8% ‘T 1ulloaod ns yrloy po efepesop yrureuowaya OO of oudnyn *0L "euny ¢o9p'/ NIGOP SZOW UBIPIA 0INS | ez
1 [99) Tuaodny NIPaIPO OWAZON “ougarrppay edtuelusfw of efufjoaod *¢ wodelr0) wiupal snurw s nereaoszer ejgow afiu
10[ NUNST 1I0AOS QU BYIUOISA "[— =7 — ] — (;/\ + I)(;/\ —1) ‘z= NN = (;/\Z _z/\g)y\ = (g/\ _z/\g)y\ ]
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6 Planimetrija

Nakon ovog poglavlja moéi ¢es:

opisati razmjer (proporciju) kao ekvivalentnost dvaju omjera

razlikovati vanjske 1 unutarnje ¢lanove razmjera te racunati bilo koji nepoznati
¢lan razmjera

primjenjivati razmjer u rjesavanju problema iz matematike, drugih podrucja
i stvarnoga zivota

primjenom Talesova poucka dijeliti duzinu na sukladne dijelove 1 tockom

u zadanome omjeru

primjenjivati Talesov poucak za crtanje trokuta i pravokutnika
matematickim jezikom opisati sli¢nost trokuta i mnogokuta

opisati svojstva sli¢nih likova

primjenjivati Talesov poucak za rjesavanje problemske situacije

analizirati problemsku situaciju i zapisati ju linearnom jednadzbom

opisati 1 konstruirati koncentriéne kruznice

opisati kruzni vijenac, diraliSte i sjeciste

konstruirati motive primjenom razli¢itih odnosa kruznica u ravnini
razlikovati medusobne odnose kruznica u ravnini

konstruirati dvije kruznice koje se dodiruju

istrazivati odnose polumjera kruznica i udaljenosti njihovih sredista pa donositi
zakljucke

rotirati lik u ravnini

stvarati nove uratke i ideje sloZenije strukture

samostalno odabirati odgovarajuéu digitalnu tehnologiju

rjesavati slozenije probleme sluzedi se digitalnom tehnologijom

pratiti uc¢inkovitost uéenja i svoje napredovanje tijekom ucenja.

Oni koji zele znati viSe moéi ¢e:

odabrati dva preslikavanja u ravnini i konstruirati njihovu kompoziciju

kreirati motiv zadanom kompozicijom vise od dvaju preslikavanja

odredivati os simetrije, centar simetrije, vektor translacije, srediSte i kut rotacije
u nacrtanoj kompoziciji

analizirati kompoziciju preslikavanja.
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U ovom ¢es poglavlju saznati sto je:

razmjer

Talesov poudak

o proporcionalnosti duzina
sli¢nost trokuta

sli¢nost mnogokuta
tangenta kruznice

rotacija oko tocke
kompozicija preslikavanja.
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6.1. Razmijeri

¥. razred Omyjeri

6. razred Owjeri

U svakom
razredu ugimo
nesto o
owmjerima.

Opiéi
odnose visina
konstrukc‘ga

napravljenih od
djegjih kockica.

Veé znamo da izraz oblika a : b, b # 0, nazivamo omjerom brojeva a i b. Broj a je prvi
¢lan omjera, a broj b drugi ¢lan.

Vrijednost se omjera neée promijeniti ako oba ¢lana pomnozimo ili podijelimo istim brojem
razli¢itim od nule.

=1:2=50:100=04:02 =k : 9k

0 1>

U gornjem se izrazu pojavljuju jednakosti omjera koje krace nazivamo razmjer.

Razmijer ili proporcija

Razmyjer ili proporcija je jednakost dvaju omjera a : b i c : d, tj.
a:b=c:d,

pri ¢emu su b i d razliciti od nule.

unutarnji Elanovi U razmjeru a : b = ¢ : d brojeve a i d nazivamo

/ \ vanjski ¢lanovi razmjera, a brojeve b i ¢ unutarnji
a:b=c:d ¢lanovi.

vanjski Zlanovi
Primjer 1.

Izracunajmo x akoje 4 : 11 =x:5.

Rjesenje: Omjere napiSimo kao razlomke i pomnoZimo jednadZbu sa zajednickim

nazivnikom:
4 X
— =%/ o1l
11 5/ >
4.5=11-x
20
20=11 = —.
X, X 11

44

Radna verzija, 2021-04-28



U drugom retku imali smo jednakostumnozaka 4-5 1 11 -x, tj. jednakost umnoska vanjskih
¢lanova razmjera i umnoSka unutarnjih ¢lanova razmjera.

Vrijedi li ta jednakost za bilo koji razmjer?

Nekajea:b=c:d.
c

NapiSemo omjere kao razlomke: g =7

PomnoZimo zajedni¢kim nazivnikom bd :
a-B-d_c-b-A
¥ 4

Nakon skraéivanja dobivamo: a-d =b-c.

Za svaki razmjer vrijedi da je umnozZak vanjskih ¢lanova
jednak umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjera.

Akojea:b=c:d,tadaje a-d=>b-c.

Primjer 2.

Sanja i Mario su nakon prerade maslina iz
svog maslinika dobili 49 litara ulja. Dogo-
vorili su se da ée tu koli¢inu razdijeliti u
omjeru 4 : 3. Koliko je litara ulja dobila
Sanja, a koliko Mario?

Rjesenje: Oznac¢imo s x koli¢inu ulja za Sa-
nju. Tada je 49 — x koli¢ina ulja za Marija.
Vrijedi razmjer:

x:(49—x)=4:3.

Rijesimo ga:

3x = 4(49 — x)
3x = 196 — 4x
7x = 196
196
x=—, x=28.
7

Sanja je dobila 28 litara, a Mario 49 — 28 = 21 litru ulja.

Drugi nacin. Omjer se ne mijenja kad mu ¢lanove pomnoZimo nekim brojem &
razli¢itim od 0, tj. 4 : 3 = (4k) : (3k).

Ako su 4k i 3k koli¢ine ulja za Sanju i Marija, treba naéi k za koji je
4k + 3k = 49.

49
Tk=49, k== =7paje 4k=4-7=28,3k=3-7=2l.

Sanja je dobila 28 litara, a Mario 21 litru ulja.
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Primjer 3.

Duljine osnovice i kraka jednakokracnog trokuta odnose se kao 6 : 5. Kolika je
duljina osnovice ako je opseg trokuta jednak 32 dm?

Rjesenje:
a:b=6:5
0=32dm A

a="1

6 b b
S5a = 6b, a:§b

o=a+2b
6 B a C

32=-b+2b
5 +

16
= b
5
6
b=10dm, a=zb=12dm.

32

Duljina osnovice je 12 dm.

Primjer 4.

Veli¢ine kutova u trokutu odnose se kao 2 : 7 : 9. Izracunajmo veli¢ine svih kutova
trokuta.

Rjesenje: Vrijedi o : B:y=2:7:9. To znacdi da
o ima dva jednaka dijela, B ima 7 takvih dijelova,
a y 9 takvih dijelova. Ako jedan dio oznacimo s k,
dobivamo:

o=2k, B=7Tk, y=09.
Osim toga, u trokutu vrijedi o +  + v = 180° pa je:
2k + Tk + 9k = 180°
18k = 180°
k= 10°.
Sadje o =2-10°=20°, B =7-10°=70°, y =9 10° = 90°.

46

Radna verzija, 2021-04-28



Zadatci 6.1.

Napisi omjere zutih i plavih dijelova prikazanih
na slikama:
a) b) ©

U razredu se broj ucenika koji nose tenisice i
broj svih ucenika odnose kao 4 : 7. U kojem
je omjeru broj:

a) svihucenika i broj onih koji ne nose tenisice
b) ucenika koji nose tenisice i onih koji ne nose

tenisice?

Pojednostavni omjere, tj. napisi ih tako da su
¢lanovi a 1 b u novom omjeru a : b prirodni

brojevi, a razlomak % do kraja skracen:

a) 100 : 700 b) 3000 : 180
¢ 0.01:1 d) 0.5:0.15
4 2 11
- — f) 2—:1-.

L ERT ) 2513

Je li zadana jednakost razmjer:

a) 14:3=140:30 b) 2:7=6:14
c) 0.2:42%:8?

Odredi vanjske ¢lanove zadanih razmjera:
a) a:b=x:y

b) (a+b):(a—b)=c:d

) x:(x+5)=2:7

d 18:y=3-y):(y+2).

IzraCunaj nepoznati ¢lan razmjera:

a) x:15=10:50 b) x:29=36:6

44

1
18:x=24": 135:x=75: —.
c) X 3 d) X 15

Rijesi jednadZbe:

a) 2_82+x b 1_1_24+3x
17 51 19 57
2x—3 4 4 x—=17

9 —5—=53 T

Rijesi jednadzbe:

a) (x+3):2=8:9

b) (x—1):5=(x+2):3
) 2:(2x—1)=7:(x—18)
d x—1):(x+1)=9:11.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

U skoli se broj djevojcica i djecaka odnosi kao
8 : 7. Koliko u $koli ima djevojcica, a koliko
djecaka ako ih je ukupno 450?

Omyjer popunjenog i praznog dijela ¢vrstog dis-
kaje 7 : 13. Koliko se MB nalazi na tom disku
ako mu je ukupni kapacitet 1 TB?

Na boci sirupa pisSe uputa: sirup i vodu mijesati
uomjeru 1 : 5. Koliko sirupa treba upotrijebiti
za 9 litara soka?

Na geografskoj karti koja je izradena u mjerilu
1 : 250 000 udaljenost dvaju mjesta je 4.5 cm.
Koliko je vremena potrebno pjesaku da prijede
tu udaljenost ako hoda prosje¢nom brzinom od
5km/h?

Opseg pravokutnika je 5.2 dm, a stranice mu
se odnose kao 4 : 9. Kolika je povrSina pravo-
kutnika?

U ljekarni se moze kupiti medicinski alkohol u
kojem je omjer Cistog alkohola i vode 7 : 3.
Koliko cistog alkohola ima u bocici s 250 mL
medicinskog alkohola?

Velic¢ine kutova trokuta odnose sekao 1 : 5: 3.
Izracunaj velicine kutova.

U trokutu ABC velic¢ina kuta o i njemu vanjs-
kog kuta o odnose se kao 4 : 5. Izratunaj
o.

Ujna Lidija i stricevi Sven i Tin poklonili su
svojem necaku Matiji graficku karticu kojoj je
cijena 3240 kn. Iznosi novca koje su dali Li-
dija, Sven i Tin odnose se kao 11 : 12 : 13.
Koliko je novca dao Sven?
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6.2. Dijeljenje duzina

48

Podijeli zadanu duginu na 2,416 Simetralom moZemo podijeliti duZinu na dva jed-
dijelova koristeéi Sestar i ravnalo. naka dijela. Kada tim dijelovima opet konstru-
iramo simetrale, podijelili smo duZinu na Cetiri
jednaka dijela. Daljnjim konstrukcijama sime-
trale moZemo podijeliti duZinu na 8, 16, 32...
dijelova.

Kako mozemo podijeliti duzinu na neki drugi broj
jednakih dijelova?

Primjer 1.

Podijelimo duZinu AB na tri jednaka dijela.
Rjesenje:

Nacrtajmo pomoc¢ni pravac p koji prolazi tockom A ina
njemu nanesimo 3 sukladne duZine.

Spojimo to¢ke B i T3 i povucimo paralele s BT3 tockama T} i T5.

A A, 4, B

Presjeke tih paralela s duzinom AB ozna¢imos A i A;.

Tvrdimo da su duZzine AA;, AjA,, A,B medusobno sukladne, tj. da smo ovim pos-
tupkom podijelili duzinu AB na tri jednaka dijela.

Uvjerimo se da su to stvarno sukladne duZine.

Sliku dopunimo paralelama s AB kroz tocke Ty i T i
presjeke tih paralela s duzinama 75A; i T3B oznac¢imo s
C; 1 C,. Uocimo trokute AA 1Ty, T1C1T5 1 TLC,T;.

U trokutima AA T 1 T;C, T, vrijedi
ST1AA = ST T Cy
(kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca)

JAIT\A = 4C T T,
(kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca)

|AT,| = |T\ T>|.

Ah, zato smo
naudili Pouéke o
sukladnosti. $ad ih
privjenjujemo.
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Prema poucku o sukladnosti trokuta K-S-K ta su dva trokuta sukladna pa su im i ostale
odgovarajuée stranice jednakih duljina, tj. |AA;| = |T,Cy].

Zbog povlacenja paralele Cetverokut A;T;CjA, je paralelogram pa je |AjA| =
|T1C].

Dakle, dobili smo da je |[AA;| = |A1A].

Na sli¢an se nadin iz para trokuta T,C T, i T,C,T3 dobije |AjA;| = |A;B|, ¢ime smo
pokazali da su sve tri duzine na AB jednakih duljina.

Primjer 2.

U kojem omjeru tocka T dijeli duZinu AB racunajudi od tocke A ?

a) b)
o1 1 1 11
A 2cm T 25cm B A T B
Rjesenje:
a) Izracunajmo |AT|: |TB|. b) |AT|:|TB|=5:2.
|AT|:|TB| =2:2.5
=4:5.

Dijeli u omjeru 4 : 5.

Primjer 3.
Danu duZinu AB podijelimo to¢kom T u omjeru 3 : 2 racunajuéi od tocke A.

Rjesenje: Trazimo tocku T na AB za koju vrijedi:

|AT| : |TB| =3 : 2.
To znaci da je |AT| = 3k i |TB| = 2k pa za cijelu duZinu AB vrijedi |AB| = 5k.
Dakle, trebamo AB podijeliti na 5 jednakih dijelova i trazena tocka T je na kraju trece
od tih 5 sukladnih duZina.
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Zadatci 6.2.

1. Nacrtaj duZinu AB duljine 6.3 cm. Podijeli je
na 4 jednaka dijela s pomocu:

a) simetrala
b) postupka iz primjera 1.

2. Nacrtaj duzinu MN duljine 7.4 cm, a zatim je
podijeli na:
a) 3 b) 5
jednakih dijelova.

c) 7

3. Zadana je duzina AB i tocka T na njoj. U
kojem su omjeru duZine AT i TB?

a)

A T B

b) c)
B A
T T
A B

4. U kojem omjeru tocka P dijeli duzinu MN , tj.
koliko je [MP] : |PN|?

a)
M P N
b) )
N M
P
P
M N

5. Nacrtaj duZinu AB duljine 6.5 cm itockom T
podijeli je u omjeru:
a) 2:1 b) 3:1 ¢) 5:3.

6. Nacrtaj duzinu MN duljine 7 cm i tockom P
podijeli je u omjeru:

a) 1.5:1 b) 25:2 ©)

W | =
AN~

50

Duzina AB podijeljena je tockama A;, A,,
Az, Ay, As na 6 jednakih dijelova.

T T T T W% #)

A 4, A, A, A, A, B

Izracunaj sljedece omjere:

a) |AA1| . |AIB| b) |AA2| . |AzB|
C) |AA3| o |AA1| d) |AB| 3 |A3A4|
e) |A1A3| . |A3B| f) |AA3| . |A2A5| .

Opseg jednakostrani¢nog trokuta je 8.3 cm.
Konstruiraj stranicu tog trokuta.

Opseg pravilnog Sesterokutaje 11.6 cm. Kons-
truiraj taj Sesterokut.

. Opseg jednakokracnog trokuta je 12 cm. Os-

novica trokuta i krak trokuta odnose se kao
2 : 3. Konstruiraj taj trokut.

. Opseg jednakokracnog trokuta je 14 cm. Os-

novica trokuta i krak trokuta odnose se kao
3 : 4. Konstruiraj taj trokut.

. U jednakokra¢nom trokutu osnovica i visina na

nju odnose se kao 3 : 5. Konstruiraj taj tro-
kut ako je zbroj duljina osnovice i visine na nju
jednak 10 cm.

. Stranice trokuta odnose se kao 3 : 4 : 6. Opseg

mu je 11 cm. Konstruiraj taj trokut.

. Opseg pravokutnika je 12.8 cm. Susjedne mu

se stranice odnose kao 2 : 5. Konstruiraj taj
pravokutnik.
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Talesov poucak o proporcionalnim duzinama m

6.3. Talesov poucak o proporcionalnim duzinama

DuZinu O_\’> pod‘ﬂehmo tozkom A u omjeru 3: 2.

0

Kad dijelimo duZinu OB u omjeru 3 : 2, na slici
su se pojavile tocke A’ i B’ za koje vrijedi:
|OA'| . |A'B'| =3:2
|OA| : |AB| =3:2.

U obje su jednakosti desne strane jednake (3 : 2) pa moraju biti jednake i lijeve strane, tj.
|OA'| 1 |A’B'| = |OA| : |AB| = 3 : 2.

Tu jednakost moZemo tumaciti i ovako: usporedni pravci AA’ i BB’ su na krakovima kuta
JB'OB odsjekli duzine ¢ije duljine se odnose kao 3 : 2. Takve duzine ¢ije duljine se
jednako odnose (proporcionalne su) kratko nazivamo proporcionalne duZzine.

Pogledajmo jo§ nekoliko slika na kojima su duzine OB podijeljene u razli¢itim omjerima.
Na svima su pravei AA” i BB usporedni.

o A B O 4 B

B!

Popunili smo tablicu.

|OA| : |AB| |OA'|: |A'B'| |0A|:|0B| |OA'|: |0B|

slika 1 3:4 3:4 3:7 3:7
slika 2 1:4 1:4 1:5 1:5
slika 3 2:5 2:5 2:7 2:7
slika 4 6:1 6:1 6:7 6:7
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PLANIMETRIJA

Na sve Cetiri slike vrijedi:

|OA| : |AB| = |0A'| : |A'B/|
|0A| : |OB| = |0A'| : |OB|.

Ovi razmjeri vrijede za bilo koji kut ¢iji krakovi
su presjeceni usporednim pravcima a = AA’ i
b = BB, tj. kad se krakovi kuta presijeku uspo-
rednim pravcima a i b, tada ti pravci na krakovi-
ma odsijecaju proporcionalne duZine. Ovu tvrd-
nju nazivamo Talesov poucak o proporcionalnim
duZinama.

Talesov poucak o proporcionalnim duzinama

Usporedni pravci na krakovima kuta odsijecaju 9
proporcionalne duZine, tj. ako usporedni pravci B
a i b sijeku krakove kuta <pOgq u to¢kama A A
i A’ odnosno B i B’ tada je:
|OA| : |AB| = |0A’| : |A'B/| <
|0A| : |0B| = |0A'| : |OB/|. & AN BN P

Primjer 1.

Pravci a 1 b su usporedni. Izraunajmo nepoznatu duljinu x.

Rjesenje: Prema Talesovu poucku vrijedi:
|OA| : |AB| = |0A’| : |A'B/|

6:x=8:3
18 = 8x
18 9 1
=—===2=
YT T s
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Talesov poucak o proporcionalnim duzinama m

Primjer 2.

Pravci a, b i ¢ su usporedni.
Izracunajmo nepoznatu duljinu x.

Rjesenje:

Na prvi pogled ova se slika razlikuje od slike Tale-
sova poucka, a pojavljuju se i tri usporedna pravca,
ane samo dva. Dopunit ¢emo sliku tako da se poja-
vi kut. To¢kom A povucimo pravac p’ usporedan
S pravcem p.

Zbog usporednosti (paralelogram) se na pravcu p’ javljaju odsjecei dugacki 612 i sad
primijenimo Talesov poucak. 6 : 2 =9 : x, 6x = 18, x = 3. TraZena duljina je 3.

Vrijedi i obrat Talesova poucka.

Obrat Talesova poucka o proporcionalnim duzinama

Ako pravci na krakovima kuta odsijecaju proporcionalne duZine, tada su ti pravci
usporedni.

Primjer 3.

Jesu li pravci a i b na slikama usporedni?

a) b) p /2.8 cm/ 32 cm

2.5cm \1.5 c\n p

Rjesenje:
a) Provjerimo jesu li duzine proporcionalne, tj. vrijedi li 2.5 : 1.5 =4 : 2.4. To
¢e vrijediti ako vrijedi jednakost umnoska vanjskih ¢lanova i umnoska unutarnjih

¢lanova:
2.5.-24 =6, 1.5-4 =6.

Umnosci su jednaki, pa razmjer vrijedi, a prema obratu Talesova poucka pravci a
i b su usporedni.

b) Provjeravamo vrijedi li razmjer 2.8 : 3.2 = 5.6 : 5.4. UmnoZak vanjskih ¢lanova
je 2.8 5.4 = 15.12. Umnozak unutarnjih ¢lanova je 3.2 - 5.6 = 17.92. Razmjer
ne vrijedi te pravci a i b nisu usporedni.
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Zadatci 6.3.

1. Izracunaj nepoznatu duljinu x ako su pravci a
i b usporedni.

a) b)

5 / X .
7 a
e
2. Izratunaj nepoznatu duljinu d ako su pravci p
1 g usporedni.

a)
d
f—/%
14 /

3. Izradunaj nepoznatu duljinu x ako su pravci m
i n usporedni.

a) b)
X
\ o
6.8 ,2,
4.5
X
m p m
) d)
ol [
. 3n
0.6 /! Tn 5 <
I

4. Izratunaj nepoznatu duljinu x. Pravci a i b
su usporedni.

54

Pravci a, b i ¢ su usporedni. Izracunaj x.
a) b)
3 / a
1 2.1 / 1.8
b

Ve, :
“4.1/ -

7.4

Izracunaj duljine x i y ako su pravci a, b i ¢
usporedni.

x;y;w; / x

Odredi x i y ako su duzine AB, GF i ED
usporedne.

Jesu li pravci a 1 b usporedni?

-3
a

a) b)
% 7
5l

b

9. Mozes li za izraunavanje nepoznate duljine x

upotrijebiti Talesov poucak?

a) b)
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Sliénost trokuta i mnogokuta m

6.4. Slicnost trokuta i mnogokuta

Na obje su fotografije dva trokuta kojima moZemo konstruirati. Na desnoj su fotografiji
trokuti neSto manji, ali su istog oblika.

Pogledajmo ove parove likova.
a) b) c) d)
: — > ()
. @ « 0
2 4

Na svakoj je slici par likova koji su istog oblika i razlicitih veli¢ina.

Kad dva lika imaju isti oblik, ali ne nuzno i jednaku veli¢inu nazivamo ih sli¢ni likovi.

Trokuti ABC i MNP su dva pravokutna trokuta sa Siljas-
tim kutovima veli¢ine 30° i 60°. Trokut MNP dobiven

P
s je povecanjem stranica trokuta ABC dva puta. Trokuti
(> ABC i MNP su sli¢ni. Parovi kutova koji su medusobno
O jednakih veli¢ina nazivaju se odgovarajuci kutovi. Ta-
B o ko su kutovi {CBA i MNP odgovarajuci kutovi, B i

A BN M

N su odgovarajuéi vrhovi, a stranice AC i MP nasuprot
odgovarajuéim kutovima su odgovarajuce stranice.

Pisemo: AABC ~ AMNP i pri tome pazimo da su odgovarajuci vrhovi zapisani u istom
poretku.

Primjer 1.

Odredimo odgovarajuée vrhove i kutove sli¢nih likova i matematickim simbolima
zapiSimo da su sli¢ni.

a)
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Rjesenje:
a) Odgovarajuci kutovi su: JMSO i STKR, 4SOM i 4KRT, SOMS i 4RTK.
Odgovarajudi vrhovisu Si1 K, Oi Rte M i T te piSemo ASOM ~ AKRT .

b) Odgovarajuci kutovi ¢etverokuta PETI i AMOS su: <EPI i 4SOM, JSTEP i
JASO, 4ITE i SMAS, 4PIT i SOMA . Odgovarajuéi vrhovisu Pi O, E i S,
TiAteMiT tepiSemo PETI ~ OSAM.

Sliénost trokuta

Dva su trokuta slicna ako su im veli¢ine odgovarajucih kutova jednake i ako su im
duljine odgovarajudih stranica proporcionalne.

Omjer duljina odgovarajucih stranica naziva se koeficijent sli¢nosti k.

Primjer 2.
Trokuti ABC i DEF su sli¢ni. Od- C
redimo koeficijent sli¢nosti & i du- r
ljine preostalih dviju stranica trokuta 66
.6 cm
DEF. 44 cm A\ i
Rjesenje: Promatrajuci kutove, dobi-
vamo dasu stranice BC i EF odgo- "5 s T E
varajuce i omjer njihovih duljina je
koeficijent sli¢nosti k:
k=|BC|: |EF|=44:4=1.1.
Odgovarajuce stranice su proporcionalne pa vrijedi:
6.6
|AC|: |DF| =k, 6.6:|DF|=1.1, |DF|= 11 6 cm
5.5
|AB| : |DE| =k, 5.5:|DE|=1.1, |DE|= 1= 5 cm.
Duljine ostalih dviju stranica su 6 cm i 5 cm.
Primjer 3.
Jesu li trokuti ABC i A’B'C’ sli¢ni?
B’ 10.92 cm A’
< 30°
9 cm 120° 6.3 cm
CI
30° 30°
A 15.6 cm B
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Sliénost trokuta i mnogokuta m

Rjesenje: Velicine kutova trokuta ABC su 30°, 30° i 120°, a tolike su i veliine

kutova u trokutu A’B'C’. Radi se o jednakokra¢nim trokutima pa je |AC| = 9 cm i
|B'C’'| = 6.3 cm. Omjeri odgovarajucih stranica su:

IA'B'| : |AB| =10.92:15.6 =0.7,  |A'C’| : |AC| =63:9=0.7,
|B'C'|: |BC| =6.3:9=0.7.

Svi omjeri su jednaki, tj. odgovarajuée stranice su proporcionalne. Trokuti ABC i
A’B'C’ su sli¢ni.

Kao $to proucavamo sli¢ne trokute, tako mozemo razmatrati i slicne mnogokute.
Slicnost mnogokuta

Dva su mnogokuta sli¢na ako su im odgovarajuci kutovi jednake veli¢ine i duljine
odgovarajucéih stranica proporcionalne.

Na slici su dana dva sli¢na peterokuta s koeficijentom sli¢nosti k = 2.

C
3.6 cm

18 mm
3.8 cm
E
20 mm
A 4 cm B
ABCDE ~ A'B'C'D'E’

Primjer 4.

Kolika je duljina nepoznate stranice pravokutnika A’B'C'D’ ako vrijedi ABCD ~
A'D'C'B'?
D C

D" C

D7 il 1.4 cm

A" b" B’
A

42 mm B

Rjesenje: U pravokutniku ABCD je a = 42mm, b = 27 mm. U pravokutniku
A'D'C'B’ je d = 1.4 cm = 14 mm. Trazimo b':

/

a 14 1 74 1
k=— f=—=== == b = kb b=--27=9 .
a’ 03 b’ ’ 3 o
Duljina nepoznate stranice je 9 mm.
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Zadatci 6.4.

1.

58

Ispravno zapisi oznake sli¢nih likova.

a) E
| /A\
A B F D
b) B’
C VA,
A B C'
¢ B M

Cetverokuti na slici su slicni. ZapisSi tu slicnost
s pomocu simbola ~ .

<

9.

3. Trokuti ABC i A’B’C’ susli¢ni. Popuni tablicu
u biljeznici.

AABC
a 12cm 05cm 2m
b 13cm 4mm 48dm 9dm
¢ l4dcm 7mm 1m
NA'B'C’
d 6cm 12 cm
b 6 m
c 35cm 5m 1 dm

Jesu li trokuti kojima su odgovarajuci kutovi
sukladni, a duljine stranica su 21 m, 24 m,
19m i 21 dm, 24 dm, 19 dm sli¢ni?

Duljine stranica veceg trokutasu 18 cm, 9 cm,
15 cm. Kolike su duljine stranica manjeg sli¢-

nog trokuta ako je koeficijent slicnosti 5 ?

U trokutu ABC duljine stranica su 140 cm,
12dm, 10dm. Najveca stranica slicnog tro-
kuta A’B’C’ ima duljinu 21 m. Odredi duljine
ostalih stranica trokuta A’B'C’.

Koeficijent slicnosti dvaju trokuta je k = 0.75.
U manjem trokutu je @ = 3dm, b = 27 cm,
auveéem ¢’ = 44 cm. Izradunaj nepoznate
stranice oba trokuta.

Jesu li sli¢ni trokuti ABC i DEF ?

C F
4i j4 i j
A 4 B D E

Jesu 1i dva kvadrata sli¢na?
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10.

11.

12.

13.

14.

Jesu li slic¢ni nacrtani paralelogrami?

12

14 5
b)’
Zadan je kvadrat ABCD sa stranicom dulji-
ne 15 mm i pravokutnik s jednom stranicom

duljine 6 cm. Kolike su duljine stranica pra-
vokutnika ako je slican kvadratu ABCD?

a)

40°

Na slici su dva pravilna Sesterokuta. Jesu li oni
sliéni? Koliki je omjer duljina odgovarajucih
stranica?

@ )

11 mm

Dva su pravokutnika sli¢na s koeficijentom sli-

¢nosti k = 2 Ako su stranice veceg pravo-

kutnika ¢ = 3cm 1 b = 4.5 cm, kolike su
duljine stranica manjeg pravokutnika? Nacrtaj
oba pravokutnika.

Borna rjesava test u kojem je ovakav zadatak:

Procitaj sljedecu recenicu i zaokruzi jedan od
ponudenih odgovora.

Ako dva cetverokuta imaju iste odgovarajuce
kutove, oni su sli¢ni:

b) ponekad ¢) nikad.

Ako zaokruzi a), to znaci da Borna smatra kako

a) uvijek

¢e uvijek kad promatra dva Cetverokuta s jed-
nako velikim kutovima uvijek biti slicna. Ako
zaokruzi b), to znaci da za neke parove Cet-
verokuta s istim kutovima vrijedi sli¢nost, ali
za neke parove ne vrijedi. I konacno, ako za-
okruZzi ¢) to zna¢i da Borna smatra kako dva
Cetverokuta s istim kutovima nikako ne mogu
biti sli¢na.

Sto bi ti zaokruZio da si na Borninu mjestu?

Obrazlozi svoj odgovor.

15.

16.

17.

Sliénost trokuta i mnogokuta m

Prepisi u biljeznicu jedan od ponudenih odgo-

vora.

a) Ako dva Cetverokuta imaju iste duljine
stranica, oni su sli¢ni.

1) uvijek 2) ponekad  3) nikad

b) Dva pravilna peterokuta su sli¢ni likovi.

1) uvijek 2) ponekad 3) nikad

¢) Dva paralelograma su sli¢ni likovi.

1) uvijek 2) ponekad 3) nikad

d) Pravilni Sesterokut i pravilni peterokut
su sli¢ni likovi.
1) uvijek

2) ponekad  3) nikad

Jesu li slicni mnogokuti nacrtani u kvadratnoj

mrezi?

a)

b)

i

c)

Dva su trokuta sukladna. Jesu li oni sli¢ni?
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6.5. Poucci o slichosti trokuta

60

Sjedam se da smo &

6. razredu udili pouéke o
sukladnosti trokuta. Ovo

mora biti nedto
sliénol

Kad Zelimo provjeriti jesu li dva trokuta sli¢na, ne tre-
bamo mjeriti sve kutove i stranice te provjeravati jesu
li svi odgovarajuci kutovi sukladni, a stranice proporci-
onalne. O tome koje od tih elemenata treba provjeriti,
govore poucci o sli¢nosti trokuta.

oznaka poucak
K-K Dva su trokuta sli¢na ako su im suklad-
na dva kuta.
Dva su trokuta sli¢na ako su omjeri du-
S-K-S | ljina dvaju parova stranica jednaki i ku-
tovi §to ih zatvaraju te stranice sukladni.
Dva su trokuta slicna ako su omjeri
S-S-S | duljina svih triju parova odgovarajucih
stranica medusobno jednaki.
Dva su trokuta sli¢na ako su omjeri du-
S.S.K ljina dvaju parova odgovarajucih stra-
nica jednaki i kutovi nasuprot vecim
stranicama sukladni.
Primjer 1.

Jesu 1i zadani trokuti slicni?

a)

7,

115°

¢)
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Poucci o sliénosti trokuta m

Rjesenje:
a) AABC ~ AEFD prema K-K poucku o sli¢nosti trokuta.

18 20 16
b) Za stranice tih trokuta vrijedi — =2, — =2, —

9 10 8
A’B'C’ sli¢ni prema S-S-S poucku o sli¢nosti trokuta.

= 2 pa su trokuti ABC i

¢) Trokuti ABC i MNP su jednakokracni. U oba trokuta kut izmedu krakova je 50°,

a omjeri krakova su 3= 4. AABC ~ AMNP prema S-K-S poucku o sli¢nosti
trokuta.

15
d) Vrijedi 5 = 3i 3= 3, tj. trokuti imaju dva para proporcionalnih stranica. Uz

to, kutovi nasuprot vecoj stranici u oba trokuta su pravi pa su to sukladni kutovi.
Dakle, AABC ~ AFDE prema S-S-K poucku o sli¢nosti trokuta.

Primjer 2.

Krakovi kuta 4pOq presjeceni su usporednim pravcima a i b.

A/ By

PokaZimo da vrijedi:
|OA| : |OB| = |AA’| : |BB'|

Rjesenje:

Dokazat éemo da su trokuti OAA’ i OBB’ sli¢ni.
p Imaju zajednicki kut s vchom O

JA'OA = SB'OB.
Prema Talesovu poucku o proporcionalnosti duZi-
na vrijedi:
|OA| : |OB| = |0A’| : |OB'|,
tj. omjeri stranica koje odreduju kut JAOA’ su jednaki. Prema S-K-S poucku o sli¢-

nosti ti su trokuti slicni. U sli¢nim trokutima omjeri svih triju parova odgovarajuéih
stranica su jednaki pa je:

|0A| : |0B| = |AA'| : |BB|.
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Primjer 3.

Dana su dva trokuta. IzraCunajmo veli¢ine svih kutova obaju trokuta.

C
8 11 ¢’
4 5.5
30° 2 :
A 15 B A’ 7.5 B’
RV . .. 8 11 . Co .
Rjesenje: Vrijedi 1= 2, 55 = 2, 75 = 2, tj. omjeri duljina parova stranica su

jednaki.

Prema S-S-S poucku o sli¢nosti vrijedi:
AABC ~ NA'B'C'.
Sli¢ni trokuti imaju sukladne odgovarajuée kutove. Stoga je:
|IBAC| = |4B'A'C'| = 43°
|XCBA| = |XC'B'A’| = 30°
|XACB| = |JA'C’'B’| = 180° — 30° — 43° = 107°.

Primjer 4.

Jurica ima $tap duljine 1 m. Kako moze s pomocu tog
Stapa i metra odrediti visinu jablana u parku?

Rjesenje:

o

d S

Tijekom sunc¢anog dana Jurica moZe izmjeriti duljinu sjene d jablana i duljinu sjene
s svog Stapa postavljajuci ga vertikalno na tlo. Radi se o dva pravokutna trokuta koji
su sli¢ni prema K-K poucku o sli¢nosti jer u istom trenutku Sunceve zrake padaju na
tlo pod istim kutom. Stoga su i omjeri duljina odgovarajucih stranica jednaki, tj.

h:1=d:s
d
gdje je h visina jablana. Dobivamo & = —, tj. visina jablana jednaka je koli¢niku
s
duljina sjena jablana i Stapa.
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Poucci o sliénosti trokuta

Opet promotrimo dva sli¢na trokuta ABC i A'B'C’ ¢&iji je

koeficijent sli¢nosti &, tj. u kojima vrijedi: C
a b c
Z - k, ﬁ - k, F - k b a

Tadaje a =kd', b=kb', c = kc'.

Izracunajmo opseg jednog i drugog trokuta. A c B
Opseg trokuta A'B'C’ je ¢’

Olza/'f‘b/—l-cl. b’ a'
Opseg trokuta A’B'C’ je:

o=a+b+c=kd +kb +kc 4 < B’
=k(d + b + ') =ko.
Dakle, = = k.
[0

Opsezi sli¢nih trokuta odnose se kao i duljine odgovarajuéih stranica.

Opsezi sliénih trokuta
Omjer opsega sli¢nih trokuta jednak je koeficijentu sli¢nosti tih trokuta, tj. ako je

2 —k, tadaje 2 =k.
a

/ 0/

Primjer 5.

Duljine stranica trokutasu 4 cm, 6 cm, 7 cm. Opseg njemu slicnog trokuta je 85 cm.
Kolike su duljine stranica sli¢nog trokuta?

Rjesenje:
a—=4cm
b =6cm
c="7cm
0o =85cm

/ / /
a, b, c =?

Izracunamo prvo opseg zadanog trokuta:

o=a+b+c
o=44+6+7=17cm.

.0 . 17 1 .. a 4 1 b
"l;ada]tla;:k,t].k:g:%.Dalje]e;:k,Z:§,a’:200m;yzk,
—:—,b':30cm;E:k,—:—,c':35 cm. Duljine stranica sli¢nog trokuta
75 ¢ @ 5

su 20 cm, 30 cm, 35 cm.
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Primjer 6.

Konstruirajmo trokut ABC ako je o = 30°, ¢ = 1.8 cm, b = 1 cm. Zatim konstru-
irajmo trokut A’B’C’ koji ima dvostruko dulje stranice od trokuta ABC.

Rjesenje:
Skica
o Trokuti ABC i A’/B'C’ su sli¢ni prema S-S-S po-
ucku o sli¢nosti. Zato ¢emo, kad konstruiramo
C i
® ABC, stranicu AB produljiti dva puta i dobiti AB’
@ te kroz B’ povuéi paralelus BC. Povlaenjem pa-
A © B B’ ralele dobili smo sli¢an trokut (K-K) i njegove su
stranice upravo dva puta dulje od stranica trokuta
ABC.

Plan konstrukcije:
1. YpAq velicine 30° ¢ 2
2. k(A,c)Np ={B}
3. k(A,c)ng={C}
4. NABC
5
6
7

. k(A,2c)np ={B'}
. paralela r kroz B' s BC
.rng={C}.

Primjer 7.

Nacrtan je pravokutnik ABCD. Konstruirajmo novi pravokutnik kojemu su duljine
stranica 75 % duljina stranica od ABCD.

Rjesenje:
Skica
C N . 3

D 4 Mora vrijediti ' = 75 %a, tj. d = e Treba

D!
c’ 3

b’ b konstruirati 1 stranice a. To ¢emo uciniti prim-

a' Jenom Talesova poucka. Kad dobijemo tocku B,

A B'" B povlacenjem okomice do dijagonale AC nalazimo

C’, a onda paralelom s AB dobivamo i toc¢ku D’ .

Plan konstrukcije:

1. Duzinu AB dijelimo tockom B’ u omjeru 3 : 1.
2. AC

3. Iz B’ okomicana AB do AC, dobiva se to¢ka C’.
4. Iz C’' paralelas AB do AD, dobiva se tocka D’ .
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Zadatci 6.5.

Poucci o sliénosti trokuta m

1. Jesu li trokuti sli¢ni? Ako jesu, prema kojem

su pouéku sli¢ni?

a4

%
37°

A

32°

2. Jesu li trokuti slicni? Ako jesu, prema kojem

su poucku sli¢ni?

a)
12 4
30° AA
15 S

b)
8
9
12 6

c)

Jesu li trokuti sli¢ni? Ako jesu, prema kojem
su poucku sli¢ni?

AN
30

T

7
35
16 12
3 9
6
8
3
1 2.5
3

6i i7
8

100°N\3 10024
6
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f) 8. Obrazlozi zaSto su pravokutni trokuti ABC i
5 DEF sli¢ni.
3 4 2.4 a) p F
33
3

4. Jesu li sli¢ni trokuti ABC i A’B'C’ ako je:

a) a=75°,b=8cm, c=20cm, C 4 y D 5.5 E
o =75°, b =16cm, ¢’ =40 cm
b) a=7dm, b=6dm, ¢ =9 dm, b) £
d=175m,b =15m, ¢ =22.5m?
Ako su sli¢ni, odredi koeficijent slicnosti. - 4
. 13
5. Ako je AA’||BB’ izracunaj x.
je AA'|[BB' iz ub)J x 5 D 9.6 F
C A
B’ 5
4 9. Cetverokut ABCD je paralelogram. Izracunaj
15 nepoznate duljine x i y.

o ¥ A2B

a)

10. Marko Zeli odrediti visinu svoje kuce. Kako ée
to uciniti?

11. Duljine stranica trokuta ABC su 14 mm, 2 cm,
19 mm. Njemu sli¢an trokut A’B’C’ ima naj-
kracu stranicu 3 cm. Izracunaj opseg trokuta
A'B'C’.

b
) 12. Trokuti ABC i DEF su sli¢ni i pri tome je

|AB| = 6 cm, |DE| = 4.5 cm. Ako je opseg
trokuta ABC 20 cm, koliki je opseg trokuta
DEF?

13. Nacrtaj trokut ABC po volji. Zatim konstruiraj

sli¢an trokut A’B'C’ s koeficijentom sli¢nosti
/

L= k ako je:
a

1 4 4 6
a) k== b) k== ¢ k=—-d) k= .
) 2 ) 3 ) 5 ) 5
14. Nacrtaj pravokutnik ABCD po volji. Konstru-
iraj novi pravokutnik A’B’C’'D’ &ije se stranice
odnose prema stranicama pravokutnika ABCD
kao:

a) 1:2 b) 2:3.

7. Izraunaj nepoznatu duljinu x.
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Kruznice i njihov medusobni polozaj m

6.6. Kruznice i njihov medusobni polozaj

O kruqu i kruénici 2namo Ovo:

</Jr |ST] =+ M o sredignji kut
s T S.\(;>l((L):ﬂ‘(L
B vt T i 180

T =344 Pla) =T . ¢
360
polumjer, prowjer, tetiva, luk, kruzni isJeé’;ak,
odsjetak i vijenac...

Kapnimo dvije kapi vode u posudu. Stvaraju se kruZni valovi koji se Sire povr§inom vode.
Prouc¢imo razne situacije koje vidimo tijekom tog pokusa.

KruZnice se ne sijeku, tj.
nemaju zajednickih toca-
ka. Udaljenost srediSta tih
kruZnica je

|5152| >ry + .

KruZnice se dodiruju iz-
vana. Imaju samo jednu
zajednicku tocku. Zauda-
ljenost sredista vrijedi

|51S2| =TI + .

KruzZnice se sijeku i ima-
ju dvije zajednicke tocke.
Za udaljenost srediSta vri-
jede dvije nejednakosti

|5152| <r4+nr i
|51S2| >r; —n, akoje ry > r.

Dvije kruZnice mogu biti u jo§ dva poloZaja. U oba poloZaja manja je kruZnica unutar vece,
ali u jednom se poloZaju dodiruju, a u drugom poloZaju nemaju zajednickih tocaka.
Kruznice se dodiruju iznutra kad je udaljenost srediSta

1182l =11 — 12
ako je r; duljina polumjera vece kruZnice. U ovom je slucaju presjek kruZnica
jedna tocka.
KruzZnice se ne sijeku i jedna se nalazi unutar druge kad je

|5152| <r—nm

gdje je r duljina polumjera veée kruZnice.

Ako je §; = S, kruZnice su koncentricne. Ukoliko
koncentri¢ne kruZnice imaju polumjere jednakih duljina, one se
podudaraju, tj. k| = k, .
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Primjer 1.
Nacrtajmo duzinu S5, duljine 17 mm te kruznicu k; (S, 7 = 9 mm).

a) Nacrtajmo kruznicu k3 (S,,7 = 10 mm). U kojem su poloZaju kruznice k; i kp ?
Oznacimo im tocke presjeka.

b) Koliki bi trebao biti polumjer kruZnice k, da se kruZnice k; i kp dodiruju izvana?
Mozemo li izabrati polumjer r, da se kruZnice dodiruju iznutra?
Rjesenje:

a) KruZnice k; i k; sijeku se u dvjema to¢kama A i B, tj. k; Nk, = {A, B}.
Te dvije tocke nazivaju se sjeciSta kruznica k; i k.

b) U slucaju da je duljina polumjera r, jednaka 17 — 9 = 8 mm, kruZnice bi se
dodirivale izvana: k; Nk, = {C}.

Kad bi bilo r, = 17 + 10 = 27 mm, kruznica k; bila bi
unutar kruZnice k, 1 dodirivale bi se iznutra:

ki Nk, = {D}

Tocke C i D nazivaju se diraliSta kruznica k; i k.

Primjer 2.

Bez crtanja kruznica odredimo u kojem su polozaju kruznice k; (A, ry) i ko(B, r2) ako
je:

a)rp=4cm, r, =5cm, |AB| =9 cm

b) ry =6.2cm, r, = 18 mm, |AB| = 51 mm.

Rjesenje:

a) Uoc¢imo daje r; + r» =9 cm = |AB|. Stoga se kruznice dodiruju izvana.

b) Vrijedi ri +r =80mm ir, —r, =62 — 18 = 44 mm.
Buduéidaje r; — r, < |AB| < r1 + ra, zakljucujemo da se kruznice sijeku.
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Kruznice i njihov medusobni polozaj m

Primjer 3.

Nacrtajmo kruznicu & (S, r; = 2.5 cm) . Kolika je duljina polumjera njoj koncentri¢ne
kruZnice koja s k; ¢ini kruZni vijenac $irine 1 cm?

RjeSenje: Sirina vijenca jednaka je razlici duljina polumjera.

Ako je rp < ryp, tada je:
rn—r=1
Sirina 25—rn=1, rnp=15cm.
vijenca . .
Ako je ry > ry, tada je:
rp—r =1

Postoje dvije koncentri¢ne kruZnice koje sa zadanom ¢ine kruZni vijenac §irine 1 cm.

Primjer 4.

Nacrtajmo kruznice k;(Sy,r; = 1cm) i kp(S2, 72 = 17 mm) koje se dodiruju izvana
u jednoj tocki A. Kroz tu tocku A povucimo dva pravca: pravac ¢ koji je okomit
na spojnicu S15, i pravac p koji nije okomit na S1S5,. U koliko to¢aka pravci ¢ i p
sijeku kruznice k; i &k ?

RjeSenje: Pravac t koji je okomit na S15;, 4 R
sijeCe obje kruZnice samo u tocki A, tj.

tNk={A}, tNk ={A}.

Pravac p koji nije okomit na §15, osim
u tocki A, sijece svaku od kruzZnica u joS
jednoj tocki, tj.

pNki={A,P}, pNk,={A,R}.
Svaki pravac p koji prolazi tockom A i

nije okomit na S1A sjeci ¢e kruznicu k; u dvjema tockama. Takav se pravac naziva
sekanta.

Pravac ¢ koji sije¢e kruznicu samo u jednoj tocki naziva se tangenta i on je okomit
na polumjer koji spaja srediSte kruznice i tocku u kojoj pravac ¢ dira kruznicu, tj.

t L SiA.

Primjer 5.

Nacrtajmo kruznicu k(S,r = 1.2 cm) i ozna¢imo jednu njezinu to¢ku A. Povucimo
tangentu na kruznicu k koja prolazi tockom A.

A
Rjesenje: Spojimo S i A. Povucimo okomicu na

duzinu SA kroz to¢ku A. Ta je okomica traZena
tangenta.
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Zadatci 6.6.

5. Nacrtaj kruznice duljine polumjera 32 mm i

1. Nacrtaj dvije kruznice koje se: 165 v [ e

a) sijeku b) ne sijeku. a) dodirujuizvana  b) sijeku
2. Sto je presjek nacrtanih kruznica? ¢) dodirujuiznutra  d) ne sijeku.
a) b) 6. Sto vrijedi za |$,S,|?

S on

a) |S1S2| =r+nr b) |S1S2| >r+nr
C) |SlSQ| >r—n d) |Slsz| =71y —n
7. Sto vrijedi za |$;S,]|?

a) [S18=rn-—n
b) |SlSQ| =Tr aF r

3. Nacrtaj kruznice ¢ije su duljine polumjera 3 cm 0 18] <ri+nr
i 2 cm ako su njihova srediSta udaljena:
! ! d) [$15:] = | —n
a) 2cm b) 4cm
) 5 d) 6 8. U kakvom su medusobnom poloZaju kruZnice:
©) .Cm ) 6em. ) ) a) ki (A,22 mm) i k2(B,2.9 cm) ako je
U kojem su medusobnom polozaju te kruzni- IAB| = 51 mm
ce? b) ki (A, 14 mm) i k»(B,2.1 cm) ako je
e [AB| = 7 mm
4. PrepiSi u biljeznicu i spoji parove. ) ki(A,5cm) i ka(A, 4 cm)?

9. Usporedi [S1S2] s 1+ r2.

10. Nacrtaj kruznicu k; (A, r; = 3 cm) ineku kru-
Znicu ky(B, r;) tako daje |AB| = 4 cm. Koliki
mora biti 7, da se kruznice k; 1 k5 :

a) dodirujuizvana  b) sijeku

A) |Sng|:r1—r2 B) |5152|:r1+r2

¢) ne sijeku i jedna se nalazi unutar druge?
C) |SlSQ| <rr—n ) ) J g

D) 1 —r < |S18] =r + 1 11. Nacrtaj tocku A i sve tocke koje su od nje uda-
ljene 23 mm.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Nacrtaj tocke A i B koje su udaljene 2.5 cm.
Konstruiraj tocke koje su od A udaljene 2 cm,
aodtocke B 1.5 cm.

Nacrtaj kruznicu &(M,r = 25 mm). Nacr-
taj njoj koncentri¢ne kruznice ¢iji se polumjeri
razlikuju za 8 mm od polumjera r.

Nacrtaj kruzni vijenac Sirine 1.5 cm. Koliko
postoji rjesenja?

Nacrtaj kruznicu k;(Si,7; = 2 cm) i na njoj
oznaci tocku A. Nacrtaj dvije kruznice koje
kruznicu k; dodiruju u tocki A:

a) izvana b) iznutra.

Na slici je prikazan znak olimpijskih igara.

ki k, ks

4

k, ke

U kojem su odnosu kruZznice:

a) klikS b) kzik4 C) k31k4?
Pronadi kad je nastao taj znak i koje je zna-

¢enje tih kruznica.

KruZnice na slici se diraju. Ako su polumjeri
za ki 1 kp dugacki ry =9 mm i r, = 13 mm,
izracunaj duljine polumjera kruznica k3 i k4.

ky

18.

19.

20.

21.

22.

Kruznice i njihov medusobni polozaj m

Nacrtaj kruZnicu k; (S, 7 = 3 cm) ijedan njezin
promjer AB. Na simetrali duZine AB odaberi
neku tocku 7 i nacrtaj kruznicu k(7. |TA|).
Stoje k; Nky?

Nacrtaj kruZnicu k; (S, 7 = 26 mm) ijednu nje-
zinu tetivu AB. Potom nacrtaj jo$ dvije kruZni-
ce koje prolaze tockama A i B. Gdje se nalaze
srediSta tih kruZnica?

Koji je od pravaca tangenta na kruznicu k ?
q

k
p

Nacrtaj kruznicu k(S,r = 3 cm) i njezin pro-
mjer AB. U to¢kama A i B povuci tangente na
kruznicu. U kakvom su medusobnom polozaju
te tangente?

Nacrtaj kruznicu k(A,r = 29 mm) i njezinu
tetivu MN duljine 4 cm. U tockama M i N
konstruiraj tangente. U kakvom su medusob-
nom poloZzaju ti pravci?

4l
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6.7. Rotacija

Za
15 winuta
velika je kazaljka
oP‘\sa|a kut
2d 90°.

Promatrajmo veliku kazaljku na satu. Ona za 15 minuta opiSe kut od 90°; za 5 minuta
1
opise I punog kruga, tj. 360° : 12 = 30°; za 20 minuta opise 4 - 30° = 120°. Njezin se

vrh stalno giba po kruZnici.

Svuda oko nas moZemo uociti vrtnju raznovrsnih predmeta: kotaca, propelera, lopatica itd.
Na mnogim pruznim prijelazima nalaze se branici koji rotiraju oko svojeg jednog kraja,
na gradiliStima kranovi dizalica rotiraju prenoseci teret, razne rampe reguliraju ulazak na
parkirali$ta. U svim tim primjerima radi se o kruznom gibanju, rotaciji ili vrtnji.

Neka je u ravnini zadana to¢ka O te neka je o kut od
60°. OpiSimo postupak kojim svaku tocku ravnine ro-
tiramo za 60° .

Oko O opisimo kruznicu koja prolazi tockom 7 i na
njoj ozna¢imo to¢ku 7’ zakoju vrijedi daje |¥TOT'| =
60°. Na slici je dano nekoliko tocaka i njihovih slika.
Svakoj je to¢ki T ravnine pridruZena jedna tocka T’ sa
svojstvima:

|XTOT'| = 60° i |OT| = |OT|.

Preslikavanje s tim svojstvima naziva se rotacija ravnine oko tocke O za kut 60°. Jasno
je da umjesto kuta od 60° moZemo staviti bilo koji kut.

Uoc¢imo da se u ovom primjeru, krecuéi od tocke A do A’, od B do B, itd., kreCemo u
smjeru suprotnom od gibanja kazaljke na satu. U matematici se taj smjer naziva pozitivnim
smjerom, dok se smjer gibanja kazaljke na satu naziva negativnim smjerom.

C o B/"«/_\/PB = A’ B // A
\\\\\\\(X Y /,///// Cr . B C\/T? ///
N -~ S~ / 4
o ia) )
" 0/a AN PN
> - / AN //// OI‘ \\\\\\\\
C L/ L 7 ," D -~
D ™ A C D' S Yl
Ako je kut rotacije pozitivan (o > 0), Ako je kut rotacije negativan (o < 0),
tocke rotiraju u suprotnom smjeru od tocke rotiraju u smjeru kazaljke na satu.

kazaljke na satu.
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Nacrtajmo duZinu AB i to¢ku O koja ne lezi na njoj. Konstruirajmo sliku duZine AB
pri rotaciji sa srediStem O za 30°.

Primjer 1.

Rjesenje:

Spojimo tocke O i A i konstruiramo kut od 30° s jed-
nim krakom OA. Presjek drugog kraka kuta od 30° i
kruZnice sa srediStem O i polumjerom OA je tocka A’.
Sad isti postupak ponovimo i za tocku B. Slika duzine
AB je duzina A’B’ .

Kakve su medusobno duljine duZina AB i A’B’?

Nakon mjerenja duzina mogli bismo zakljuciti da su u ovom slu¢aju duzine jednakih duljina.
Ali hoce li to uvijek biti tako, neovisno o izboru duzZine AB i rotacije?

Hoce! Uvjerimo se da je to stvarno tako.

Promotrimo sliku koju dobivamo rotiranjem duzine AB
oko tocke O za neki kut oc. Uocimo trokute OBA i
OB'A’. Zanjihove kutove SBOA i <B'OA’ vrijedi:
|XBOA| = |SBOB'| + |4B'OA| = a + |<B'OA|
= |JAOA'| + |IB'OA| = |SB'0A’|.

Zbog svojstava rotacije vrijedi: |OA| = |OA’| i |OB| = |OB/|, te se trokuti OBA i OB'A’
podudaraju u dvjema stranicama i kutu izmedu njih. Prema teoremu S-K-S o sukladnosti
trokuta slijedi da su trokuti OBA i OB’A’ sukladni, a to znaci i da su im preostale stranice
medusobno sukladne, tj. |AB| = |A’B’|. Time smo dokazali da su duZina i njena slika pri
rotaciji sukladne.

Primjer 2.

Trokut ABC s duljinama stranica a = 4cm, b = 5cm, ¢ = 5 cm rotirajmo oko
tocke O koja se nalazi izvan trokuta za —60° .

Rjesenje:

Svaki vrh trokuta rotiramo za 60° u negativhom smjeru.
Dobivene tocke A’, B’ i C’ odreduju traZeni trokut. Kak-
vi su medusobno trokuti ABC i A’B'C’?

Iz prethodne tvrdnje slijedi: |AB| = |A’B’|, |BC| =
|B'C'| i |AC| = |A'C'|, . trokuti ABC i A’B'C’ imaju
medusobno sukladne stranice, pa prema teoremu S-S-S,
vrijedi AABC = ANA’'B'C’. Dakle, trokut i njegova slika °0
sukladni su pri rotaciji.

Opéenito, lik L i njemu rotirani lik L' su sukladni.
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Zadatci 6.7.

Za koliko se stupnjeva rotirala velika kazaljka
na satu tijekom:

a) 30 b) 15
minuta?

c) 45

Nacrtan je pravilni mnogokut kojemu je O sre-
diSte opisane kruznice. Odredi za koji kut treba
rotirati tocku A u pozitivhom smjeru da dode

u polozaj tocke B.

Nacrtan je kvadrat ABCD koji se rotira oko
sjeciSta S svojih dijagonala.

Koliki je kut rotacije ako se tocka:

a) A preslikala u tocku C

b) C preslikala u tocku D

¢) B preslikala u tocku A ?

Konstruiraj pravilni Sesterokut ABCDEF sa
stranicom duljine 2 cm. SrediSte S opisane
kruZnice je srediSte rotacije. Koliki je kut rota-
cije ako se tocka:

a) C preslikala u tocku D

b) E preslikala u tocku A

¢) B preslikala u tocku F'?

Nacrtaj u biljeznicu duZinu AB i to¢ku O te
rotiraj duZinu oko tocke O za 60°.

a) B b)
/ A B
0] 0

10.

11.

12.

13.

C) 19)

A B

Nacrtaj duzinu AB duljine 25 mm i to¢ku O
izvan te duZine. Rotiraj duzinu AB oko tocke
O za:

a) 30° b) 90° ¢) —60° d) —30°.
Likove na slikama rotiraj za 90° oko tocke S'.
a) b)
SO
S

- |

Nacrtaj duZinu MN, |MN| = 4 cm i rotiraj je
oko njezina polovista za:

a) 60° b) —60°.

Nacrtaj Siljastokutan trokut ABC i rotiraj ga
oko vrha B za 120°.

Nacrtaj pravokutnik ABCD i rotiraj ga oko vr-
ha B za:

a) 60° b) —60°.

Konstruiraj trokut ABC ako je zadano: a =

2.8cm, b = 45cm, y = 60°. Nacrtaj mu
sliku pri rotaciji oko tocke A za 90°.

[ ]

Kad se kvadrat ABCD rotira oko svojeg sjecis-
ta dijagonala S za 90°, tada se dobije taj isti
kvadrat.

-

—

=

Postoji li joS neki kut rotacije pri kojemu se
kvadrat takoder preslika u samog sebe?
Odredi srediste i kut rotacije kojom se:

a) jednakostranican trokut

b) pravilni Sesterokut

preslikavaju u sama sebe.
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6.8. Preslikavanja ravnine

Osna Centralna

j Y petom Translacija
simetrija simettija i
: smo razredu U se&:om i
radil osnu i SO razrle u\ radili
centralnu translaciju.

simetriju,

Ponovimo kako izvodimo osnu simetriju, centralnu simetriju i translaciju.

- Primjer 1. [

Konstruirajmo osnosimetri¢nu sliku duZine AB s VB

obzirom na pravac p.

Rjesenje: p

Iz tocaka A 1 B povucemo okomice na pravac p.
Te okomice sijeku pravac p u tockama C i D.
DuZinu AC nanesemo na okomicu s druge strane
pravca p i dobivamo tocku A’, tj. |AC| = |A'C]|.
Toc¢ka B’ je na okomici BD tako da je |BD| =
|B'D|. Osnosimetri¢na slika duZine AB je suklad-
na duZina A’B’.

- Primjer 2. e

Konstruirajmo centralnosimetri¢nu sliku pravokutnika ABCD D ¢
s obzirom na tocku O.
Rjesenje:
A B
O o

Tocka A preslika se u toc¢ku A’ tako da je tocka O
poloviste duZine AA’. Dakle, spojimo A i O te na
produZetku te spojnice preko tocke O nanesemo
duzinu AO. Dobivamo pravokutnik A’B'C'D’ ko-
ji je sukladan pravokutniku ABCD i uz to su cen-
tralnosimetri¢ne duZine usporedne, tj. A’B’||AB,
A'D'||AD itd.
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- Primjer 3. [
Trokut ABC translatirajmo za vektor a.

C

]

Rjesenje:

Svaki od vrhova trokuta translatiramo za vektor a.
Primjerice, kroz vth A povuc¢emo usporedni pravac s
vektorom & i na njemu nanesemo duljinu vektora d
pocevsi od tocke A u istom smjeru u kojem je orijen-
tiran vektor a.

Novi trokut A’B’C’ sukladan je trokutu ABC i prid-
ruZene duZine su usporedne, tj. AB||A’B’, BC||B'C’,
AC|ATC .

Osnu simetriju, centralnu simetriju, translaciju i rotaciju jednim imenom nazivamo presli-
kavanja ravnine.

- Primjer 4. e

Pravokutnik ABCD prvo preslikajmo centralnom simetrijom s obzirom na tocku O,
a zatim dobiveni lik translatiraj za vektor da.

D C
a
A B
0 °

Rjesenje: Uzastopno izvodenje preslikavanja naziva se kompozicija preslikavanja.

NS
s
L7 NS
s N S~ 0
! / N RS
B i N S~ A
N N N
/
N N N
/S N N
AN AN AN
/ N
/ N AN \\\
"
S - A
Cc'\B D:
N N
N N
N N
N N
N N
N N
i D"
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- Primjer 5. [

Nadimo kompoziciju dvaju preslikavanja kojima se lik L preslikava u lik L'.

a) b)

— ]

a) Prvo translatirajmo lik L, a zatim ga rotirajmo za —90° kao Sto je prikazano na
slici lijevo. Naravno da smo mogli i prvo izvesti rotaciju, a zatim translaciju.

Rjesenje:

P

90°

\ ]

b) Lik L Ce se preslikati u lik L' ako ga na primjer prvo zrcalimo oko pravca p, a
zatim rotiramo za —90° (slika desno).

LI

- Primjer 6. [

Zadani lik rotirajmo oko tocke S za 60° i tako nastavimo rotirati jo$ 4 puta.

RS

Rjesenje:

Q
\! AA—x
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Zadatci 6.8.

1. Nacrtaj lik u biljeZnicu i preslikaj ga osnom 5. Kpja Qd Slﬂfa prikazuje dva medusobno osno-
simetrijom s obzirom na pravac p. simetri¢na lika?
a) b) a) b)
~
p \ /
— i
I
p
©) d
|
2. Nacrtaj lik u biljeznicu i preslikaj ga central-
nom simetrijom s obzirom na tocku §.
a) b)
S S 6. Koja od slika prikazuje dva medusobno trans-
latirana lika?
a) b)
3. Nacrtaj lik u biljeZnicu i preslikaj ga rotacijom
oko tocke A za kut o = 60°. / \
a) b) ( )
\ /
c) d)
4l | |
4 1
\
4. Nacrtajlik u biljeZnicu i translatiraj ga za vektor
a.
4 D) 7. Zadani lik rotiraj za 90° tri puta uzastopce oko
7 tocke O.
74 a) b)
/, 0
Yy a
| Al A
(0]
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10.

11.

12.

13.

14.

Konstruiraj pravilni Sesterokut ABCDEF sa
stranicom duljine ¢ = 2 cm. Translatiraj ga za

— J—
vektor AP gdje je P poloviste stranice AB.

Konstruiraj trokut ABC ako je zadano: a =
3cm, b =2.2cm, ¢ = 4.6 cm. Preslikaj ga
centralnom simetrijom s obzirom na:

a)vth A b) ortocentar trokuta H .

Nacrtaj u koordinatnom sustavu tocke A(2,1),
B(3,1), C(6,2), D(-2,2), E(—1,—3). Tran-
slatiraj ih za vektor CTB> . Odredi koordinate

translatiranih tocaka.

Lik na slici translatiraj za vektor v, a zatim ga
preslikaj osnom simetrijom s obzirom na os y.

v

Konstruiraj trokut ABCD, rotiraj ga za 90°

—_—
oko vrha A, a zatim translatiraj za vektor BA .

Nadi kompoziciju dvaju preslikavanja kojima
se lik L preslikava u lik L'.
a) b)

= A
‘ )\

Je li Dominik toc¢no rijeSio zada¢u? Odgovor
obrazlozi.
a) b)
D |C|D| [C'] o

PN
A |B|4A' |B’ \

A B
a
|

15.

16.

17.

18.

19.

©) d)

Nacrtaj dva okomita pravca p i g itrokut ABC.
Prvo osnom simetrijom s obzirom na pravac p
preslikaj trokut, a zatim dobiveni trokut presli-
kaj osnom simetrijom s obzirom na pravac q.
Kakvi su medusobno pocetni i zavr$ni trokut?

Sto je kompozicija dviju translacija za vektor
a i za vektor b? Napravi tu kompoziciju na
pravokutniku 2 cm X 3 cm.

Oko tocke S izvedi pet uzastopnih rotacija za-
danog lika za 60° .

§ <>

Pronadi fotografije snjeznih pahulja i otkrij koji
su se likovi rotirali kako bi se dobila pojedina
pahulja.

Uzmi komad papira, presavini ga napola pa ga
opet presavini (vidi slike).

H

Iz tako presavinutog papira izrezi jedan kvadrat
i dva trokuta kao na slici.

L]

Razmotaj papir na pocetnu veli¢inu i nacrtaj Sto
si dobio. Odredi osi simetrije dobivenog lika.
Izradi razlicite motive presavijajuci papire na
razlicite nacine i izrezuj iz njih razlicite likove.
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Zadatci za ponavljanje

1.

Prepisi tablicu i dopuni ju.

razmjer \V/anjsk1: uvnutarnji
¢lanovi ¢lanovi
5:x=10:17 5117
x+2):7=x:11
151 18 aib

80

x—4ix+2 2x—118

Za posljednja dva retka napisi sva moguca rje-
Senja.

IzraCunaj nepoznati ¢lan razmjera:

a) x:5=10:25 b) x:3=1:7

1 2

—x=2: —:x=14:0.8.
c) 5 X 5 d) 3 X 0.8
Rijesi jednadzbe:

a) 5x+4):(9x+3)=6:9
b) (15-3x):3=(4—5x):2

dx — 5
c) 6x—3_0'6
5 —3x 2
d) 2-10x 3
e) Bx+1):(2x—1)=Bx—1):(2x)
£) x—5 2x—1

x—4 2x+10°

Udaljenost od Zagreba do Siska je 48 km, a
na geografskoj je karti 1.92 cm. U kojem je
mjerilu izradena geografska karta?

U trokutu je veli¢ina jednog kuta 42°, a ostala
dva se odnose kao 10 : 13. Kolike su veli¢ine
preostalih kutova trokuta?

Veli¢ine kutova u trokutu odnose se kao 2 : 3 :
4. Izracunaj veli¢inu najveceg kuta trokuta.

Opseg je trokuta ABC 6.8 cm. Kolika je du-
ljina najdulje stranice ako se duljine stranica
odnose kao 12 : 15:77?

Nacrtaj duZinu MN duljine 7.5 cm i s pomocéu
trokuta i Sestara (bez mjerenja) podijeli ju na
Cetiri jednaka dijela.

Nacrtaj duzinu MN duljine 6.8 cm i toc¢kom
T podijeli ju u omjeru:

a) 2:5 b) 25:2.

10.

11.

12.

13.

14.

Duzina KL podijeljena je to¢kama T} , T, . ..
na jednake dijelove.

7T7

K T, T, T, T, T, T, T, L

Izracunaj sljedece omjere:
a) |KT’;| . |KL| b) |T5T7| . |T1T6|
C) |T2T6| 5 |T3T7| d) |T1L| 5 |T2T3| 5

Izracunaj nepoznatu duljinu x ako su pravci a

i b usporedni.

a) b)
5

7 X

135 |45

a 8
b

IzraCunaj nepoznatu duljinu d ako su pravci p
i g usporedni.

15.3

b
2 p b 35
3.6 p ]
7.2
d q

Izracunaj nepoznatu duljinu x ako su pravci a
i b usporedni.

a) b)
S35

a a
Jesu li pravci a i b usporedni ako je:

r /4 /3B

a) |TA;| =2.1cm, |[TAz| =2.8cm, |TB,| =
3cm, |TB;| = 3.8 cm

b) |TA1| = 69m, |A181| =15 m, |TA2| =
9.2 m, |A232| =2m?
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15. Trokuti ABC i A’B’C’ su sli¢ni. Izradunaj im
nepoznate stranice i kutove.

J H
45° 45°
T

b) jednakokracni

trokuti medusobno sli¢ni? ObrazloZi svoje od-
govore.

17. Jesuli svi:
a) jednakostranicni

18. U trokutu ABC duljine stranica su 135 cm,
14 dm i 145 cm. Najmanja stranica njemu sli-
¢nog trokuta A’B’C’ ima duljinu 81 cm. Ko-
like su duljine ostalih stranica trokuta A’B'C’?

19. Opsezi sli¢nih trokuta ABC i A’B’'C’ odno-
se se kao 3 : 4. Ako su duljine stranica
trokuta A’B'C'’ @' = 40cm, b = 42cm,
¢’ = 3.6 dm, kolike su duljine stranica trokuta
ABC?

20. Jesu li sli¢ni nacrtani paralelogrami?

a)
9
A)o /2
24 18

b)
b s s

10 5

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Jesu 1i svi:

a) kvadrati b) pravokutnici

medusobno sli¢ni? Svoj odgovor obrazlozi.

Jesu li slicni mnogokuti nacrtani u kvadratnoj
mreZi?
a) b)

miim
5

Koeficijent sli¢nosti jednakostrani¢nih trokuta

1
ABC i A’B'C’ je =
ce manjeg trokuta ABC 5 cm, koliki je opseg
trokuta A’B'C"?

Ako je duljina strani-

Koeficijent sli¢nosti trokuta ABC i A’B'C’

je 5 Ako je opseg manjeg trokuta ABC
120 cm, a duljine stranica su mu a = 45 cm,
b = 39 cm, kolike su duljine stranica trokuta

A'B'C?

U trokutu ABC povucena je visina CD iz
vrha C. Napisi sve parove sli¢nih trokuta ako
je AB|ATB .

Napisi sve sli¢ne trokute koje vidi$ na slici ako
je ED||AC, EF||AB.

C

A D B

Jesu li trokuti ABC i A’B’C’ sli¢ni ako je:

a) o =75°,b=8cm, c =20cm, o =
75°, b =6cm, ¢’ =15cm

b) o = 62°, B = 48, o = 62°, B/ =
69°?
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

82

Jesu li sli¢ni trokuti ABC i A’B'C’ ako je:

a) |AC| = |CB|, oo = 35°, |A'C'| = |C'B'|,
Y = 110°

b) |AC| = |CB|, a = 42°, |A'C'| = |C'B|,
Yy = 4207

Sirina AB jezera ne moZe se izmjeriti. Zato
su Zlatko i Zvonko oznacili i izmjerili strani-
ce pomoc¢nih trokuta ACE i BCD (vidi sliku).
Mogu li s pomocu tih pomoénih trokuta izracu-
nati duljinu |AB|?

Sirina se rijeke ne moZe izmjeriti, ali se mo-

Ze izracunati s pomocu sli¢nosti. Prouci sliku

1 objasni kako se moZe izracunati Sirina rijeke

koristeci duZine ¢ije se duljine mogu izmjeriti.
A

Zgrada u jednom trenutku baca sjenu od 32 m.
U istom trenutku prometni znak visine 2.5 m
ima sjenu dugacku 3.6 m. Kolika je visina
zgrade?

Stranice a i a’ sli¢nih trokuta ABC i A’B'C’
odnose se kao 3 : 5. Kolike su duljine tih
stranica ako im je razlika 14 cm ?

Opsezi o0 i o' sli¢nih trokuta ABC i A’B'C’
odnose se kao 7 : 11. Njihov je zbroj 324 cm.
Izradunaj opsege o i o’ .

Konstruiraj trokut ABC ako je a = 5cm,
b =4cm, y = 60°. Zatim konstruiraj njemu
sli¢an trokut A’B'C’ akoje ' :a=3:2.

Konstruiraj kvadrat sa stranicom a = 4 cm.
Konstruiraj slican kvadrat kojemu se stranica
a’ odnosi prema a kao:

a) 1:2 b)2:5 ¢ 5:3 d 7:5.

36.

37.

38.

39.

Konstruiraj pravilni Sesterokut sa stranicom a =
2 cm. Konstruiraj slican Sesterokut tako da se
stranica @’ odnosi prema a kao:
a) 2:1 b) 2:3.

Cetverokut ABCD je trapez, AB||CD. Izratu-
naj nepoznate duljine x i y.

a) D ¥y C
E
10 11
4 18 B
b)

Sto vrijedi za |$S,|?
a) [S18]=rn—n
c) |Slsz| <rn-—-n

Kruznice k; i k; omeduju krugove K; i Kj.
Za svaki od navedenih poloZaja kruZnice napisi
¢emu je jednak presjek krugova K; i1 K;.

b) |S1Sz| =r+nr

a) b)
oo
4/
c) d)
CR@
(Y, 2
N

40.

Prepisi u biljeznicu rije¢ koja odgovara istini-
tosti tvrdnje. Dvije kruznice s istim srediStem
nemaju zajednickih tocaka.

a) uvijek b) ponekad ¢) nikad
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41.

42,

43.

44,

45.

-

Lidija ima izrezane papirnate krugove ¢iji po-
lumjeri su dugi 15 mm, 2 cm, 25 mm. MozZe
li ih sloziti tako da se dva i dva dodiruju izvana.
Ako moze, nacrtaj odgovarajucu sliku.

U krug su upisana dva sukladna kruga tako da
se dodiruju u parovima. Duljina polumjera naj-
veceg kruga je 6 cm.

a) Kolike su duljine polumjera manjih krugo-
va?

b) U kojem su omjeru opseg velikog kruga i
zbroj opsega manjih krugova?

Nacrtaj kruznicu ki (A,r = 18 mm). Gdje se
nalaze srediSta svih kruZnica polumjera 7 mm
koje dodiruju kruznicu k; :

a) iznutra b) izvana?
Nacrtaj bar cCetiri kruznice koje k; dodiruju iz-

nutra i bar 3 koje dodiruju k; izvana.

Kruznice kl (Sl, ry = 5 cm) i kz(Sz, rp =
3 cm) dodiruju se izvana. Povucen je pravac ¢
koji je tangenta i na jednu i na drugu kruznicu.
a) Dokazi da sutrokuti S{DT 1 S,D,T slicni.
b) Izracunaj |S;7T|.

Nacrtaj kvadrat ABCD sa sjeciStem dijagonala
O i stranicom a = 4 cm. Rotiraj kvadrat oko
O za —45°.

ele-udzbenik.hr

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Nacrtaj tupokutan trokut ABC 1 rotiraj ga oko
vrha C za —45°.

Konstruiraj trokut ako je zadano: @ = 3 cm,
b = 2cm, ¢ = 4cm. Nacrtaj sliku trokuta
ABC pri rotaciji za kut o = 30° oko vrha B.

U koordinatnom sustavu nacrtaj tocke A(3,2),
B(-2,3), C(—4,1), D(—5,—3) i rotiraj ih
oko ishodiSta za —90° .

Konstruiraj trokut ABC ako je a = 4cm,
b =3cm, y = 60°. Preslikaj ga centralnom
simetrijom s obzirom na:

a) vch A b) srediste opisane kruznice.

Nacrtaj kruznicu (S, = 2cm), a zatim ju
translatiraj za vektor v koji odabere§ po vo-
lji. Duljina vektora V' je 3 cm. U kakvom su
polozaju te dvije kruZnice?

Nacrtaj u koordinatnom sustavu to¢ke A(3, 1),
B(5,1), C(4,2), D(3,2). Cetverokut ABCD
preslikaj osnom simetrijom s obzirom na pra-
vac x = 1, a zatim ga translatiraj za vektor

—
MN gdje su M(0,0), N(0,2).

Nadi kompoziciju dvaju preslikavanja kojima
se lik L preslikava u lik L’ .
a)

~5

b)

U elektroni¢koj inacici udzbenika pronadi viSe zadataka za uvjezbavanje.
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Jednostavni zadatci

1. Prepisi tablicu u biljeZnicu i dopuni. 9. Trokuti ABC i A’B’C’ su sli¢ni. Prepisi u bi-
] vanjski  unutarnji ljeznicu i1 popuni tablicu.
razmyer Clanovi  ¢&lanovi G /l@ 10em  12dm  Im
. . n b 8 cm 9 dm
4:5=12:15 4115 5112 < ¢ 9 cm 8 dm
10:49 =20 : 98 O & 20cm 4dm Sm
. . S / d
11100 101 10 = 2dm
aiy bix 10. Koeficijent sli¢nosti je k = 2. U veéem tro-
kutu je a = 26 dm, b = 22 dm, a u manjem
2. Izracunaj nepoznati ¢lan razmjera: trokutu je ¢’ = 10 dm. Izracunaj ¢, @’ i b'.
a) 1:7=x:21 b) x:10=280: 100 11. Jesu li dva pravokutnika sli¢na?
c) x:24=3:8 d 2:3=14:x. a) b) )
3. Rijesi jednadzbe: D 4 3
8
a) 5:(x—1)=15:12 )
b) (x+2):3=15:9. 3
4. Na parkirali§tu ima 20 bijelih automobila i ne- 4 5

poznati broj tamnosivih. Omjer broja bijelih i 12
broja tamnosivih je 2 : 3. Koliko je tamnosivih
automobila na parkiraliStu?

. Neboder ima u jednom trenutku sjenu dugacku
80 m. U istom trenutku 150 cm visoka Jana
ima sjenu dugacku 3 metra. Kolika je visina

5. Nacrtaj duzinu CD duljine 7 cm. S pomocu nebodera?

geometrijskog pribora podijeli je na: 13. Nacrtaj to¢ke S; i S, udaljene 5 cm. Zatim
nacrtaj kruznice k;(S1,4 cm), k3(S2,2 cm). U

a?. > b) 6 kakvom su medusobnom poloZaju te kruZnice?
dijelova. 14. Nacrtana je kruznica k(S,r = 3 cm) i pravac
6. Nacrtaj duzinu AB duljine 8 cm. To¢kom T p koji prolazi srediStem S. Nacrtaj kruZnicu
podijeli je u omjeru: ky Cije sredisSte je na pravcu p, a koja ne sijece
kruZnicu k.
a) 1:2 b) 3:4. i
7. Duzina ST podijeljena je tockama Ty, T>, T3
na jednake dijelove. S p

S T ;5 I T
Ipradunai omiere: 15. KruZnice ki (S1,r1 =2 cm), ko(S2, 2 = 9 mm)
zracunay omyere: se dodiruju. Koliko je r; +rp ?
a) |ST1| 3 |T1T| b) |ST2| 3 |T2T| k
1

C) |T1T2| . |T2T| d) |ST| . |ST1| . k2

8. Izradunaj nepoznatu duljinu x ako su pravci a
i b usporedni.

a)4 J x p b)x P 9 . 16. Sto je presjek kruznica k; i k; ?

3 2

a 6 a 6 ki A
b b
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Slozeniji zadatci

Trokuti ABC i A’B’C’ su sli¢ni s koeficijen-
/
a L
tom k = — . Iz tocke C povucena je visina na
a_
stranicu AB, a iz to¢ke C’ visina na stranicu
/
S . .V
A’B’. Dokazi daje < =k.
Ve
Paralelne stranice trapeza iznose 36 cm i 32 cm,
a visina je 18 cm. Krakovi su produljeni do

svojeg sjeciSta S. Kolika je udaljenost tocke S
do dulje osnovice trapeza?

U trokutu ABC zadano je a = 40, b = 30,
o — B = 90°. Kolika je duljina stranice AB?

U pravokutni je trokut upisana kruZnica cije
srediste je na hipotenuzi i koja dira obje katete.
Srediste kruZnice je do to¢aka A i B udaljeno
40 cm 1 30 cm. Izracunaj polumjer kruznice.

B
S
E
C D A

Dvije kruznice dodiruju se iznutra u tocki A.
Duzine AB i CD su dva medusobno okomi-
ta promjera vece kruznice. Ujedno je |BF| =
10 cm, |CG| = 6 cm. Koliki su polumjeri tih
kruznica?

C
6
G
10
B FE A
D

6. Maja je na jednom plakatu uocila ovakav motiv

sa 6 sukladnih krugova. Zeljela ga je nacrtati u
svoju biljeznicu. Kako to moze uciniti?

U kruZnicu polumjera r upisano je 6 sukladnih
kruznica koje se medusobno dodiruju kao na
slici. DokaZi da je zbroj duljina malih kruZnica
jednak duljini velike kruZnice.

=

8. KuruZnice na slici se dodiruju. Izracunaj omjer

povrsine najveceg kruga i zbroja povrsina triju
manjih krugova.

k

U pravokutnom su trokutu ABC katete dugac-
ke a = 24 cm, b = 32 cm. Nacrtana je kru-
Znica kojoj je srediste na kateti AC, dodiruje
hipotenuzu AB i prolazi tockom C. Koliki je
polumjer te kruZnice?

10. Zadani su kruzni vijenac i duzina AB koja dira

manju kruZnicu. Kolika je povrSina kruZnog
vijenca ako je |[AB| =47?
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6.9. SEMAFOR

U biljeZnicu rijesi zadatke i pokraj svakog zadatka nacrtaj
krug. Krug oboji zelenom bojom ako zadatak u potpunos-
ti razumije§ i to¢no je rijeSen. Zutom bojom oboji krug
kraj zadatka za koji smatra$ da jo§ treba$ vjezbati ili ako
rezultat zadatka nije tocan, a crvenom bojom ako ne zna$
kojim postupkom rijesiti zadatak.

Zadatci

1. Rijesi jednadzbu (2x+1):3 = (3x—1) : 4.

2. Na parkiralis$tu se nalazi 12 bijelih automobila. Omjer broja bijelih i automobila koji
nisu bijeli je 3 : 5. Koliko na parkirali§tu ima automobila?

3. Nacrtaj duzinu MN duljine 5.8 cm. To¢kom T je podijeli u omjeru 2 : 3 racunajuéi
od tocke M.

4. Pravci a i b suusporedni. Izracunaj duljinu x.

3 / x /

2.5

5. Izracunaj duljinu y ako su pravci b, ¢ i d usporedni.

1.2 [y

6. Trokuti na slici su sli¢ni. ZapiSi tu tvrdnju matematickim simbolima.
P
M
" ! &; |
K L R
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7. Naslici su dva sli¢na Cetverokuta. Izracunaj veli¢ine kutova o, B i y.

8. Duljine stranica veceg trokuta su 21 cm,
28 cm 1 25 cm. Kolike su duljine stra-
nica manjeg sli¢nog trokuta ako je koefi-

cijent sli¢nosti k = 3 ?

9. Pravci AB i ED suusporedni. Jesu li trokuti ABC i EDC sli¢ni? Odgovor obrazlozi.

10. Nacrtaj kruznicu k;(S;,7; = 2.3 cm) i na njoj oznaci to¢ku B. Nacrtaj kruznicu
k2 (S2,r) koja izvana dodiruje kruznicu k; u tocki B.

11. Konstruiraj tupokutni trokut ABC ako je oo = 120°, ¢ =3 cm, b = 2.5 cm. Rotiraj
ga oko vrha A za kut 60°.

Za svaki zeleno obojeni krug osvajas 2 boda, za svaki zuti krug 1 bod, a za crveni 0 bodova.

Intervali bodova

0-11: Rijesi jos zadataka. Nemoj se obeshrabriti!
12 -18: Uvjezbaj gradivo kako bi tvoja ocjena bila koeficijent sli¢nosti za trokute
kojimaje a =30cm, ¢ = 6 cm.
19 - 22: Geometrija je ba$ super, zar ne?
q 4 D
Z e
}[ I}[
8 0,

I 01
“IUQI[S INYoN NS ) NSOURI[s 0 nynod -3 BWal] "TUSIA NS I pepns ns gI 7%

. o L L . .
1 yOg% oy - q40% = gvot wupafsard o nygnod ewidIg ¢ WO — L] = — = O ‘WD (7 = 4 ‘WG] = » °Q

9 STl
S
o€l = A 088 = 088 = (068 + oETI + 009) — o09€ =V ‘L SdYV ~ WINY 9 960 =« °§ .E =xp
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€
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Geometrijska tijela -
prizma i valjak

. Nakon ovog poglavlja moéi ¢es:

= prostoru¢no skicirati uspravne prizme i valjke u ravnini (kocka, kvadar, pravilna
Cetverostrana prizma, valjak)

= matematickim jezikom opisati prizmu i valjak

= na crtezu skicirati i matematickim jezikom opisati elemente prizme 1 valjka
(plosna i prostorna dijagonala, visina tijela, polumjer 1 promjer baze, izvodnice)

= prema modelu uspravnoga geometrijskog tijela opisati plohe koje ga omeduju
i na osnovi toga izraditi mrezu tijela koja je potrebna za odredivanje njegova oplosja

= izradivati modele uspravnih prizmi i valjka

= promatrati tijela koja te okruzuju, imenovati ih, opisivati, analizirati i crtati
njihove mreze

= opisivati oplo§je 1 volumen nacrtane prizme i valjka

= oplo§je povezati s mreZzom geometrijskoga tijela

= uocavati i opisivati elemente prizmi i valjaka i veze medu njima

= objasnjavati volumen kao mjeru prostora koje zauzima tijelo

= primjenjivati ra¢unanje oplosja i volumena prizmi i valjka u problemskim situacijama

= analizirati problemsku situaciju i zapisati ju linearnom i kvadratnom jednadzbom

= koristiti se povrsinom, oplosjem, volumenom, Pitagorinim pouckom za racunanje
nepoznatih elemenata prizme 1 valjka

= preracunavati mjerne jedinice za duljinu, masu, volumen, povrsinu

= odabirati odgovarajuéu mjernu jedinicu pri tjeSavanju problema

= stvarati nove uratke i ideje sloZenije strukture

= kriticki promisljati 1 vrednovati ideje uz pomo¢ uéitelja

= procijeniti 1 odabrati potrebne medu pronadenim informacijama

= izrazavati se kreativno sluzeéi se primjerenom tehnologijom za stvaranje ideja i
razvijanje planova te primjenjivati razli¢ite nadine poticanja kreativnosti

= samovrednovati proces ucenja i svoje rezultate, procijeniti ostvareni napredak te na
temelju toga planirati buduce ucenje.

=d ) —- »

-
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A

. U ovom ¢es poglavlju saznati sto je:

= prizma = dijagonalni presjek prizme = osni presjek valjka
= baze i vrhovi prizme = oplo§je i volumen prizme = oplo§je i volumen
= pobocke i pobogje prizme = valjak valjka.

= ploSna i prostorna dijagonala = baze i plast valjka

prizme = visina i izvodnice valjka




GEOMETRIJSKA TIJELA - PRIZMA | VALJAK

7.1.

90

Prizme

$to im Je
z%edn%ko?

'

Promotrimo geometrijska tijela
na slici. Sto im je zajednic¢ko,
au ¢emu se razlikuju?
Zajednicko im je svojstvo da su
sva tijela omedena mnogokuti-
ma. Razlikuju se po vrsti i di-
menzijama tih mnogokuta.

baza
Primjecujemo kako se medu mnogokutima
dva isticu — sukladni su i usporedni. Nazi-
vamo ih baze ili osnovke. Ostale plohe su
pravokutnici. Nazivamo ih pobocke ili po-
bocne strane.
Ovakva geometrijska tijela nazivamo usprav-
ne prizme.

pobocke

Uspravna prizma

Uspravna prizma je geometrijsko tijelo omedeno dvama sukladnim 7 -terokutima i s
n pravokutnika.

Prizme razlikujemo po vrsti mnogokuta koji su joj baze.

- trokut cetverokut peterokut ... n-terokut

trostrana  Cetverostrana peterostrana ... n-terostrana

Osim uspravnih postoje i kose prizme. Mi ¢emo prouc¢avati samo uspravne prizme, pa ¢emo

X

nadalje izostavljati rije¢ “uspravna”.

7

uspravna prizma kosa prizma

Radna verzija, 2021-04-28



Stranice baze nazivaju se osnovni bridovi. Stranice
pobocki koje nisu stranice baze nazivaju se pobocni
bridovi. Sve pobocke ¢ine pobocje prizme. Vrhovi
obiju baza nazivaju se vrhovi prizme.

U prizmi ABCDA B CD; na slici osnovni bridovi su:
AB, BC, CD, DA, A\By, B,C;, C1Dy, D/A;.
Pobo¢ni bridovi su: AA;, BBy, CCy, DD;.

Kod uspravne je prizme, pobocni brid ujedno i visina
prizme.

Opcenito, visina je prizme duZina povucena iz bilo koje
tocke jedne baze okomito do ravnine u kojoj lezi druga
baza.

Ako je baza uspravne prizme pravilni mnogokut, nazivamo je pravilna prizma. Kocka je
primjer pravilne etverostrane prizme.

Zamislimo da smo danu prizmu razrezali po nekim bridovima tako da se baze i sve pobocke
mogu poloziti u ravninu. Lik koji dobivamo naziva se mreza prizme.

Primjer 1.

Na slici je prikazana trostrana prizma. Nacrtajmo joj mreZu ako je @ = 1.2 cm,
b=1cm,c=15cm, v=18cm.

Rjesenje: Mrezu ¢ine dva trokuta i tri pravokutnika. Prvo crtamo pobocje, tj. tri
pravokutnika s jednakom stranicom v.
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Potom crtamo baze, po jednu na nasuprotnim stranicama pravokutnika koje nisu du-
gacke v.

Dvije posebno znacajne prizme veé smo proucili i dobro su nam poznate. To su kocka i
kvadar.

Kvadar i kocka
Kvadar je uspravna ¢etverostrana prizma kojoj je baza pravokutnik.

Kocka je pravilna ¢etverostrana prizma kojoj su svi bridovi jednake duljine.

Jasno je da je kocka vrsta kvadra. Kocka je kvadar kojemu je baza kvadrat i bo¢ni bridovi
su jednako dugi kao i osnovni bridovi.

kocka Je

¢ kvadar, kvadar
o . ne wora biti
// b 7 a kocka.
a a
kvadar kocka

Kvadar je omeden pravokutnicima, a kocka je omedena sa 6 sukladnih kvadrata.
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Zadatci 7.1.

4. Nacrtaj mrezu trostrane prizme kojoj je duljina
visine v = 2 cm, a baza je trokut sa stranicama
3cm, 4cm, 4.2 cm.

1. Na slikama su prizme i pogled na njih odozgo.
Koji su nazivi tih prizmi?
a) b)

5. Nacrtaj mreZu Cetverostrane prizme kojoj je ba-
za:

|
|
|
T/ ; a) romb b) kvadrat ¢) paralelogram.

Dimenzije odaberi po volji.

¢) d
' 6. Iskoristi model mreZe i nacrtaj je na papiru pre-
i [ ma zadanim dimenzijama. IzreZi mreZu i nap-
| J\ _ ravi prizmu. Uoci da su na rubovima dodatci
. T kako bi se papir mogao zalijepiti.
e) f)
| I b
] : Nl
7 N 5 ol
A
a b a b
2. Precrtaj u biljeZnicu pa ispuni. 4=5cm ;
b=4cm
o M G e =i
osmerostrana
7. Nacrtaj mrezu pravilne:
trokut J p
6 a) trostrane b) Cetverostrane
4 prizme s osnovnim bridom duljine 1.8 cm i
visinom v = 2.1 cm.
7
8. Mira je od jedini¢nih kockica napravila tijelo
kao na slici i ustvrdila: “Napravila sam os-
3. Na slikama su prizme. IspiSi njihove vrhove, merostranu prizmu.” SlazeS li se s njezinom
osnovne bridove 1 poboéne bridove. tVI‘dIleIl’l? Kad bi to bila prizma, Sto bi JO_] bile

baze?

9. Koja od mreZa nije mreZa pravilne prizme?

a) b) a
a a
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7.2. Kocka

kad igramo
“Coyjede, ne ljuti sel”,

One su toliko posebne da imaju
i svQj naziv: kocke.

Kocka

Kocka je pravilna ¢etverostrana prizma kojoj su svi bridovi jednake duljine.

Sve strane kocke su kvadrati. Desno je dana jedna mreZa kocke.

Kako nacrtati kocku?

B IS N ()
s s
s/ s/
7 7
s s
Nacrtamo paralelogram. Dvije U svakom vrhu paralelograma Spojimo krajeve nacrtanih
stranice mu crtamo povucemo okomite bridove okomica. Bridovi koji su
isprekidanom linijom. dugacke kao brid kocke. nevidljivi crtaju se isprekidanom
Vodoravna stranica du;{;acvka je linijom §to ostavlja dojam
koliko i brid kocke. trodimenzionalnost.
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Kocka je omedena sa Sest sukladnih kvadrata. Dijagonale tih
kvadrata nazivaju se plosne dijagonale kocke.

|

|

)'_ v Bududi da se radi o dijagonali kvadrata, njezina duljina je
e d= a\/E,
gdje je a duljina brida kocke.

D’ c’

Prostorna dijagonala kocke je duZina koja spaja dva vrha
kocke $to ne leZe na istoj strani. Uz oznake kao na gornjoj
slici, prostorne dijagonale su AC’, BD’, CA’ i DB’. One se
sijeku u jednoj tocki.

Uoc¢imo u kocki pravokutni trokut ACC’ za Cije stranice
vrijedi: |CC'| = a, |AC| = av2 i |AC'| = D. Primje-
nom Pitagorina poucka slijedi:
AC']? = |ACP + |cC'|?

D? = (a\/i)2 +d®

D? =2d% + &
AC’ je prostorna dijagonala kocke, D? =342

a AC plosna dijagonala kocke.
D = aV/3.

Duljina ploSne i prostorne dijagonale kocke

Duljina d plosne dijagonale kocke dana je formulom d = a+/2, aduljina D prostorne
dijagonale kocke dana je formulom D = a+/3, pri ¢emu je a duljina brida kocke.

Primjer 1.

Izraunaj duljinu brida kocke kojoj je prostorna dijagonala duljine 161/3 cm.

1613

,pajea= ——— = 16cm

V3

D
Rjesenje: 1z D = av/3 slijedi a = —

J J ] /3
Primjer 2.

Dijagonalni presjek kocke je presjek kocke ravninom koja sadrzi dvije paralelne
plosne dijagonale.

Kolika je duljina brida kocke ¢&iji dijagonalni presjek ima povr§inu 36y/2 cm? ?

Rjesenje: Dijagonalni presjek kocke je pravokutnik ACC’'A’ ’ ¢
sa stranicama duljine @ i av/2, a njegova je povrsina
P:a-a\/i,tj. P=ad*\/2.

U ovom zadatku imamo: P = 36v/2 = a?>v/2, a? = 36,
a = 6 cm. Duljina brida kocke je 6 cm.
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Zadatci 7.2.

1. Koliko vrhova, bridova i strana ima kocka?

2. Koje od slika prikazuju mrezu kocke?

a) b)
L[] ][]
N
c) d)
| -
HEE |
e) f)

3. Nacrtaj kocku ¢ija je duljina brida:
a) 2cm b) 2.5cm
¢) 3cm d) 27 mm.
4. Nacrtaj mreZu kocke ¢ija je duljina brida:

a) 2cm b) 2.5cm.

5. Izracunaj duljinu plosne i prostorne dijagonale
kocke ako je duljina brida:

a) 4cm b) 6.4 dm

c) Zcm d) 7cm.

6. Prepisi tablicu i dopuni ju. Elementi a, d i D
su elementi kocke.

a d D
V2 cm
4v/2 dm
6v/3 m
5v/3 cm
12 cm
9v/6 dm

96

7.

10.

11.

12.

13.

Spoji kartice na kojima je duljina stranice i du-
ljina prostorne dijagonale kocke. Neke od kar-

tica nemaju svoj par.

Izracunaj duljinu prostorne dijagonale kocke
ako je duljina plosne dijagonale:

g
os

a) 8\/§cm b) gx/zcm
c¢) 12dm ¢) 44 mm.

Soba ima oblik kocke duljine brida 4 m. Mrav
se krece po bridovima sobe od jednog vrha do
njemu najudaljenije tocke sobe, dok je bubama-
ra preletjela put od tog vrha do njemu najuda-
ljenije tocke sobe. Za koliko je metara duzi put
kojim se krece mrav od puta koji je preletjela
bubamara?

Akvarij ima oblik kocke ¢iji je brid dugacak
65 cm. Koliku najvecu udaljenost moze prep-
livati ribica kad pliva pravocrtno?

Kolika je povrsina dijagonalnog presjeka kocke
duljine brida:

a) a=9cm b) a=32cm

¢) a=8V2cm d) a=0.5v2dm?
Izracunaj duljinu brida kocke ako je povrSina
dijagonalnog presjeka:

a) P=100v2cm?> b) P=144y2cm?

¢) P=300y2dm> d) P =800v2mm?’.
Prepisujuci kratak matematicki tekst, Matea je

ucinila nekoliko pogreSaka. Popravi tekst ako
zna$ da je prva recenica tocna.

Duljina brida kocke je 6 cm. Duljina njezine
prostorne dijagonale je 6\/2 cm, a plogne
6\/3" cm. Kad bi se duljina brida poveéala
Zetiri puta, tada bi se duljina plogne
dijagonale poveéala Zetiri puta, a
prostorne 16 puta.
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7.3. Kvadar

Kvadar

Kvadar je uspravna ¢etverostrana prizma kojoj je baza pravokutnik.

Gdje god
se okrenem,
vidim kvadre.

T

)

A" D' Ako duljine bridova kvadra iz
- jednog vrha ozna¢imo s a, b i
a ¢, strane kvadra su pravokutnici,
A" B’ ¢ DA i to: dva sukladna pravokutnika
duljine stranica a i b, dva pravo-
kutnika duljine stranica a i c te
¢ dva pravokutnika duljine stranica
a a b bic.
A B D 4
a
A D

Svaka se strana kvadra moZe smatrati bazom. U gor-
njem kvadru baza je pravokutnik ABCD, a visina je
AA’. Polozimo li gornji kvadar na stranu BCC'B’, do-
bivamo opet kvadar ¢ijom bazom smatramo pravokutnik
BCC'B’ dimenzija ¢ x b, a visine AB, |AB| = a.

B!

A mogli smo kvadar poloziti i na neku drugu stranu. Evo kako crtamo kvadar.

CrteZ baze je paralelogram
kojemu su dvije stranice
nacrtane isprekidanom linijom.
Vodoravne duzine su dugacke
a, dok su druge dvije stranice

krace od

dugacke c.

U vrhovima paralelograma
nacrtajmo okomice koje su

Spojimo vrhove gornje baze.
Bridovi koji su nevidljivi crtaju
se isprekidanom linijom Sto
ostavlja dojam
trodimenzionalnosti.
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Dijagonale pravokutnika koji omeduju kvadar nazivamo plosne dijagonale kvadra.

1 [

| |

| |

| I

| L

] |

i i

I I

I I

I I

I I

i d.
C | C 2

| |

PR IS

b d,
a a

Duljine plosnih dijagonala redom su: dy = va? + b%, dy = Va* + %, d3 = Vb* + .

Primjer 1.

U kvadru su duljine bridova iz jednog vrha ¢ = 6cm, b = 8cm, ¢ = 24 cm.

Izracunajmo duljine svih plosnih dijagonala kvadra.

Rjesenje:
a=>6cm
b=8cm
c=24cm
di, dp, d3 =7
& = a* + b* &5 =d +¢c*
4} =6>+8 dy=6"+24
d3 =100 d5 =612
dy =10 cm d) =v612=6V17 cm

D=

d%zbz—i-c2

3 = 8% 4247

d3 = 640
d3:\/@:8\/ﬁcm.

a? + b2 + 2.

Uo¢imo pravokutni trokut ACC’ duljine stranica: d;
c i D. Tada primjenom Pitagorina poucka dobijemo:
D=t &

D*=c*+ (> +b%), teje

Prostorna dijagonala kvadra je duZina koja spaja dva vrha $to ne leze
na istoj plohi kvadra. Kvadar ima Cetiri prostorne dijagonale.

= Va>+b?,

Ako su a, b i c duljine bridova kvadra iz jednog vrha, duljina prostorne dijagonale

Prostorna dijagonala kvadra
kvadra dana je formulom:
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Primjer 2.

Duljina prostorne dijagonale kvadra je 130 cm, a dva brida su dugac¢ka 30 cm i
40 cm. Kolika je duljina treceg brida?

Rjesenje:
D =130 cm
- D*=a*+ b+ c? = 14400
a = cm
- c=D*—a* -1 ¢ = V14 400
76 , 2 = 130% — 30% — 402 c =120 cm.

Duljina trec¢eg brida je 120 cm.

Primjer 3.

Bridovi AB i AD kvadra dugi su 10 cm i 24 cm. Izradunaj duljinu brida AA’ ako je
dijagonalni presjek dijagonalom baze ABCD kvadrat.

Rjesenje: Dijagonalni presjek kvadra je presjek kvadra
ravninom koja je okomita na neku stranu kvadra i sadrzi
dijagonalu te strane. Opcenito, dijagonalni presjek kva-
dra je pravokutnik.

U ovom je primjeru dijagonalni presjek kvadrat ACC'A’ .
Slijedi da je |AA'| = |AC], tj. |[AA| = V10?2 +242 =
26 cm.

Duljina treceg brida kvadra je 26 cm.

Medu kvadrima isti¢e se ona skupina kvadara Cije
su baze kvadrati. Takva se tijela nazivaju pravil-

a ne cetverostrane prizme ili kvadratne prizme.
|
a
f baza pravilne
cetverostrane prizme
Primjer 4.

Izracunajmo duljine svih plo$nih dijagonala pravilne Cetverostrane prizme kojoj je
duljina brida baze @ = 4.2 cm, a visina prizme i osnovni brid se odnose kao 3 : 1.

Rjesenje: ‘
a=42cm c=3a,c=3-42, c=12.6cm }
c:a=3:1 i

i dy
¢, di, dy, d3 =? |
G % i

Duljina d; plosne dijagonale baze je d; = av/2 (jer je J_ 1/

baza kvadrat), di = 4.2v/2 cm. 1 a, /

dy=d; =Va® +c*=+/176.4=42y/10cm. a
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Zadatci 7.3.

Koje od slika prikazuju mrezu kvadra?
a) b)

c) d)

| |

Nacrtaj mrezu kvadra ako su mu zadane duljine
bridova:

a) a=45cm, b=4cm, c=3cm
b) a=33cm, b =19 mm, ¢ =24 mm
¢) a=021dm, b=18cm, ¢ = 12 mm.

Napravi model kvadra s bridovima duljine 4 cm,
6cm, 12cm.

Nacrtaj kvadar kojemu baza ima dimenzije 3 cm
% 2.9 cm, a visina je duljine 1.5 cm.

Nacrtaj kvadar ¢iji bridovi iz jednog vrha su
duljina 2 cm, 2.9 cm, 1.8 cm.

Prepisi u biljeznicu i spoji dimenzije kvadra s
duljinom njegove prostorne dijagonale.

a=4cm,b=3cm
c=12cm D=3V3dm
D=17 cm ldmx1dmx5dm

a=24dm, b=6dm D=13 cm
¢ =84 dm

B a=15cm, b=43 cm
D=26dm e

100

7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Prepisi i popuni tablicu za kvadar.
12cm 10 cm

b 16cm

Q

15 cm 8 m

¢ | 48 cm 8 m

D 35 cm

d 4v/5m
dp

d3

Zadana je duljina jedne plo$ne dijagonale kva-
dra i duljina brida koji ne pripada strani Cija
je plosna dijagonala dana. Izracunaj duljinu
prostorne dijagonale kvadra ako je:

a) di =40cm, ¢ =96 cm
b) d =30cm, a =16 cm
¢) ds =26dm, b = 168 dm.

Izracunaj duljinu prostorne dijagonale kvadra
Cije plosne dijagonale su duge 30 cm, 26 cm i

/86 cm.

Izracunaj duljinu prostorne dijagonale kvadra
ako su duljine plosnih dijagonala:

a) di=16cm, d, = 10cm, d; = 6 cm
b) di =4dm, d, =30cm, d; = 3 dm.

Baza kvadra je kvadrat duljine stranice 8 cm.
Izracunaj duljinu visine kvadra ako je duljina
prostorne dijagonale 12 cm.

Baza kvadra je kvadrat povr$ine 144 mm?. Iz-
racunaj duljinu visine kvadra ako je duljina
prostorne dijagonale 18 mm.

Baza kvadra je kvadrat. Dijagonalni presjek
kvadra je takoder kvadrat povrSine 288 cm?.
IzraCunaj duljine bridova kvadra.

Mrav i bubamara su iz sobe oblika kocke (vidi
zadatak 9. u prethodnoj lekciji) presli u sobu
oblika kvadra. Visina sobe je 2.6 m, a pod ima
dimenzije 3.4 m X 4.1 m. Mrav se opet krece
po rubovima sobe, a bubamara leti pravocrtno
iz jednog kuta sobe do najudaljenije tocke so-
be. Za koliko je metara dulji put kojim se krece
mrav od bubamarinog leta?

Izmjeri dimenzije svoje sobe ili neke druge
prostorije koja ima oblik kvadra. Kolike su
duljine plosnih dijagonala sobe?
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7.4. Oplosje kvadra

Oplosje bilo kojeg geometrijskog tijela je zbroj povrsina svih ploha
kojima je to tijelo omedeno.

Strane kvadra tri su para medusobno sukladnih pravokutnika, pa ako i
su a, b, c¢ duljine bridova, oplosje je kvadra jednako ) S

-
-

O = 2ab + 2bc + 2ac. - 7 b

Oplosje kvadra

Ako su a, b i c¢ duljine bridova kvadra iz istog vrha, tada je oplosje kvadra jednako
O = 2ab + 2ac + 2bc.

Primjer 1.

Nacrtajmo mreZu i izracunajmo oplosje kvadra kojemu su duljine bridova iz jednog
vchaa=2cm, b=0.5cm, ¢ =1.5cm.

Rjesenje:

Oplo§je kvadra je povrSina mreZe kvadra.
O =2ab+2ac+2bc=2-2-054+2-2-154+2-05-1.5
=2+6+1.5=9.5cm’.

Kocka je vrsta kvadrau kojem je a = b = ¢. Ona je omedena sa Sest kvadrata, pa je njezino
oplogje O = 6a”.

Oplosje kocke

Ako je duljina brida kocke jednaka a, oplosje kocke jednako je O = 6a?.

Primjer 2.

Izra¢unajmo oplosje kocke kojoj je prostorna dijagonala duga 20v/6 cm.

D
Rjesenje: 1z D = a3 slijedi a = ﬁ = 20v2cm, pa je oplogje kocke
0 = 64> = 6-(201/2)> = 4800 cm?.
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Zadatci 7.4.

1. Prepisi i dopuni tablicu za kocku. 9. Pretvori mjerne jedinice:

.12cm 4dm V5 m

Izracunaj oplo§je kocke ako je duljina njezine

96 cm? 1152 cm?

b) 1dm? =? cm?
¢) 5m?=?cm? d) 4.1 cm? =? mm?
e) 1cm? =?m? f) 1 mm? =? dm?

g) 24cm? =?dm’> h) 3.9dm? =?m’?

a) 1m?>=?cm’

prostorne dijagonale jednaka: 10. Prepisi i dopuni tablicu za kvadar.

a) 12v/3cm b) 8/6dm '@ 10m  06dm 25em  12em
¢ 20V3m d) 24 cm. - 5m 1.2e¢cm  0.7dm
Kolika je duljina prostorne dijagonale kocke - 0.8 dm 21 mm

ako joj je oplosje:

- 190m?  432cm? | 13.4 cm?

a) 864 dm? b) 72 cm?
¢) 34.56 mm?? 11. Duljine dvaju bridovakvadrasu 12 cm i 16 cm,

a duljina prostorne dijagonale je 52 cm. Izra-
IzraCunaj duljinu prostorne dijagonale kocke ¢unaj oplogje kvadra.
cije oplosje je:

12. Povr3ine razli¢itih pobo¢aka kvadra su 800 mm?,

a) 1536 cm? b) 600 mm? 20 cm?, 0.1 dm?. Izraunaj duljine bridova
) 288 dm’ d) 25.92 cm’. kvadra.
Povrina dijagonalnog presjeka kocke je 13. PovrsSine trijurazli¢itih strana kvadrasu 12 cm?,
64v/2 cm? . Tzradunaj duljinu brida i oplogje. 24 cm? i 0.3 dm?. Izratunaj oplosje kvadra.
Dijagonalni presjek kocke ima povr§inu 14. Kolik.o c’§ se Promijeniti oplosje kvadra ako mu
100y/2 cm? . Koliko je oploje kocke? se svi bridovi

a) udvostruce b) smanje tri puta?
Poklon ima oblik kocke brida 12 cm. Treba ga . . .
zamotati u ukrasni papir. Koliko je ukrasnog 15. U biljeznicu prepisi istinitu tvdnju.
papira potrebno ako se smatra da pri zamatanju a) Duljina brida kocke i oplo§je su proporci-
trosimo 20 % viSe papira nego Sto je oplosje? onalne veliCine.

b) Ako se brid kocke poveca 4 puta, tada se

njezino oplosje poveca 16 puta.

¢) Ako se bridovi kvadra smanje dva puta, tada

se oplosje smanji dva puta.

16. Bazen dimenzija 25 m X 50 m x 3 m treba po-

Izracunaj oplosje kvadra ako su dane duljine
njegovih bridova

a) 3cm, 4cm, 6 cm
b) 1cm, 0.1 dm, 10 mm.
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plociti keramickim plocicama. Koliko paketa
plocica treba ako u jednom paketu ima 1.2 m?
plocica?
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Volumen kvadra 7.5.

7.5. Volumen kvadra

U 5. razredu
obuyjam smo
raéunali brojenjem
Jjedinidnih
kockica.

Uz duZinu nas zanima njena duljina, uz lik u ravnini njegova povrSina, a uz tijelo njegov
volumen ili obujam, tj. veli¢ina prostora $to tijelo zauzima. Kao $to znamo (iz fizike),
osnovna jedinica za duljinu je metar, za povrsinu kvadratni metar, a za volumen osnovna je
mjerna jedinica kubi¢ni metar, m>. Kubi¢ni metar je volumen (obujam) kocke s bridom
duljine 1 metar. Za izraZavanje volumena &esto sluZe i jedinice: 1 mm?, 1 cm?, 1dm?,
1 km?3, pri ¢emu sli¢no kao za kubi¢ni metar, vrijedi da je 1 cm® volumen kocke s bridom
duljine 1 cm itd.

1 cm

1 cm

1 cm

Volumen kocke s bridom duljine 1 cm je 1 em’.

Katkad kao mjerna jedinica za volumen sluZi i litra uz odnos:
1 litra = 1 dm’.

Primjer 1.
Pretvorimo:
3
a)4m’ ucm’ b) 2 mm> u dm?. "
4000 - :1 000
Rjesenje:
a) 1 mima 10dm,pa 1 m? ima dro’
10dm10dm10dm:1000dm3 4 000 - -1 000
I m ima 100 cm, pa 1 m® ima
100 cm - 100 cm - 100 cm cen’
= 10° cm® = 1000000 cm?. '
Tada je 4 m3 = 4000000 cm®. sl e
. 1 . . v’
b) 1 mm iznosi Too dm jer 1 dm ima 100 mm.
1 \3 1
Stogaje 1 mm® = gﬁ) dm? = 106 dm?.
Vrijedi 2 mm?® = == dm? = 0.000002 dm?.
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U petom smo razredu volumen (obujam) kvadra rac¢unali s pomocu jedini¢nih kockica.

Kad Felim
izralunati obujam
kvadra:a =5 cm, b =3 cm,
¢ = 2 cwm, razdijelimo 9a na
kockice s bridovima 1 cw.
maih5-3.9=30
paje V =30 cwd.

I opcenito vrijedi, volumen kvadra s duljinama bridova a, b, ¢ jednak je V = abc. Ako
je kvadar ujedno i kocka, tj. kadje a = b = c,tadaje V=a-a-a = a’.

Volumen kvadra i kocke

Ako su a, b, c¢ duljine bridova kvadra iz istog vrha, volumen kvadra jednak je

V = abc.
Ako je a duljina brida kocke, tada je volumen kocke jednak
V=ad.

Primjer 2.

Izracunajmo volumen pravilne Cetverostrane prizme kojoj je osnovni brid duljine
7 cm, a visina 20 cm.

1
|
Rjesenje: Pravilna Cetverostrana prizma je kvadar koje- |
mu su dvije strane kvadrati s bridovima a. Stoga je : ¢
a=b="7cmic=20cm paje: :
V =abe=17-7-20 = 980 cm®. S
a
Primjer 3.
Prostorna dijagonala kocke duga je 40v/3 dm. Izra¢unajmo volumen kocke.
S o D L
Rjesenje: 1z D = av/3 slijedi a = — = 40dm. Tada je njezin volumen

V3
V =a®> =64 000dm?.
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Zadatci 7.5.

Volumen kvadra

Pretvori mjerne jedinice:

a) 2m’ =?dm? b) 6 m® =? cm?
¢) 2.1dm*=?cm® d) 84 cm’®=?mm’
e) 42dm’ =?m’ f) 25cm?® =? dm?

g) 14L=2dm’ h) 23L =?2m3.

Prepisi i popuni tablicu za kocku.

a6 1.1
0 600 15.36
v 8 64

Koliki je volumen kocke ako je duljina njezine
prostorne dijagonale jednaka:

a) 4/3cm b) 5v3dm
¢) V27 cm d) 18m.

Izracunaj volumen i oplosje kocke Cija je pros-
torna dijagonala duljine:
1

a) s m b) 14v/3 dm

¢) 1.2cm d) 6V6 m.

Osam olovnih kocaka duljine brida 1 cm pre-
topljeno je u jednu kocku. Kolika je duljina
brida nove kocke?

Dijana ima tri srebrne kockice ¢iji bridovi su
dugi 3cm, 4cm, Scm. Zeli ih pretopiti u
jednu kocku. Kolika ¢e biti duljina brida novo-
dobivene kocke?

Koliko se puta promijeni volumen kocke ako
joj se brid poveca:

a) dva puta b) pet puta?

Kolika je masa mramorne kocke brida 2.4 m
ako je gustoéa mramora p = 2800 kg/m??
(m=p-V.)

9. Prepisi i popuni tablicu za kvadar.

4 2em 12dm  15dm
. 3cm 8 cm 1.5m

¢ Sem 12dm 25m
v 48em’ 324m’ 150 m’®

10. Volumen pravilne etverostrane prizme je
28 800 cm?, dok joj je duljina osnovnog bri-
da 48 cm. Izracunaj duljinu visine, prostorne
dijagonale i oplo§je prizme.

11. Duljine dvaju bridovakvadrasu 240 cm i 16 dm,
aduljinanjegove prostorne dijagonale je 3.4 m.
Izracunaj volumen i oplosje kvadra.

12. Kada za kupanje ima oblik kvadra dimenzija
60 cm x 55 cm x 110 em. Koliko je litara vo-
de potrebno da se kada napuni do vrha?

13. Kolika je masa Zeljeznog kvadra s duljinama
bridova 2 cm, 4 cm, 20 cm ? Gustoca zeljeza
je 7900 kg/m?.

14. Metalna bakrena posuda ima oblik kocke. Va-
njski brid dna posude je duljine 15 cm, a unu-
tarnji 14.5 cm. Kolika je masa te posude?
Gustoca bakra je 8900 kg/m?.

15. Poprecni presjek drvene grede duljine 6 m je
kvadrat duljine stranice 20 cm. Kolika je masa
grede ako je gustoéa drva 700 kg/m?> ?

16. Ciglaje oblikakvadradimenzija 25 cmx 12 cm
% 6.5 cm. Koliko komada cigliimau 4 m? zi-
da?

17. Akvarij ima oblik kvadra kojemu je baza du-
ga 60 cm, a Siroka 27 cm. Visina akvarija je
28 cm. U njemu se nalazi 35.64 litara vode.
Do koje visine dopire voda?
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7.6. Oplosje i volumen prizme

Oplosje bilo koje prizme zbroj je povrSina svih njezinih strana.

_ Prizma je omedena dvjema sukladnim bazama i pravokutnicima koji ¢ine
pobocje pa je formula za oplosje prizme:
O=2B+P

gdje je B povrSina baze, a P povrSina pobocja.

Izrac¢unamo li oplos§je kvadra prema toj formuli dobivamo
O=2B+P=2-ab+ (2-bc+2-ac) = 2ab+ 2bc+ 2ac,

$to je upravo dobro nam poznata formula za kvadar.

Za volumen kvadra imamo: V = abc = (ab)c = Bv.
Formula V = B - v vrijedi za bilo koju prizmu.

| |
I I
| S ) . .
| 7 3. sloj
| .
| 2. sloj
e [ 1 cm 1. sloj
Povrsina baze je B em?. Stoga na bazu Ako je visina prizme duga v cm, tada u
stane jedan sloj od B jedinicnih kockica prizmu stane v slojeva s B kockica pa je
(cm3). volumen prizme V =B -v.

Oplosje i volumen prizme

Formula za oplosje prizme je O = 2B + P. Formula za volumen prizme je V = Bv,
gdje je B povr$ina baze, P povr$ina pobocja, v duljina visine prizme.

Primjer 1.

Izracunajmo oplosje i volumen trostrane prizme ¢ija je baza pravokutan trokut s kate-
tama a = 6 cm, b = 8 cm. Duljina visine prizme je v = 6.5 cm.

Rjesenje: Prema Pitagorinu poucku imamo:
a=>6cm
b— 8 om c=+vVa+b=+/62+8 =100 = 10 cm.
v =65 cm Povrsina baze je lp;ovrsgnagpravokutnog trokuta:
0, V=2 B:%:T:Mcmz.
Pobocke su pravokutnici dimenzija a X v, b X v,

baza c X v paje:

|
|
N %O\b P=av+bv+cv=(a+b+c)
-~ > = (6+8+10)-6.5 = 156 cm’
O=2B+P=2-24+156 =204 cm’
V=B-v=24-6.5=156cm’.
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Zadatci 7.6.

Oplosje i volumen prizme

IzraCunaj oplosje prizme kojoj je zadana povr-
Sina baze i pobodja:

a) B=20cm?, P = 45cm?
b) B=42.5dm?, P = 1.8 m?.

Kolika je povrSina pobocja prizme ako joj je
oplogje 2.4 m?, a baza 28 dm??

PrepiSi i dopuni recenice.

Zadana je SeSterostrana prizma. Duljine osnov- 8.

nih bridova su a;, ap,
Duljina visine prizme je v.

PovrSine pobocki su av, ayv,

Povrsina pobocja je zbroj povrSina pobocki
P=ayv-+ay+ = (a) +
ay +az+ays+as+ag)v = ov, gdje je o opseg
baze.

Oplosje prizme je O = = 2B+ ov.
Volumen prizmeje V= .

Prepisi i popuni tablicu za prizmu.

2

B 10cm? 49 m? — cm

3 9.

2 cm 1.5 dm gcm

\% 294 m® 330 dm’

Baza cCetverostrane prizme ima opseg o =
12 cm. Visina prizme je v = 5 cm. Izracunaj
povrsinu pobodja.

Baza $esterostrane prizme ima povrinu 6/3 cm?
i opseg 12. Visina prizme je v = 4 cm. Izra-
¢unaj oplos§je i volumen prizme.

Odredi Sto je baza, a Sto visina tijela na slikama
pa izracunaj volumen i oplosje.
a)

4 10.

5

12

b)

Nacrtana je mreza Cetverostrane prizme cija je
baza romb. Duljine dijagonala romba su 40 cm
i 42 cm. Visina prizme je 10 cm.

a

a) Izracunaj oplosje prizme.

b) Izraunaj volumen prizme.

Sve su mjere na skici Zlatkove kuce u metrima.

8

a) Prije pocetka gradnje, Zlatko je platio ko-
munalni doprinos koji se placa po volumenu
koji zauzima kuéa. Ako je cijena za 1 m?
50 kn, koliki je iznos komunalnog doprino-
sa platio Zlatko?

b) Cijena izrade 1 m? fasade je 310 kn. Ko-
lika je cijena izrade fasade za cijelu kucu?

Pronadi informacije o oblicima kristalnih re-
Setki. Posebno obrati paznju na rompske, tet-
ragonsku i kubnu resetku. S kojim su tijelima
povezane te resetke?
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7.7. Valjak

| mmm

Razni prec\met\

imaju oblik va ka

Kao §to smo opisali prizmu, u¢inimo to i za valjak.

Uspravni valjak

Uspravni valjak je tijelo nastalo rotacijom pravokutnika oko jedne njegove stranice.

<P @ U daljnjem tekstu umjesto naziva uspravni valjak koristimo
samo rije¢ valjak.

Valjak je omeden dvama sukladnim krugovima i zakrivljenom
\ V plohom. Krugovi se nazivaju osnovke ili baze valjka, a zak-
rivljena ploha se naziva plast valjka.

P
Neka su S i S’ sredista tih krugova. Pravac SS’ naziva se os
valjka.
Plast valjka &ine sve duzine TT’ paralelne sa SS' pri ¢emu
tocka T prolazi kruznicom k(S,r). Te duZine nazivaju se
izvodnice valjka.
Duzina SS’ je visina valjka kao i sve duZine paralelne s njom koje po¢inju u jednoj bazi i
zavrsavaju u drugoj.
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PokaZimo kako se crta valjak.

- ~ - ~ - ~
s N Ve N Ve N\

U stvarnosti baza valjka je Iz krajnje lijeve i krajnje desne Nacrta se gornja baza.

krug, a na papiru se crta tocke nacrtane baze di'gnu se
ovakva zakrivijena linija kojoj okomice koje su dulgaéke koliko
su krajnje lijeva i desna tocka i visina valjka.
udaljene 2r. Ta se linija zove

elipsa.

Primjer 1.

Pravokutnik sa stranicama duljine a = 4 cm i b = 3 cm rotira oko stranice duljine
b. Odredimo duljinu visine i polumjera baze valjka dobivenog tom rotacijom.

Rjesenje: Duljina visine valjka je 3 cm, a duljina polumjera valjka je 4 cm.

®
N

| Osni presjek valjka je pravokutnik koji nastaje kad se valjak
! presijece ravninom koja sadrZi os valjka.
Y
I Duljine njegovih stranica su v i 2r.
L
- T T =
\&

Primjer 2.

Osni presjek uspravnog valjka je kvadrat povrsine 16 cm?.
Izra¢unajmo duljinu polumjera i visine valjka.

Rjesenje: U ovom zadatku osni je presjek kvadrat, pa sli-
jedidaje v = 2r,aiz povrsine dobivamodaje v = 4 cm,
paje r =2cm.
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Zadatci 7.7.

1. Odredi duljinu visine i duljinu polumjera valja-
ka dobivenih rotacijom pravokutnika prikaza-
nih na slikama.

1 cm

4 cm 2 cm
S
2 cm
[|b)

b d m

m
a <o c > b))

2. Nacrtaj valjak ako je:

a) r=2cm, v=3cm

b) r=18cm, v=2.4dm
¢) 2r=42cm, v=15mm
d) 2r=46cm, v=2cm.

3. Ovi valjci nastali su rotacijom nekih pravokut-
nika. Odredi dimenzije pravokutnika i pravac
oko kojeg su rotirali pravokutnici.

a) b)

4.5 cm
A 7

2.5 cm { 3.2 cm
\

\

4. IzraCunaj povrSinu osnog presjeka valjka ako je
dana duljina polumjera r baze i duljina visine
valjka:

a) r=2cm, v=1cm
b) r=5cm, v=04dm

¢c) r=15cm, v=12 mm

d) r:1.2dm,v:§dm.

5. Duljina promjera baze valjka je 28 cm, a povr-
Sina osnog presjeka iznosi 280 cm? . Izradunaj
duljinu visine valjka.

6. Osni presjek valjka je kvadrat sa stranicom du-
ljine 16 cm. Izracunaj duljinu polumjera baze
i visine valjka.
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10.

11.

12.

13.

14.

Osni presjek valjka je kvadrat povrSine 576 cm?.
Izracunaj duljinu polumjera baze i duljinu visi-
ne valjka.

Osni presjek uspravnog valjka je kvadrat opse-
ga 32 cm. Izracunaj duljinu polumjera i visine
valjka.

Polumjer baze valjka je dva puta veéi od visi-
ne valjka. Kolike su duljine polumjera i visine
valjka ako je povriina osnog presjeka 64 cm? ?
Dijagonala osnog presjeka valjkadugaje 17 cm.
Duljina promjera valjka je 8 cm. Kolika je du-
ljina visine valjka?

Polumjer 1 visina valjka odnose se kao 3 : 4.
Povrsina osnog presjeka je 216 mm?. Kolika
je duljina promjera valjka?

U valjak je upisana pravilna etverostrana priz-
ma. Duljina polumjera valjka je 16 cm, a du-
ljina visine 20 cm. Kolika je duljina osnovnog
brida upisane prizme?

baza

Od grede ¢iji je poprecni presjek kvadrat po-
vriine 100 cm? treba istokariti najve¢i mogudi
valjak. Koliki je promjer tog valjka?

2
N/

Promatrajuci valjak na slici, Marija i Dunja su
izjavile sljedece:

3 cm

5 cm

Marija: “Valjak je nastao rotacijom pravokut-
nika 3 cm x 5 cm oko dulje stranice.”

Dunja: “Valjak je nastao rotacijom pravokut-
nika 6 cm X 5 cm oko pravca koji raspolavlja
dulje stranice pravokutnika.”

Tko je od njih dvije u pravu?
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7.8.

Oplosje valjka 7 .8 =
Oplosje valjka

Promotrimo mreZu uspravnog valjka.

Razrezimo plast valjka uzduz jedne od izvodnica i polozimo ga u ravninu.

¥
Opet
koristim
v tkare!
r

)

Plast valjka, poloZen u ravnini, tvori pravokutnik kojemu je duljina jedne stranice jednaka
opsegu kruga, a druga stranica jednaka je visini valjka. Dakle, slijedi da je povrSina plasta
jednaka P = 2rmv. MreZu valjka ¢ine dva sukladna kruga i pravokutnik. Stoga je oplo§je
valjka dano formulom

O =2B+ P =2r"n+2rmv =2rn(r +v).

Oplosje valjka

Oplosje valjka zbroj je povrsina ploha koje ga omeduju, pa je oplo§je dano formulom:
0 =21 + 2rnv,

gdje je r duljina polumjera baza, a v duljina visine.

Povrsina plasta je
P =2rmv.

Primjer 1.

Izracunajmo oplosje valjka nastalog rotacijom pravokut- @
nika nacrtanog na slici.

Rjesenje: Duljina polumjera baze je 4, a duljina visine
je 8, paje 8
O =2rr(r+v) = 96m.
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Zadatci 7.8.

1. Nacrtaj mrezu valjka ako je dana duljina polu-
mjera r baze i duljina visine valjka:

a) r=2cm, v=1.8cm
b) r=03dm, v=9mm.

2. Koje od slika prikazuju mrezu valjka?

O

3. Nacrtaj mreZe sljededih valjaka.

a) b)
1.5 ¢

3.5cm

2.1 cm 4 cm

4. Tzratunaj oplo§je valjka ako je dana duljina po-
lumjera baze i duljina visine valjka:

a) r=8cm, v=10cm

b) r:2dm,v:%m

c) r—gcm y = —cm
273

d) r=22dm, v=4cm.

5. Tzraunaj oplosje valjka ako je zadana duljina
promjera d baze i duljina visine valjka:

a) d=36cm, v=_8cm
b) d=14dm, v=05m.

112

Odredi oplosja tijela nastalih rotacijom pravo-
kutnika oko jedne od stranica.
a) b) > 0

4

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

<

3

Oplosje valjka je 427 cm?, a plast je 2471 cm?.
Izracunaj duljinu polumjera baze.
Plast valjka ima povrsinu 127 cm?, a visina
valjka je 3 cm. Izracunaj oplosje valjka.
Osni presjek valjka je kvadrat stranice 10 cm.
Izracunaj oplosje valjka.
Osni presjek valjka je kvadrat opsega 400 cm.
Izracunaj oplosje valjka.
Plast valjka je kvadrat povr§ine 36 cm?. Izra-
¢unaj mu oplosje.
Oplosje valjka je 56 cm?, a duljina polumjera
mu je 4 cm. Kolika je duljina visine valjka?
Oplosje valjka je 1607 cm?, a polumjer mu je
4 puta dulji od visine. Izracunaj duljinu polu-
mjera i plast valjka.
Polumjer baze valjka 4 puta je veci od visine
valjka. Izracunaj oplosje valjka ako je povrSina
plasta valjka 727 dm?.
Na balkonu se nalazi betonski stup oblika va-
ljka. Promjer stupa je 42 cm, a visina 2.6 m.
Koliko je litara boje potrebno za bojenje tog
stupa ako se za 1 m? potrosi 4 dL boje?
Reklamni stup je oblika valjka promjera 120 cm.
Stup je visok 3.6 m. Koliko se reklamnih pla-
kata moze zalijepiti na taj stup ako je povrSina
jednog plakata 113.04 dm??
Li_( L8 3
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Volumen valjka

7.9. Volumen valjka

Izvedi ovakav pokus. Napravi modele kvadra i valjka bez gornje plohe. Duljine a i v

. .. .. . o . . a .
odaberi po svojoj volji. Kad izabereS a, tada za r uzmi vrijednost broja |/ — zaokruZenu
T

na jednu decimalu.

|
]
|
% : v
— — —
%
P a o
a
a2
Kvadar visine v. onvrfina baze je Valjak visine v. Polumjer je r = P
B=a". 2

tako da je povrsina baze B = a“.

Napuni rizom (ili solju ili pijeskom) kvadar do vrha i presipaj
rizu u valjak. Sto primjecujes?

RiZa je napunila valjak do vrha. To znaci da su volumeni kva-
dra i valjka jednaki. Oba tijela imaju baze jednakih povrSina i
visine jednakih duljina pa je:

Vvaljka = Vkvadra = B - v,

tj.
Vvaljka =B-v.
Bududi da je
B = r27r,
vrijedi

2
Vvaljka =rTv.

Volumen ili obujam valjka

Volumen valjka jednak je umnosku povrsSine njegove baze i duljine visine:
V=B-v, tj. V=r’nv.

Primjer 1.
Izracunajmo volumen valjka kojemu je duljina promjera 7 cm, a duljina visine 4 cm.

Rjesenje: 1z podataka o promjeru dobivamo da je r = 3.5cm, paje V = r’ny =
987 cm?®. Volumen priblizno iznosi V = 307.72 cm?.
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114

Primjer 2.

Koliko je olova potrebno za izradu cijevi duljine 50 cm, vanjskog promjera 20 cm, a
Sirine stijenke 4 mm ?

Rjesenje: Oznacimo li vanjski polumjer s r;, a unutarnji s r,, debljina d stijenke
jednakaje rj —rp,tj. p, =r, —d=10—0.4 =9.6 cm.

Koli¢ina potrebnog olova razlika je volumena valjaka s polumjerima r; i rp, tj.
V = rfnv — r%nv ~ 1230.88 cm’. Za izradu cijevi danih dimenzija potrebno je
priblizno 1230.88 cm? olova.

v =150 v

Primjer 3.

Od okruglog debla oblikovana je greda ¢iji je poprecni presjek kvadrat najve¢e moguce
povrsine. Promjer debla je 44 cm, a duljina 4 m. Odredimo dimenzije grede. Koliki
je postotak otpadnog materijala?

Rjesenje: Ovako izgleda pogled
odozgo na deblo i gredu.

Promjer debla ujedno je dijagonala kvadrata:

d=44
av2 =44
44 442
a:—:—:22\/§cm
V2 2
a—=31.11 cm.

Greda je kvadar cija je baza kvadrat sa stranicom duljine 31.11 cm i visinom 4 m.
Vaebla = r*1tv = 2271 - 400 = 193 6007 = 607 904 cm’
Varede = @°v = (22v/2)% - 400 = 387200 cm?
Votpad = Vdebla — Verede = 220704 cm’
Votpad

——— =0.363 = 36.3 %.
Vdebla

Otpad iznosi 36.3 %.
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Zadatci 7.9.

Volumen valjka

2.

r 2cm 2.4 dm
vy Scm 0.36 m

Vv
3.

10.

11.

Izracunaj volumen valjka nastalog rotacijom
pravokutnika oko jedne od stranica.

a) b)

4.6

1.5

PrepiSi i dopuni tablicu s podatcima za valjak.
0.7 dm

1 dm 3.5 cm

40 cm® 1477 cm?® 703.36 cm?

Izracunaj volumen valjka ako mu je zadana du-
ljina polumjera baze i visine valjka:

a) r=2cm, v=5cm

b) r=24dm, v=0.36 m.

Kolika je duljina polumjera baze valjka ¢iji vo-
lumen je V, aduljina visine je v ako je zadano:

a) V=40rcm?, v=10cm

b) V=25rdm’, v=4dm

¢) V=147rcm’, v =0.3 dm

d) V=703.36cm’, v=35mm?

Kako ¢e se promijeniti volumen valjka ako mu se:
a) visina poveca dva puta

b) polumjer baze poveca dva puta?

Osni presjek valjka je kvadrat stranice 16 cm.
IzraCunaj mu oplosje i volumen.

Osni presjek valjka je kvadrat povrSine 196 cm? .
Izracunaj oplosje i volumen valjka.

Povrsina plasta valjka je 30 cm?, a volumen
iznosi 457 cm?® . Izradunaj duljinu polumijera i
visine valjka.

Volumen valjka je 507 dm?®, a povrsina baze je
257 dm? . Izradunaj oplogje valjka.

Oplosje valjkaiznosi 3607 m?, a plastje 727 m? .
Koliki je volumen valjka?

PovrSina plasta valjka broj¢ano je jednaka vo-
lumenu valjka. Kolika je duljina polumjera
baze?

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

IzraCunaj masu bakrene Zice promjera 2 mm,
duljine 42 m. Gustoca bakra je 8900 kg/m?.
Spremnik na vozilu za ¢iS¢enje ulica ima oblik
valjka duljine 3.6 m i promjera 1.6 m. Koliko
litara vode stane u taj spremnik?
Okrugli stup promjera 120 cm 1 visine 3.6 m
napravljen je od mramora. Kolika je masa stupa
ako je gusto¢a mramora 2 800 kg/m? ?
Unutrasnji promjer menzure je 3.2 cm, a vi-
sina menzure je 15 cm. U menzuri se nalazi
120 cm® vode. Do koje je visine stupac vode?
Ako u menzuru ubacimo kuglice ukupnog vo-
lumena 10 cm?, na kojoj ée visini biti stupac
vode?
U menzuri unutarnjeg promjera 3.6 cm nalazi
se voda 5 cm do gornjeg ruba. U menzuru se
ubaci kamen volumena 0.5 dm?. Hode li se
voda preliti preko ruba menzure?
U lonac promjera 22 cm stane 3.5 L vode.
Kolika je visina lonca?
U loncu unutarnjeg promjera 26 cm nalazi se
voda. Za koliko se podigne razina vode kad se
u lonac ubaci tijelo volumena 1 dm? ?
Kolika je masa bakrene Zice promjera 2 mm i
duljine 1km. Gustoéa bakra je 8900 kg/m>.
Plasti¢na cijev duljine je 4 m, vanjskog prom-
jera 20 cm 1 debljine stijenke 1 cm. Koliko je
plastike potrebno za izradu takve cijevi? Koli-
ko vode stane u tu cijev?
Betonske cijevi za odvod imaju vanjski prom-
jer 1.6 m, a debljinu stijenki 12 cm. Koliko je
m? betona potrebno za izradu 5 takvih cijevi
duljine 1.2 m?
Biskvit zarodendansku tortu ima promjer 26 cm
i visinu 8 cm. Slastiar ga je prerezao na
tri dijela i stavio dva sloja kreme svaki visine
0.5 cm.
a) Koliki je volumen kreme?
b) Koliko se ¢okoladne glazure potrosilo za
prekrivanje torte ako se za 1 dm? potrogi
4 dag glazure?
Opisi tijelo na slici i izra¢unaj mu volumen.

NS

14 cm :

18 cm

115
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Zadatci za ponavljanje

Precrtaj u biljeznicu pa ispuni.

trokut
Cetverokut
Sesterokut
deseterokut
n -terokut

Ispisi osnovne bridove prizme.
a)

b)

A B

Nacrtaj mrezu pravilne trostrane prizme kojoj
je duljina osnovnog brida ¢ = 18 mm, a dulji-
na visine je 2 cm.

Nacrtaj mrezu pravilne Sesterostrane prizme
kojoj je duljina osnovnog brida ¢ = 19 mm, a
duljina visine je 1.5 cm.

Koja slika ne prikazuje mrezu prizme?

a) b)
a/ \a

c)

6. Izratunaj ploSnu i prostornu dijagonalu kocke
kojoj je osnovni brid duljine 16 cm.
116

10.

11.

Izracunaj duljinu brida kocke ako je duljina
prostorne dijagonale:

a) D =43 cm
b) D =36v/3dm
c) D:12\/§cm
d) D=14/6m.

Izracunaj duljinu brida kocke ako je duljina
prostorne dijagonale:

a) 18 cm b) %dm

¢) 6 mm d) 5mm.

Koje su tvrdnje istinite?

a) Duljina osnovnog brida i duljina prostorne
dijagonale kocke su proporcionalne velici-
ne.

b) Duljina plosne dijagonale i duljina prostor-
ne dijagonale su proporcionalne velicine.

¢) Oplosje kocke i1 volumen kocke su propor-
cionalne velicine.

Matea je u koordinatni sustav unijela nekoliko
tocaka kojima je prva koordinata duljina brida
kocke, a druga njezino oplosje. Je li to dobro
ucinila?

a
g 24t -
o |
= |
= |
(] |
57 |
2 |
[ . |
° 1
|
|
6+ . 3
30 e i
11 |
0 1 1 3 2 i
5 3 brid
(ucm)

Izracunaj duljinu prostorne dijagonale kvadra
ako su duljine bridova iz jednog vrha:

a) 4.5cm, 6¢cm, 18 cm
b) 9dm, 12dm, 3.6 m

¢) 6v2cm, 6V/3cm, 22.5¢cm.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Izracunaj duljinu prostorne i svih plo$nih dija-
gonala kvadra ako su mu zadane duljine bridova
iz jednog vrha:

a) a=9cm, b=12cm, ¢ =36 cm

b) a=15cm, b=225cm, ¢ =4.5dm

¢) a=6cm, b=12cm, ¢ =0.12m.
Izracunaj duljinu treceg brida kvadra ako je da-
na duljina prostorne dijagonale i duljine dvaju
bridova:

a) D=26cm, a=6¢cm, b =8cm

b) D=17dm, a=9dm, ¢ = 12dm

¢) D=499cm, b=14dm, ¢c =4.2dm
Baza kvadra je kvadrat. Izracunaj duljine bri-
dova tog kvadra ako je duljina prostorne di-

jagonale 30 cm, a duljina dijagonale pobocke
24 cm.

Baza kvadra je kvadrat. Izracunaj duljinu pros-
torne dijagonale i duljine bridova tog kvadra
ako je duljina dijagonale baze 8v/2 dm, a du-
ljina dijagonale pobocke je 4v/5 dm .

IzraCunaj povrsine svih dijagonalnih presjeka
kvadra ¢iji bridovi iz jednog vrha imaju duljine
8cm, 15cm i 6 cm.

Izracunaj oplosje kocke ako je duljina brida:
b) 12 cm
d) 3v/5dm.

a) 18 cm
¢) 5.4dm

Izracunaj duljinu brida kocke ako je oplosje
kocke:
a) 216 cm?

¢) 10368 m?

b) 7776 dm?
d) 13.5dm?.

IzraCunaj volumen kocke brida duljine:

a) 0.2cm b) % dm

© 2v3dm d) 4v2dm.
Izracunaj volumen kocke cije oplosje iznosi:
a) 864 cm? b) 384 mm?

¢) 0.24m? d) 2400 m*.

Koliko se puta poveéa oplosje kocke ako joj se

brid poveca:
a) dva puta b) pet puta?

Koliko se puta smanji oplosje kocke ako joj se
brid smanji:

a) dva puta b) tri puta?

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Zadatci za ponavljanje

Koliko se puta promijeni volumen kocke ako
joj se brid smanji:

a) Sest puta b) dva puta?

Kad bi se svaki brid kocke povecao za 2 cm,
njezino bi se oplosje povecalo za 96 cm? . Ko-
lika je duljina brida kocke?

Kolika je duljina brida kocke kojoj je broj¢ana
vrijednost oplosja jednaka volumenu?

Oplosje kocke je 1176 dm?. Koliki je volu-
men one kocke:

a) Ciji je brid dulji za 12 dm

b) ¢iji je brid kraci za 12 dm?

Oplosje kocke iznosi 5400 cm?. Kolika je du-
ljina brida one kocke koja ima pet puta vece
oplosje?

Imas 12 jednakih kockica s bridom duljine
1 cm. Koliko razli¢itih kvadara moze$ slozi-
ti od njih? Za svaki kvadar mora se upotrijebiti
svih 12 kockica. Kolika su oplosja tih kvadara?

Povrsine triju razli¢itih strana kvadrasu 12 cm?,
15cm? i 20cm?. Izradunaj duljine bridova
kvadra i njegov volumen.

Povr3ine triju razli¢itih strana kvadra su 0.32 m?,
48 dm? i 96 dm?. IzraCunaj duljine bridova
kvadra i volumen.

Duljine bridova kvadra izraZzene u centimetri-
ma tri su uzastopna broja. Kolike su duljine
bridova ako je oplosje kvadra 22 cm? ?

PovrSina baze pravilne Cetverostrane prizme
jednaka je povrSini pobocja. Koliki je volu-
men te prizme ako joj je visina v = 2.5 cm ?

Oplosje pravilne Eetverostrane prizme je 160 dm?,

a povriina pobodja je 128 dm?. Koliki je vo-
lumen prizme?

Osnovni brid i visina pravilne cetverostrane
prizme odnose se kao 3 : 5. Kolike su du-
ljine osnovnog brida i visine ako:

a) oplosje prizme iznosi 702 dm?
b) volumen prizme iznosi 2 880 m3 ?

Duljine dvaju bridovakvadrasu 12 cm i 16 cm,
aduljina njegove prostorne dijagonale je 52 cm.
Izrac¢unaj mu volumen.

Metalni kvadar s bridovima duljine 4 cm, 8 cm
i 16 cm pretopljen je u kocku. Kolika je duljina
brida kocke?

117
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37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

45.

Kolika je masa plutenog panoa cija je Sirina
1.5 m, visina 1 m, a debljina 1 cm? Gustoca
pluta je 250 kg/m?.

Nakon zetve zadruga je pSenicom napunila tri
jednaka silosa oblika kvadra dimenzija 30 m X
20 m x 7 m. Tu pSenicu treba transportirati do
mlina vagonima zapremnine 60 m?. Koliko je
vagona potrebno za prijevoz pSenice?

Bazen je dug 12 m, Sirok 16 m, a dubok
2.3 m. Koliko je litara vode potrebno za punje-
nje bazena tako da je razina vode 10 cm ispod
gornjeg ruba bazena?

Metalni spremnik ima oblik kvadra dimenzija
24m x 24 m x 3m. Koliko litara tekuéine
stane u taj spremnik?

Limena kutija bez poklopca ima oblik kvadra.
Duljina i Sirina kutije su 12 cm i 16 cm, a vi-
sina je 20 cm. Koliko je lima potroseno za
izradu te kutije? Koliki je volumen te kutije?

Za gradnju 1 m? zida upotrijebljeno je 25 ci-
gli. Koliko je cigli upotrijebljeno za izgradnju
zidova kuce kojoj temelji imaju dimenzije 9 m
16 m, a zidovi su visoki 2.8 m?

Bazen je dimenzija 24 m x 12 m i dubine 3 m.

a) Koliko je vode potrebno uliti u bazen da se
razina vode podigne za 10 cm ?

b) U bazen je uslo 58 ljudi. Prosjec¢ni volumen
tijela svakog Covjeka je 1.4 m?. Za koliko
se centimetara podigla razina vode?

Dvije mljekare pakiraju mlijeko u kartonsko
pakiranje tzv. tetrapak u obliku kvadra. Tet-
rapak jedne litre mlijeka u prvoj mljekari ima
dimenzije 6 cm X 6 cm X 28 cm, a u drugoj
7cm x 6.5cm x 22cm. Cijena 1m? kar-
tona je 1.5 kn. Kad svaka mljekara zapakira
1 000 hLL mlijeka, koja od njih ima manji troSak
pri izradi tetrapaka i za koliko?

Graficki prikazi ovisnost volumena prizme o
visini. Baza prizme je 10 cm?. Koja je to vrsta
ovisnosti?

V (cm?)
30+
20+
10

v (cm)
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46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

Duljina osnovnog brida pravilne Sesterostrane
prizme je 4 cm, a duljina visine je 15 cm. Iz-
racunaj oplosje i volumen prizme.

Povrsina plasta valjka Cetiri je puta veca od
povrsine njegove baze. Ako je visina valjka
10 cm, koliki mu je volumen?

Opseg osnog presjeka valjka iznosi 72 cm, a
visina je valjka za 6 cm dulja od polumjera
baze. IzraCunaj volumen valjka.

Polumjer baze i visina valjka odnose se kao
2 : 5. Ako je volumen valjka 1607 cm?, koli-
ka je duljina visine valjka?

Svjeéar od bloka voska treba napraviti svije-
¢e. Dimenzije bloka voska su 0.5 m x 8 dm X
0.4 m. Svijeée su visoke 12 cm i promjera
6 cm. Koliko komada svije¢a moZe napraviti
od tog bloka voska?

Dio gradskog vodovoda napravljen je od cijevi
vanjskog promjera 30 cm, aunutarnjeg 28 cm .
Koliko se vode treba pustiti u vodovod da se na-
pune cijevi dugacke 2 km ?

Mladi se grasak konzervira u konzervama obli-
ka valjka. U jednoj se tvornici za konzerviranje
400 g graska koriste konzerve duljine promje-
ra 10 cm 1 visine 11 cm, a u drugoj promjera
9 cm i visine 13.58 cm. Oko svake konzerve
se lijepi papirnata naljepnica s informacijama
o proizvodu. U jednoj sezoni svaka tvornica
konzervira 400 t graska. Koja tvornica potrosi
manje papira za naljepnice i za koliko? Ko-
liko stabala treba posjeci za izradu naljepnica
u obje tvornice ako se od jednog stabla dobije
prosje¢no 1042 m? papira?

Dubravko je nacrtao ovisnost izmedu dviju ve-
licina vezanih za valjak, ali njegov je mladi
brat obrisao oznake na osima. Izmedu kojih je
veli¢ina ta ovisnost?

ele-udzbenik.hr

U elektronickom dijelu udzbenika pronadi
viSe zadataka za uvjezbavanje.
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Jednostavni zadatci

Jednostavni zadatci

1. Naslici je prizma. Napisi njezine vrhove, os-
novne i poboc¢ne bridove te baze.

2. Koliko bridova i strana ima n-terostrana priz-

ma ako je:
a) n=3 b) n=28
¢) n=20 d) n=25?

3. Sto je baza:

a) Cetverostrane b) Sesterostrane

prizme?
4. Koliko vrhova, bridova i strana ima:

a) Cetverostrana b) trostrana

prizma?

5. Tzraunaj oplo§je i volumen kvadra kojemu su
bridovi iz jednog vrha dugacki:
a) 2cm, Scm, 12cm

b) 1m, 1dm, I cm.

6. Duljina osnovnog brida kocke je a = 6 cm.
Izracunaj duljinu plos$ne dijagonale i prostorne
dijagonale kocke, oplosje i volumen kocke.

Prepisi i popuni tablicu za kvadar.

lem lcm 2cm

3dm 4dm 60 dm?
I2m 8m 17m

2m 2 dm 200 dm?

8. Kupaonskakada je oblika kvadra duljine 1.4 m,

Sirine 0.7 m 1 visine 0.6 m. Napunjena je vo-
dom do 10 cm ispod gornjeg ruba. Koliko m?
vode je u kadi?

9. Metalni kontejner ima dimenzije 2 m X 7 m X
3 m. Koliko je litara boje potrebno za bojenje
svih strana kontejnera ako za 5 m? treba 1 litra
boje?

10. IzraGunaj oplosje i volumen valjka nastalog ro-
tacijom pravokutnika.

a)

4 cm

3 cm

b)
1 cm

2 cm

Y

11. Tina je kupila mlijeko u tetrapaku koji je oblika
kvadra dimenzija 8 cm X 8 cm X 16 cm te ga je
prelila u lonac ¢iji je unutarnji promjer 14 cm.
Do koje je visine mlijeko u tom loncu?

12. Koje tijelo ima veéi volumen?

7 dm

2 dm

4 dm
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Slozeniji zadatci

Izracunaj duljinu bridova kvadra ako je zadana
duljina prostorne dijagonale i omjer bridova:

a) D=130cm, a:b:c=4:3:12

b) D=65cm,a:b:c=3:4:12

¢) D=255mm, a:b:c=84:12:5

d D=14V2dm,a:b:c=5:3:8.
Bridovi kvadra odnose se kao 3 : 4 : 12. Iz-
racunaj im duljine ako je najmanja plosna dija-
gonala kvadra duga 80 cm.

Duljine bridova kvadra odnose se kao 12 : 3 :

4. lIzracunaj duljinu prostorne dijagonale ako
je oplogje kvadra 4 800 cm?.

Duljine bridova kvadra odnose se kao 2 : 5 : 8.
IzraCunaj duljine bridova ako mu je oplosje
4752 cm?.

Bridovi kvadra odnose se kao 12 : 16 : 21. Ko-
like su duljine bridova ako dijagonalni presjek
dijagonalom strane odredene s dvama manjim
bridovima ima povrinu 1680 dm? ?

Iz kvadra (a = 8cm, b =6cm, ¢ = 15¢cm)
izrezana su tijela. Izracunaj im volumen.

a) b)
| / | 7
| // ¢
1\ 2
|
C /
| @
/)L____ 2 1~
v 7
/4 b a a b
a 2 2

Kocka je presjecena ravninom koja prolazi jed-
nim bridom kocke. Kolika je povrSina tog pre-
sjeka ako je duljina brida ¢ = 6 cm ?

7\30°

Volumen valjkaje 1507 cm?®, a povr$ina njego-
va plasta je 60 cm? . Koliko je oploje valjka?

120

10.

11.

12.

13.

Izracunaj volumen tijela nastalog rotacijom li-
kova.

a) 2 b)
) 2

) 1

b

U kvadar visine 10 cm upisana su 4 jednaka
valjka. Na slici je prikazan pogled na bazu.
Kad se iz kvadra izreZu ti valjci, koliko cm?
materijala je ostalo? Baza kvadra je kvadrat
duljine stranice a = 8 cm.

C Y )

N A

U pravilnu Cetverostranu prizmu upisan je va-
ljak tako da je baza valjka upisana bazi prizme.
Zatim je u valjak upisana pravilna cetverostra-
na prizma. Kako se odnose volumeni vece i
manje prizme? Na slici je dan pogled na bazu.

Valjak je presjecen ravninom paralelnom s osi
koja prolazi tetivom AB. Kolika je povriina
tog presjeka ako je polumjer baze r = 5 cm, a
visina v =8 cm ?

Valjku je upisana Sesterostrana prizma. Polum-
jer baze valjka je r = 5 cm, a duljina visine je
9 cm. Za koliko je posto volumen valjka veci
od volumena prizme?
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7.

Zabavni kutak

Zabavni kutak

Nacionalna i sveucilisna knjiznica, Fakultet elektrotehnike i racunarstva,
Zagreb Zagreb

Prirodoslovno-matematicki fakultet,
Zagreb

e
==

== =
T

ST ==

b _ iy
! irg

Tower Centar, Rijeka

Cibonin toranj, Zagreb Crkva sv. Trojstva, Split

Mestrovicev paviljon, Zagreb

Arheoloski muzej, Zadar

e —

Gradevinsko-geodetska Skola, Osijek

Izvori: Wikipedija, slike deklarirane kao public domain, Gradevinsko-geodetska Skola, Osijek: https://baumit.hr.
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7.10. SEMAFOR

U biljeznicu rijesi zadatke i pokraj svakog zadatka nacrtaj krug.
Krug oboji zelenom bojom ako zadatak u potpunosti razumijes i
toéno je rijeSen. Zutom bojom oboji krug kraj zadatka za koji
smatra$ da jos treba$ vjezbati ili ako rezultat zadatka nije tocan, a
crvenom bojom ako ne zna$ kojim postupkom rijesiti zadatak.

Zadatci

1. Nacrtaj kocku ¢ija je duljina brida 2 cm.

2. Koja slika ne prikazuje mrezu kvadra? Odgovora moZe biti vise.

a) b) ©

3. Prostorna dijagonala kocke duga je 11v/3 cm. Koliko iznosi oplogje kocke?

4. Oplogje kvadra je 392 cm?, a dva su brida duljine 12cm i 5cm. Koliko iznosi
volumen kvadra?

5. Kupaonska kada dugacka je 140 cm, Siroka 65 cm i duboka 70 cm. Napunjena je
vodom 30 cm od gornjeg ruba. Kad se u kadu pusti jo§ 91 litra vode, do koje ée se
visine podiéi razina vode?

6. Odredi oplosje tijela nastalog rotacijom pravokutnika na slici.

8 cm

15 cm

<

7. Nacrtaj mrezu valjka ¢iji polumjer je duljine 15 mm, a visina 2 cm.
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8. Volumen valjka je 3600 cm?, a duljina visine mu je 16 cm. Kolika je povriina
osnog presjeka tog valjka?

9. Promjer baze i visina valjka odnose se kao 2 : 3. Ako je oplosje valjka 727 dm?,
kolika je duljina polumjera baze valjka?

10. Valent Zeli svijecu visine 20 cm i polumjera 3 cm pretopiti u novu svije¢u dvostruko
veceg polumjera. Koja je od danih tvrdnji istinita? Odgovor obrazlozi.

a) Visina nove svijece je dvostruko veca od stare.
b) Visina nove svijeée je dvostruko manja od stare.
¢) Visina nove svijece je Cetiri puta manja od stare.

Za svaki zeleno obojeni krug osvajas 2 boda, za svaki zuti krug 1 bod, a za crveni 0 bodova.

Intervali bodova

0-10: Znas §to ti je Ciniti. . . Nakon jo$ vjeZbe sigurno ¢e biti bolji rezultat!
11-17: Jo$ ponovi i posebice uvjezbaj ono u cemu grijesis!
18 - 20: Na pravom si putu za sljedeée poglavlje!

"wo G eulsia eAou of ed o 28] of uswnjoA (O 0 wWp ¢ = 4
‘6:Z1‘117~1113:113L‘(A+1):u1z:0 g =4 T¢I =AidgIT=A1dT 6 WOy =4a- 47 =4 ‘CI =48
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Geometrijska tijela -
piramida i stozac

Al

S LD > >

U ovom ¢es poglavlju saznati sto je:

piramida stoZac oplogje 1 volumen ~ |
baza i vrh piramide baza i vrh stosca stoSca 1 piramide 3
pobocdje piramide plast stosca kugla i sfera. :3
visina piramide izvodnica stoSca o
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Nakon ovog poglavlja modi ¢es:

On

prostorucno skicirati pravilnu ¢etverostranu piramidu i stoZac

matemati¢kim jezikom opisati piramidu i stoZac

skicirati i matematickim jezikom opisati elemente piramide i stosca

(dijagonalni presjek, osni presjek, visina pobocke, visina tijela, polumjer i promjer
baze, izvodnice)

opisati oplo§je i volumen nacrtanoga geometrijskog tijela

oplo§je povezati s mrezom geometrijskoga tijela

uocavati i opisivati elemente tijela i veze medu njima

primijeniti racunanje oplosja i volumena geometrijskih tijela kao $to su piramide i
stosci u problemskim situacijama

istraziti 1 otkriti odnose volumena prizme i piramide

preradunavati mjerne jedinice za duljinu, masu, volumen, povr$inu i mjeru kuta
odabirati odgovaraju¢u mjernu jedinicu pri rjesavanju problema
analizirati problemsku situaciju i zapisivati ju linearnom i kvadratnom jednadzbom
koristiti se povr§inom, oplosjem, volumenom i Pitagorinim pou¢kom za radunanje
nepoznatih elemenata piramide 1 stoSca

stvarati nove uratke i ideje sloZenije strukture

kriti¢ki promi§ljati i vrednovati ideje uz pomo¢ ucitelja

procijeniti i odabrati potrebne medu pronadenim informacijama

pratiti u¢inkovitost ucenja i svoje napredovanje tijeckom ucenja.

koji Zele znati viSe moéi ¢e:

opisati kuglu i sferu

racunati oplo§je i volumen kugle

na modelu kvadra istraziti medusobne odnose pravaca u prostoru (usporednost,
okomitost, mimoilaznost)

na modelu kvadra istraziti medusobne odnose ravnina u prostoru (usporednost,
okomitost).



8.1.
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Piramide

Po emu se
razlkuju tijela na
ljevoj od tijela

Na desnoj ploci uoc¢avamo $iljke na tijelima. Jedna vrsta takvih tijela su piramide. Svaka-
ko najpoznatije piramide su gradevine u Egiptu, ali piramide pronalazimo i u nasoj bliZoj
okolini kad podignemo pogled do krovova kuca ili zvonika.

Tmm— mE

Piramida

Nekaje AjA; ... A, mnogokut, a V tocka koja ne lezi u ravnini tog mnogokuta. Tijelo
omedeno mnogokutom AjA, ... A, is n trokuta VA|A,, VAyAs,...,VA,A| zovemo
n-terostrana piramida.

Mnogokut AA; ... A, nazivamo osnovka ili ba-
za piramide, atrokute A1A,V, ArA3V ..., A,A1V
nazivamo pobocke ili bo¢ne strane piramide.
Sve trokute zajedno zovemo pobocje piramide.

Bridove baze nazivamo osnovnim bridovima, a
duzine VAy,... VA, poboc¢nim bridovima.

Tocka V vrh je piramide. Spustimoiz V okomi-
cu na bazu i njezino noZziste (tocka u kojoj sijece
bazu) ozna¢imo s V’. DuZinu VV’ nazivamo
visina piramide. Ako je baza piramide pravilni
mnogokut, a noZiSte visine upravo u srediStu to-
me mnogokutu opisane kruznice, tada piramidu
nazivamo pravilna piramida.
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Na slici su prikazane pravilna trostrana, Cetverostrana i Sesterostrana piramida. Njihove osnovke redom su
Jednakostranic¢an trokut, kvadrat i pravilan Sesterokut, a noZiste okomice iz vrha V srediste je opisane
kruZnice tog mnogokuta.

PokaZimo kako se crta pravilna ¢etverostrana piramida.

/
/
/
’
CrteZ osnovke je paralelogram. Iznad sjecista dijagonala %Joje se vrhovi osnovke s
Vodoravna crta dubgac‘ka Jje aralelograma digne se vrhom piramide. Isprekidane
koliko i osnovni brid a. okomica koja je duga kao i bridove sprijeda ne vidimo.

visina piramide.
Primjer 1.

Baza pravilne Cetverostrane piramide je kvadrat sa stranicom duljine 12 cm. Duljina
visine piramide je 6 cm. Izracunajmo duljinu poboc¢nog brida te piramide i povrSinu
dijagonalnog presjeka piramide.

Rjesenje: Uocimo u piramidi pravokutni trokut VSC. VS je visina piramide, VC
pobocni brid, a SC polumjer opisane kruznice baze. Kako je baza kvadrat, SC je
polovina dijagonale kvadrata.

Prema Pitagorinu poucku vrijedi 4
=i ()
2 v b
b* = 6% + (6V2)? = 54
b =6v3cm.
Duljina poboc¢nog brida je 61/3 cm. S a—zz ¢

Dijagonalni presjek je trokut VAC, tj. trokut koji sadrZi vrh piramide i jednu dijagonalu
baze. Njegova povrSina je:

_|AC]- VS| aV2v

B 2

P(VAC)

122 -
P(VAC) = #

P(VAC) = 36V2 cm?.
Povriina dijagonalnog presjeka je 36v/2 cm?.
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Zadatci 8.1.

1. Na slikama su piramide, kraj njih su nacrtane 4. Tzracunaj visinu pravilne Getverostrane pirami-
de ako je dana duljina a stranice baze i duljina

njihove baze. Koji su nazivi tih tijela? :
b pobocnog brida:

a) b)
a) a=8cm, b=6cm
b) a=3v2dm, b= 500 mm.
A 5. Nacrtaj pravilnu Cetverostranu piramidu s os-

novnim bridom duljine ¢ = 2.5 cm 1 visinom

C) \ d) \ v=2cm.
/ 6. Izracunaj duljinu pobo¢nog brida pravilne Get-
verostrane piramide ako su dane duljine osnov-
<:> Q nog brida i visine piramide:

a) a=32cm, v=28cm
b) a=16cm, v=8v2cm
¢c) a=24dm,v=14m

baza broj broj broj d) a=2v2m,v=2V3m.
piramide  pobocki bridova strana

2. Prepisi pa ispuni tablicu.

7. Izracunaj povrsinu baze pravilne Cetverostrane
trokut piramide ako su dane duljine pobo¢nog brida i
visine piramide:

Cetverokut
o a) b=44cm, v =28 cm
Sesterokut

b) b=18dm, v=14m.
osmerokut

8. Izraunaj duljinu visine pobocke pravilne Cet-
n-terokut verostrane piramide ako su dane duljine osnov-
nog i pobo¢nog brida:

3. Naslikama su piramide. Ispisi njihove osnovne a) a=20cm, b =26cm
i pobocne bridove. b) a=24dm, b =2m.
) ) 4 9. Izracunaj duljinu visine pobocke pravilne Get-

verostrane piramide ako su zadane duljine os-
novnog brida i visine piramide:

a) a=20cm, v=24cm

b) a=12dm, v=80cm.

10. Izracunaj duljinu stranice baze pravilne Getve-
rostrane piramide ako je zadana duljina visine
piramide v i duljina visine pobocke v :

c)

a) v=16cm, v{ =2 dm
b) v=16dm, v; = 34 dm.
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8.2. Oplosje piramide

Piramida ( n -terostrana) je omedena jednom bazomis n trokuta koji ¢ine pobocje piramide.
Ti likovi ¢ine mreZu piramide.

Primjer 1.

Nacrtajmo mreZe pravilne trostrane i cetverostrane piramide kojima su svi bridovi
jednakih duljina.

Rjesenje: MreZza zadane trostrane piramide sastoji se od Cetiriju jednakostrani¢nih
trokuta — jedne baze i triju pobocaka. Ta se piramida naziva jo§ i pravilni tetra-
edar. MreZa zadane Cetverostrane piramide sastoji se od kvadrata (baza) i Cetiriju
jednakostrani¢nih trokuta (pobocke).

Zbrojimo li povrsinu baze i povrSine svih trokuta, dobit ¢emo oplosje piramide.
Oplosje piramide

Oplo§je piramide zbroj je povrSina svih njezinih strana, tj.
O=B+P

gdje je B povrSina baze, a P povrSina pobocja.

U pravilnoj n -terostranoj piramidi pobocje €ini n jednakokraénih trokuta, a povrSina svakog
od njih glasi:
a-vy
2 Y
gdje je a duljina stranice baze, a v; duljina visine pobo¢nog trokuta.

P =

Primjer 2.

Izra¢unajmo oplosje pravilne Cetverostrane piramide kojoj baza ima stranice duljine
48 cm, a duljina visine piramide je 10 cm.

an?
Rjesenje: 1z v% = + <§> dobivamo v% =

10> 4+ 24?, v; = 26.cm, pa je povriina poboc-
avy

nog trokuta P = 5 = 624 cm?. Povriina
baze je B = a®> = 2304 cm?, pa oploje iznosi '
O =B+4Pp =2304+ 4624 = 4800 cm?.
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Primjer 3.

Dijagonalni presjek pravilne Cetverostrane piramide je jednakokracan trokut sa strani-
cama duljina 5 cm, 5 cm, 6v/2 cm. Izra¢unajmo oploije piramide.

Rjesenje: v

Dijagonalni presjek pravilne piramide je jednakok-
racan trokut ACV kojemu su kraci upravo poboc¢ni
bridovi piramide, tj. b = 5 cm, a osnovica mu je
dijagonala baze. U ovom slucaju, dijagonala ba-
ze ima duljinu d = av/2 jer se radi o dijagonali
kvadrata. Dakle, imamo:

d=6v2, aV2=6V2, a=6cm.

Za oplosje piramide treba poznavati duljinu visine v; bocne strane.

b
v, b
¢
a o\
a
a 2

Pobocka ove piramide je jednakokracan trokut s krakovima duljine b i osnovicom
duljine a, pa duljinu visine v; raCunamo prema Pitagorinu poucku:

2
4=7-(3
v =5-32=16
vi =4 cm.

0:B—|—P:a2—|—4~%:62+2~6.4:36—|—48:84cm2.

-

U Eetverostranoj
piramidi radim s tri
pravokutna trokuta.
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Zadatci 8.2.

0p|°§ie piramide m

Nacrtaj mrezu pravilne trostrane piramide ako
je zadana duljina a osnovnog i duljina b po-
boc¢nog brida:

a) a=4cm, b=5cm

b) a=b=35cm.

Na papiru nacrtaj mrezu kao na slici s danim
dimenzijama. Izrezi mreZu i napravi piramidu.

Nacrtaj mrezu pravilne cetverostrane piramide
ako je duljina stranice baze 3 cm 1 duljina po-
boc¢nog brida je 5 cm.

Nacrtaj mrezu pravilne cetverostrane piramide
ako je zadana duljina a osnovnog brida i dulji-
na v; visine pobocke:

a) a=3cm, vy =2cm
b) a=vi =25cm.

Nacrtaj mrezu pravilne Sesterostrane piramide
¢iji bridovi su jednakih duljina.

Nacrtaj mrezu pravilne Sesterostrane piramide
ako je duljina stranice baze 2 cm, a duljina
visine pobocke je 3 cm.

Koja slika ne prikazuje mrezu pravilne cetve-
rostrane piramide?

a) b)

8. Izracunaj oploSje pravilne Cetverostrane pira-
mide ako je zadana duljina a stranice baze i
duljina v visine piramide:

a) a:120m,v:2\/70m
b) a=24cm, v =22 mm.

9. Izracunaj oploSje pravilne etverostrane pira-
mide kojoj su dane visine piramide i visine po-
bocke:

a) v=48cm, vi =52 cm
b) v=1.6m, v{ =34 dm.

10. Izracunaj oploSje pravilne Cetverostrane pira-
mide kojoj su dane duljina osnovnog i poboc-
nog brida:

a) a=24cm, b=02m
b) a=32dm, b =34 dm.

11. Izracunaj oplosje pravilne Cetverostrane pira-
mide ako su dane duljina osnovnog brida i vi-
sine pobocke piramide:

a) a=10cm, vy = 12 cm
b) a=8cm, vi = 0.8 dm.

12. Povrsina baze pravilne Cetverostrane piramide
je 400 cm?, a duljina visine piramide je 24 cm.
Izracunaj oplosje piramide.

13. PovrSina baze pravilne Getverostrane piramide
dvostruko je manja od pobocja. Kolike su du-
ljine osnovnog i pobo¢nog brida ako je visina
piramide duga 4\/§ cm?

14. U trgovini boZiénim ukrasima Tina je pronas-
la ukras kao na slici. Izjavila je: “Evo jedne
lijepe piramide za moje drvce.” Slazes li se s
njezinom tvrdnjom da je to piramida?

15. Kako ée se promijeniti oplo§je pravilne Getve-
rostrane piramide ako se osnovni brid smanji
dva puta, a visina poveca dva puta?
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8.3. Volumen piramide

Napravimo od tvrdeg papira modele prizme i piramide jedna-
kih baza i visina, ali bez jedne baze.

Napunimo piramidu rizom (ili Secerom, pijeskom i sl.) i tu
riZu presipajmo u model prizme.

Ponovimo taj postupak jo§ dva puta.
Nakon treeg presipavanja, prizma je potpuno napunjena.

Taj pokus moZemo izvesti s modelima raznovrsnih prizama i
piramida: trostranim, ¢etverostranim i drugim.

Dakle, volumen prizme trostruko je veéi od volumena piramide sukladne baze i visine
jednake duljine, tj.

1
Vpiramide = gvprizme

1
Vpiramide = gBV

Volumen ili obujam piramide

Volumen piramide jednak je tre¢ini umnoSka povrSine baze i duljine visine piramide, tj.

V—IB
—3\/.

Budué¢idaje B-v jednak volumenu prizme s povrSinom baze B i visinom v, ¢esto ¢emo za
volumen piramide reci da je jednak trecini volumena prizme jednake baze i jednake visine.

Ako prizma i piramida imaju baze jednakih povrsina, a visine jednakih duljina,
tada je volumen prizme tri puta veci od volumena piramide.
Primjer 1.

Duljina stranice baze pravilne trostrane piramide je 6 cm, a duljina visine piramide
2v/3 cm. Izradunaj volumen piramide.

23 1 2vV/3
a;/_iV:§-B~vslijedi V:a‘l);/—

Rjesenje: 1z B = =18 cm?.
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Oplosje pravilne etverostrane piramide iznosi 4 800 cm?. Izratunaj volumen te

piramide ako joj je duljina stranice baze 48 cm.

Primjer 2.

Rjesenje: Povrsina baze je B = a> = 2304 cm?, pa je povriina pobodja jedna-
ka P = O — B = 2496 cm”. No, pobocje ¢ine 4 jednakokracna trokuta povrsine

pA:ﬂ,pajeP:4PA:2av1 1vi=— =26cm.
2 2a

2
v% =12+ <E>

2
482
=7+(3)
6 V- + >
v =676 — 576 = 100

vy =10cm

1 1
V= ng: 3 2304 -10 = 7680 cm?>.

Volumen piramide je 7 680 cm?.

Primjer 3.

Visina i poboc¢ni brid pravilne cetverostrane piramide odnose se kao 4 : 5. Duljina
osnovnog brida je 6v/2 dm. Izra¢unajmo volumen te piramide.

Rjesenje:
vib=4:5

a = 6V2dm
vV =?

Prema Pitagorinu poucku vrijedi: '
2 —
b =1+ <a7\/§)

() =+ (*59) 1

V = —Bv

2

1—2v2:v2+36 ?
V=2-(6V2)2-8

—vy° —v° =36

16 V =192 dm>.

9 2

1—6\/ —36

16
2
=36-— =4-16
v 9
y = 8 dm

Volumen piramide je 192 dm?.
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Zadatci 8.3.

1. Prepisi i popuni tablicu u kojoj je v duljina 7. Opseg baze pravilne Cetverostrane piramide je

visine piramide, B je povrSina baze, a V je
volumen piramide.

48 cm, a njezina je visina 27 cm. Koliki joj je
volumen?

B v \% 8. Dijagonalni presjek pravilne Cetverostrane pi-
5 ramide je jednakostranican trokut duljine stra-
120 e Jem nice 3v/2 dm. Izratunaj joj volumen.
2
8 dm 6.cm 9. Dijagonalni presjek pravilne etverostrane pi-
42 mm? 0.5 mm ramide je jednakostraniCan trokut povrSine
Sp— 3 25v3 ., o
cm 2000 cm —y  om. Izracunaj volumen te piramide.
81 cm? 72.9 dm’ 10. Visina i osnovni brid pravilne éetverostrane pi-
12 m 144 m3 ramide odnose se kao 3 : 8. Visina je pobocke
B duga 15dm. Izracunaj oplosSje i volumen te
0.5dm 12.5cm piramide.
Izracunaj volumen pravilne ¢etverostrane pira- 11. Metalna pravilna uspravna Cetverostrana pira-
mide ¢iji osnovni brid i visina imaju duljine: mida s osnovnim bridom duljine 12 cm 1 vi-
sinom duljine 36 cm pretopljena je u kocku.
a) a=40cm, v=12cm Koliki je brid kocke?
b) a=72cm, v=6.6dm.
12. Mramorni ukras na stupu ima oblik ¢etveros-
IzraCunaj volumen pravilne Cetverostrane pira- trane pravilne piramide visine 12 cm. Duljina
mide ¢iji pobocni i osnovni brid imaju duljine: brida baze je 24 cm. Koliku masu ima taj ukras
a) a=40cm, b= 20v/6 cm akcv> je gus.toéz} mramora 2 800 kg/m?> ? Kolikp
kosta poliranje tog mramornog ukrasa ako je
b) a=8v2cm,b=0.1m. cijena poliranja 1 dm?> 50 kuna?
Mreza pravilne Cetverostrane piramide prika- 13. Staklena piramida ¢ija je baza kvadrat stranice
zana je na slici. Izracunaj njezin volumen. 4 cm do vrha je napunjena vodom. Ta je voda
prelivena u kvadar cija je baza kvadrat strani-
ce 4 cm. Voda je u kvadru do visine 2.5 cm.
Kolika je visina piramide?
42 : o
14. U sljededem tekstu o piramidi nalazi se neko-

IzraCunaj volumen pravilne Cetverostrane pira-
mide €iji pobocni brid i visina imaju duljine:
a) v=40cm, b =58 cm

b) v=4v2cm, b=0.8dm.

Izraunaj volumen pravilne Cetverostrane pi-
ramide Cija visina pobocke i visina piramide
imaju duljine:

a) v=24cm, vi =26 cm

b) v=32cm, v; = 0.68 m.
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liko pogresaka. Pronadi te pogreske i ispravi
ih.

Piramida ima dvije baze. Svakqj se piramidi
volumen ratuna pomotu formule v = 1 v
Ako je B stalna velitina, tada su velime V i v
proporcionalne. Ako je volumen V stalan, tada
su veli&ine B i v proporcionalne. Ako u pravilnoj
Zetverostrangj piramidi osnovni brid povedamo
dva puta, a visina ostane jednaka, tada ée se
volumen poveéati dva puta.
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8.4. Stozac

Pogledajmo slike na kojima su prikazani krovovi tornjeva, kornet sladoleda, vrh olovke.

To su predmeti oblika sto$ca.

| stodce
pronalazimo
u svijetu oko
nas.

OpiSimo i nacrtajmo to
geometrijsko tijelo.

Uspravni stozac

Uspravni stozac je tijelo nastalo rotacijom pravokutnog trokuta oko jedne svoje katete.

Krug koji nastaje rotacijom katete AS naziva se baza ili osnovka stosca. Polumjer mu je
duljine r. Tocka V naziva se vrh stosca, a pravac VS os stosca.

V Duzine VT, pri ¢emu je T na kruznici k(S,r) zovu
se izvodnice stosca. Njihova je duljina oznacena sa s.
Sve izvodnice zajedno ¢ine jednu zakrivljenu plohu koju
zovemo plast stosca. Duzina VS naziva se visina stos-
ca i njezinu duljinu oznacavamo s v. Prema Pitagorinu
poucku vrijedi
2_ 2., 2
§T=v" 4.
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PokaZimo kako se crta uspravni stozac.

1
—_—

———

- ~ - I ~
s N\ s N
U stvarnosti baza stoSca je Iz sredista te elipse nacrta se Iz vrha se povuku pravci koji
krug, a na slici crtamo elipsu. okomica koja je dugacka kao i dodiruju elipsu.

visina stosca.

4 Presjek stoSca i ravnine koja sadrzi os VS zove se
osni presjek. U uspravnom stoScu svaki je osni pre-
sjek jednakokracan trokut s osnovicom duljine 2r i
s S krakom duljine s.
r S r

Primjer 1.

Izracunajmo duljine: visine, izvodnice sto$ca i polumjera njegove baze ako mu je osni
presjek jednakostrani¢an trokut povrsine P = 361/3 cm?.

Rjesenje: Bududi da je osni presjek stoSca jednakostrani-
2

3
cantrokut vrijedidaje s = 2r,aiz P = , slijedi da

S S
je s = 12 cm. Tadaje r = 6 cm, a kako je visina stoSca
ujedno i visina toga jednakostrani¢nog trokuta, vrijedi
3
V= i = 6v/3 cm. 2r

2

Kakva je mreza stoSca? RazreZemo li plast stoSca po jednoj izvodnici i poloZimo li ga
u ravninu, dobit ¢emo kruzni isjeCak polumjera s kojemu je duljina luka jednaka opsegu
baze, tj. duljine 2rr.

14 Vv
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Dakle, mreZa stoSca sastoji se od kruZnog isjecka i kruga, pri ¢emu je duljina luka kruZznog
isjecka jednaka opsegu kruga.

Izvedimo formulu za povrSinu plasta stosca.

Plast je kruZni isjecak s polumjerom s. Njegova povrSina je:
2

o ST o
-~ 360°
S STT

P=5 1800 @

% - o je duljina kruZnog luka s polumjerom s, a to je upravo jednako opsegu
baze stoSca:

Broj [ =

ST
= oa=2

180°* ~ "

N STU N
P—§~W~a—§~2rn—rns.

Povrsina cijele mreZe, tj. oploSje stoSca jednako je zbroju povrSine kruga i plasta, pa formula
glasi:
O = r’m + rms,

a mozemo je pisati i druké&ije O = rr(r +s).
Oplosje stoSca

Oplosje stosca jednako je zbroju povrsina baze i plasta stosca, tj. O = rrr(r+s), gdje
je r duljina polumjera baze, a s duljina izvodnice stoSca.

PovrSina plasta dana je formulom: P = rrs.

Primjer 2.

Izradunajmo oplogje stoica kojemu je duljina visine 20v/2 cm, a duljina polumje-
ra baze 10 cm. Odredimo kut kruznog isjecka koji se dobiva polaganjem plasta u
ravninu.

Rjesenje:
v=20v2em 2 =r+* O =rr(r+s)
r=10cm & = 10% + (20v/2)> 0= 1()”(104; 30)
0, a=? 2 — 900 0 = 4007 cm
_ j= ST,
s =30cm 0
l=2rrm 307
200 = —— -
I =20m cm 07 180° ¢
_ 20m-180°
- 30m
a = 120°.

Oplosje je 400 cm?, a kut je 120°.
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Zadatci 8.4.

1. Odredi duljinu visine i polumjera baze stoSca
koji nastaju rotacijom likova na slikama.

a) b)
>
6
26
10
4 5
c) d)
D)
8
5
60°

2. Nacrtana je mreza stoSca. Odredi duljinu polu-
mjera baze i duljinu visine tog stosca.

a) b)
10 %
E % 13

3. Nacrtaj stozac ako su mu zadani r i v:
a) r=2cm, v=1.5cm

b) r=35cm, v=2.8cm.

4. PrepiSi tablicu i popuni je ako su r, v, s ele-
menti stoSca.

r 3cm 1.6dm 1 m
vy 4cm 30cm 6cm 6 m
K 1dm 610cm 26 dm

5. Izvodnica sto$ca je za 2 cm dulja od polumjera
baze. Izracunaj duljinu polumjera baze stoSca
ako je duljina visine 6 cm.

6. Osni presjek uspravnog stosca je jednakostrani-
Can trokut sa stranicom duljine 36 cm. Izracu-
naj duljine polumjera baze, izvodnice i visine
stosSca.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Osni presjek uspravnog stosca je jednakokra-
¢an pravokutan trokut s katetom duljine 18 cm.
Izracunaj duljine polumjera baze, izvodnice i
visine stoSca.

Izvodnica uspravnog stoSca s ravninom baze
zatvara kut od 30°. Izracunaj duljinu visine
stoSca i duljinu polumjera njegove baze ako je
duljina izvodnice 14 dm.

Plast stoSca razvijen u ravninu je polovina kru-
ga polumjera 8 cm. Izracunaj duljinu polum-
jera baze i duljinu visine stoSca.

Plast stoSca razvijen u ravninu je isjecak kruga
polumjera 21 cm s pripadnim srediSnjim ku-
tom 120°. Izracunaj duljinu polumjera baze i
duljinu visine stoSca.

Izracunaj oplosje uspravnog stosca ako je dana
duljina polumjera baze i duljina izvodnice:

a) r=8cm, s=12cm
b) r=42dm, s =24 cm.

Oplosije stosca je 640 cm?, a duljina polumje-
ra baze je 16 cm. Izracunaj duljinu izvodnice,
visine i povr$inu plasta.

Opseg baze stosca je 1287 cm. Izracunaj mu
oplosje ako je izvodnica jednaka promjeru.

PovrSina baze je 647 cm?. Izracunaj oplogje

stoSca ako mu je izvodnica dvostruko dulja od
polumjera.

Izracunaj oplosje stoSca Ciji je plast, kad se
razmota u ravnini, cetvrtina kruga polumjera
16 cm.

Koliko iznosi oplos§je stoSca kojemu je duljina
polumjera baze 12 cm, a plaSt razvijen u rav-
nini kruzni je isjecak sa srediSnjim kutom od
216° 7

Osni presjek sto$ca ima povrsinu 2 880 cm?, a
duljina polumjera baze mu je 60 cm . Izracunaj
duljinu visine i izvodnice stosca.

Plast sto$ca ima povrsinu 188.4 cm, a izvod-
nica je duga 1 dm. Izracunaj oplosje stosca.
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8.5. Volumen stosSca

Pokusima s piramidom i prizmom jednakih visina i baza pokazali
smo da je volumen prizme tri puta veéi od volumena piramide. Za
stoZac i valjak vrijedi isti odnos volumena.

Uz pomo¢ sli¢nog pokusa mozZemo se uvjeriti da kad imamo stozac
i valjak kojima su baze sukladni krugovi i visine jednake, tada je
volumen stoSca tri puta manji od volumena valjka. Dakle, vrijedi:

1
Vitosca = gvva]jkw

Volumen ili obujam stoSca
Volumen sto$ca jednak je tre¢ini umnoska povrSine baze i duljine visine, tj.

1
V= —r’nv.
3}" 14

Primjer 1.

Izracunajmo volumen sto$ca ¢iji je osni presjek jednakostranic¢an trokut sa stranicom
duljine 12 cm.

Rjesenje: Bududi da je osni presjek jednakostranic¢an tro-
kut, vrijedi daje s = 2r = 12cm, paje r = 6cm, a

7 s s
visina v = ST = 6v/3 cm. Tada je volumen stoca

1 1
jednak V = §r27rv = 362n -6v/3 =72V3r cm’. -
Primjer 2.

Svijeca ima oblik valjka polumjera baze 3 cm i visine 4 cm. Treba je pretopiti u
svijecu oblika stoSca kojemu je baza Cetiri puta veca od baze valjka. Kolika e biti
visina stoSca?

Rjesenje:
Byaljka = 1 i Pri pretapanju volumeni se
e Bujka = 3°7 = 97 cm? ne mijenjaju.
= = 3
i Vvaljka = Bualjka - v1 = 367 cm®  Vstosca = Vvaljka = 367 cm
1
Vst0§ca = §Bst0§ca -V
Bstoﬁca - 4Bvaljka 1
Bgtosca = 4 -9 = 3671 sz Sh= 5 367y
v=3cm

Duljina visine stosca je 3 cm.
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Zadatci 8.5.

1. Izracunaj oplo§je i volumen tijela nastalog ro-
tacijom lika prikazanog na slikama.
a) b) c)
4 8
15
3
6 >
&
d
8
60° | 60°
ap

2. Izracunaj volumen stosca ako je zadana povr-
Sina baze i duljina visine:

a) B=128rcm?, v=1cm
b) B=492dm?, v=8cm.

3. IzraCunaj volumen stoSca kojem su dane duljine

izvodnice 1 visine:
a) v=16cm, s =2dm
b) v=0.18 mm, s = 0.82 mm.

4. Osni presjek stoSca ima povrSinu 768 cm?, a
duljina visine mu je 16 cm. Izracunaj oplosje
i volumen stosca.

5. Osni presjek stoSca ima povrSinu 192 cm?, a
polumjer baze mu je 10 cm. Izracunaj volu-
men stosca.

6. Opseg baze stoSca je 84w dm, a visina mu je
duga 72 dm. Odredi duljinu polumjera baze i
volumen stoSca.

140

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Izracunaj volumen stoSca ako mu je zadana
mreza.
a) b)

26

@ 20
Plast stoSca razgrnut u ravninu ¢ini polukrug

polumjera 20 cm. Koliko iznosi volumen tog
stoSca?

Oplosje stosca iznosi 4807 cm?, a duljina po-
lumjera baze mu je 12 cm. Izracunaj volumen
ovog stosca.

Pijesak stoji u hrpama oblika stoSca visine
1.8 m i promjera baze 8 m. Koliko je takvih
hrpa pijeska potrebno da bi se napunio sprem-
nik vagona valjkastog oblika duZine 18.75 m,
a promjera 3.2 m?

Osni presjek stoSca je jednakostranican trokut.
IzraCunaj volumen stoSca ako mu je oplosje
13507 .

Od vrha do kraja olovke ima 18 cm, a duljina
nenasiljenog dijela olovke je 16.2 cm. Ako je
promjer olovke 16 mm, koliki joj je volumen?

Hrpa pSenice ima oblik stoSca promjera 12 m
i visinu 2.5 m. Koliko je kg pSenice u toj hrpi
ako 1 hl pSenice ima masu 75 kg ?

Casa ima oblik stoSca s unutarnjim promjerom
7 cm i visinom 6 cm. Koliko se ¢aSa moze
napuniti rastakanjem 1 litre soka?

Koja je od ovih recenica istinita?

a) Ako se polumjer stoSca poveca dva puta,
tada se njegov volumen poveca Cetiri puta.

b) Ako se polumjer stoSca smanji tri puta, tada
se njegov volumen smanji tri puta.

¢) Ako se visina stoSca poveca pet puta, tada
se njegov volumen poveca pet puta.

d) Ako se visina stoSca smanji 10 puta, tada se
njegov volumen smanji 100 puta.
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Sfera i kugla

8.6. Sfera i kugla

Cesto nailazimo na predmete koji imaju oblik kugle. To su kuglice sladoleda, okruglice od
Sljiva, djecje lopte, mjehuri zraka u vodi, mjehuri sapunice, kuglice u kuglicnim leZajevima
i dr. Cak i za na$ planet Zemlju kaZemo da ima oblik kugle iako je zbog rotacije spljostena
na polovima.

Opisimo sferu i kuglu matemati¢kim jezikom.

Sfera

Sfera je skup svih tocaka prostora koje su od jedne ¢vrste tocke S tog prostora jednako
udaljene.

Tocka S naziva se srediste sfere, a udaljenost od tocke sfere do S zovemo polumjer sfere
ioznacavamo ga s r.

Kugla

Kugla je skup svih tocaka prostora ¢ija je udaljenost od ¢vrste tocke S tog prostora
manja ili jednaka r, r > 0.

Sfera je rub kugle.
Povrsina sfere je oplosje kugle.
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Oplosje i volumen kugle polumjera r dani su sljede¢im formulama.

Oplosje i volumen kugle
Formule za oplosje i volumen kugle polumjera r su

O=4"nr i V= gr3n’.

- Primjer 1. [

Ako je oplosje kugle 5767 cm?, izradunajmo joj polumjer, volumen i povr$inu pres-
jeka ravninom koja sadrzi srediSte.

Rjesenje:

0 = 5767w cm? 0 = 4r’n veton

r V. P =2 5761 = 4’7 "
2 = 144 V=3-12'z
r=12cm V = 23047 cm®.

Kad presije¢emo kuglu ravninom koja sadrzi srediSte, do-
bivamo krug ¢iji polumjer je r. Taj krug naziva se glavni
krug.

P=r"m =121 = 1447 cm?.

- Primjer 2. e

Na kojoj je udaljenosti od srediSta kugle ravnina ¢iji presjek s kuglom ima povrSinu
5767 cm? ? Polumjer kugle je 26 cm.

Rjesenje:
Presije¢emo li kuglu ravninom koja ne prolazi sredis-

4 tem, dobit ¢emo krug. Iz podatka da je povrSina pre-

e sjeka 576m, zakljuCujemo da je polumjer toga kruga

g L ri = 24cm. U pravokutnom trokutu SS;7 vrijedi
d

& =r - r%, d = 10cm. Dakle, presjecna ravnina
udaljena je 10 cm od srediSta kugle.
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Zadatci 8.6.

Izracunaj oplosje i volumen kugle ¢iji polumjer
je:

b) »r=0.4dm

d) r=15cm.

a) r=8cm
¢) r=0.5dm
IzraCunaj oplos$je i volumen kugle ako je pro-
mjer kugle:

a) d=28cm b) d =248 dm.

Izracunaj polumjer kugle ako je zadano njezino
oplosje:

a) O = 16w cm?

c) O=2461.76 cm?.

b) O = 576x dm?

Izracunaj volumen kugle ako je zadano njezino
oplosje:
a) 5767w cm?

¢) 1447 cm?

b) 1007 dm?

d) 7cm?.

Povrsina glavnog kruga kugle je 647 cm? . Ko-
liki je volumen te kugle?

Izracunaj polumjer kugle ¢iji je volumen:

4000

32
a) V= ?ncm3 b) V= Tncm3

256

¢) V=0.288rdm?
PrepiSi u biljeznicu i dopuni tablice, pri ¢emu
je r polumjer kugle, a O i V njezini oplosje i
volumen.

O 24

0 1007
2048 4
= 7 3"
=]
0| 32n 200.96
v 2887

Koliki je polumjer kugle cije je oplosje brojca-
no jednako volumenu?

Kugla polumjera » = 61 cm presjecena je rav-
ninom ¢ija udaljenost od sredistaje 11 cm. Ko-
lika je povrSina presjeka?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Kugla je presjecena ravninom koja se nalazi na
udaljenosti 6 cm od srediSta. Opseg dobivenog
kruga je 167 cm. Izracunaj oplosje i volumen
kugle.

Nakojoj udaljenosti od srediSta kugle treba pos-
taviti ravninu tako da presjek kugle i ravnine
bude 4 puta manji od povrSine glavnog kruga?
Promjer kugle je 16 cm.

Balon ima oblik lopte promjera 10 m. Koli-
ko je m? platna upotrijebljeno pri izradi tog
balona?

Reklamni stup pokriven je polukuglastom ku-
polom promjera 120 cm. Koliko je oplosje i
volumen te kupole?

Izracunaj oplosje i volumen kugle dobivene ro-
tacijom (vrtnjom) kruga polumjera 8 cm oko
njegove osi simetrije.

Koliko je bakra potrebno za prekrivanje kupole
crkve koja je oblika polukugle promjera 12 m?

Kupola stupa je oblika polukugle vanjskog pro-
mjera 1.6 m, a unutarnjeg 1.55 m. Kolika
je masa kupole ako je napravljena od bronce?
Gustoca bronce je 8500 kg/m?.

IzraCunaj volumen tijela nastalih rotacijom ovih
likova.

a) b)

6 dm

£

4cm 4 cm

J >
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8.7. Pravci i ravnine u prostoru

Zar nismo
0 pravcu ved
sve naudili?

o

ukriteni
pravci

Mnogo toga znamo o pravcima u ravnini. Znamo da su odredeni toc¢no dvjema razli¢itim
tockama; na svakom se pravcu nalazi beskona¢no mnogo tocaka. Dva se pravca u ravnini
mogu sjeéi u jednoj tocki i mogu biti usporedni. Usporedni pravci ili nemaju nijednu
zajednicku tocku ili se podudaraju.

U prostoru imamo malo bogatiju situaciju. U prostoru postoji ne samo jedna ve¢ beskona¢no
mnogo ravnina, a u svakoj od njih nalazi se beskona¢no mnogo pravaca.

Veé smo naudili da to¢ke ozna¢avamo velikim slovima, pravce malim slovima, a ravnine Ce-
mo oznacavati malim grékim slovima: o, 3, v, 7 itd. ili trima to¢kama koje ih odreduju,
primjerice ABC.

(0

Ravninu predocavamo paralelogramom, ali ne zaboravljamo da je beskonacna.

Za lakSe promatranje odnosa tocaka, pravaca i ravnina u prostoru upotrijebit ¢emo kvadar
ABCDAB|C\D; .

- Primjer 1. [ W]
Na kvadru ABCDAB;CD; istaknimo ravninu odredenu tockama B, D, B; .
Rjesenje:

Buduci da je ravnina odredena tockama B, D i 4,
B, kratko ¢emo je oznaciti: BDB .
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Pravci i ravnine u prostoru

Neka od osnovnih svojstava prostora su sljedeca:

e kroz svake dvije tocke prostora prolazi tocno jedan
pravac i C

e svake tri tocke prostora koje ne pripadaju istom o B
pravcu odreduju tocno jednu ravninu

o je ravnina odredena tockama
A, B, C.

e ako pravac i ravnina imaju zajednicke dvije razlicite

tocke, tada sve tocke tog pravca pripadaju ravnini.
KaZemo da pravac lezi u ravnini. A\
< . L L .. @ B
Znaci kad pravac i ravnina imaju zajednicke bar dvije
razlicite tocke, tada pravac lezi u ravnini. Pravac i rav- Ako A, B€ o, tada AB C «.

nina mogu biti u jo§ dva razli¢ita medusobna poloZaja u
prostoru: njihov presjek moze biti samo jedna tocka, a
moze se dogoditi da uopée nemaju zajednickih tocaka.

PrikaZimo na modelu kvadra sva tri medusobna poloZaja pravca i ravnine.

Pravac AB leziuravnini & = ABC. PiSemo: AB C «.
Vrijedi ABN o = AB.

Pravac B1D; nema zajednickih tocaka s ravninom o.
KaZemo da je B1D; usporedan (paralelan) s ravninom
o ipisemo B\ Dy||oc. Vrijedi: BiDyNo = ().

Pojam usporednosti (paralelnosti) pravca i ravnine obu-
hvaca obje ove situacije. Dakle, kad kazemo da je pravac
p usporedan s ravninom o tada vrijedi ili p C o ili

pnao=1>0.

Treéi polozaj pravca i ravnine je situacija kad pravac sijece ravninu u jednoj tocki. Primje-
rice, pravac AA; sijeCe ravninu o u jednoj tocki, tj. AA; N o = {A}. Tocka A naziva se
probodiSte pravca i ravnine.

- Primjer 2. e

Napisimo sve pravce odredene vrhovima kvadra ABCDA|B;C1D; koji su usporedni
s ravninom ADD; .

Rjesenje:

Prvo ispisSimo sve pravce koji leze u toj ravnini:

AD, AD,, AA,, DD, DA, DiA;.

Zatim ispiSimo sve pravce koji nemaju zajednicke
tocke s ravninom ADD;: BC, BCy, BB, CC;,
CB;, C1B;.
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146

Opisimo medusobne poloZaje dviju ravnina.

- Primjer 3.

U kvadru ABCDA|B;CD; promotrimo i opiSimo polozaj parova ravnina:
a) ABC i ACD b) ABC 1 B,C,D; ¢) ABC i ADD; .
Rjesenje:

a) Ravnine ABC i ACD se podudaraju, tj. ABC = ACD.

Uvijek kad dvije ravnine imaju zajednicke tri tocke koje ne leze na jednom pravcu,
tada te ravnine imaju zajednicke i sve preostale tocke, tj. ravnine se podudaraju.

b) Ravnine ABC i B;C;D; nemaju zajednickih tocaka, tj. disjunktne su. Vrijedi
ABCNBCiD; =0.
Ako se dvije ravnine o i B podudaraju ili nemaju zajednickih tocaka, kazemo da
su usporedne ili paralelne i piSemo: o/|f3.

G

¢) Ravnine ABC i ADD; sijeku se i njihov je presjek pravac AD,tj. ABCNADD; =
AD . Zajednicki pravac dviju ravnina naziva se presjecnica ravnina.

D, C
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Pravci i ravnine u prostoru

U sljede¢em primjeru opisani su medusobni poloZaji dvaju pravaca u prostoru.

- Primjer 4. [

U kvadru ABCDAB;CD; promotrimo i opiSimo
polozaj parova pravaca:

a) ABi CD
b) AB i AA;
¢) ABi CC;.
G
Rjesenje:
4,
€
A

a) Pravci AB i CD leze u istoj ravnini ABC i nemaju zajednickih to¢aka. Oni su
usporedni ili paralelni pravci. PiSemo AB||CD.

b) Pravci AB i AA; sijeku se u tocki A. Oni su ukrSteni pravcii ABNAA; = {A}.

¢) Pravci AB i CCj ne leZze u jednoj ravnini niti imaju zajedni¢ku tocku. Takve
pravce nazivamo mimosmjerni ili mimoilazni pravci.

Prouc¢imo okomitost pravca i ravnine te okomitost
dviju ravnina. Prisjetimo se $to znamo o okomitosti q
dvaju pravaca.

Dva ukr$tena pravca p i g iste ravnine tvore Cetiri
kuta. Kad su sva ta Cetiri kuta sukladna, kaZemo da
su pravci p i g okomiti, a kutove nazivamo pravi
kutovi. PiSemo: p 1 ¢g.

U prostoru mozemo govoriti 0 okomitosti pravca i ravnine.

Okomitost pravca i ravnine

Pravac p je okomit na ravninu ¢ ako je sijece i ako je okomit na svaki pravac te
ravnine koji prolazi probodiStem pravca i ravnine. PiSemo: p L «.

P Pravac p nazivamo okomicanaravninu &. Moze
se pokazati da je dovoljno zahtijevati da je pra-
vac okomit na dvarazlicita pravca ravnine o koji
prolaze probodiStem.
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- Primjer 5. [
Odredimo ravnine koje su okomite na pravac AA; .
Rjesenje:

Pravac AA| okomit je na pravac AB jerje ABB1A
pravokutnik.

Pravac AA| okomit je napravac AD jerje ADD A
pravokutnik.

Dakle, pravac AA; okomit je na dva pravca rav-
nine ABC koji prolaze probodi$tem pravca AA; i
ravnine. Stoga je pravac AA; okomit na ravninu

ABC ipiSemo: AA; 1L ABC.
Naisti nacin se pokaze da vrijedii AA; L A1B,C; .

Promotrimo ravnine ABC i ADD; . Njihova presjecni-
ca je pravac AD. Uzmimo jednu tocku te presjecnice,
primjerice tocku A i uoc¢imo pravac AA; koji lezi u
ravnini ADD; . Pravac AA; je okomit na pravce AB i
AD, pa je stoga okomit na cijelu ravninu ABC.

Kad u jednoj ravnini postoji pravac koji je
okomit na drugu ravninu, tada kazemo da su
te dvije ravnine okomite. Stoga su ravnine
ABC i ADD; okomite i piSemo:

ABC 1 ADD;. o ] |

- Primjer 6. [ W]
U kvadru ABCDAB|CD; odredimo sve ravnine koje su okomite na ravninu ABC.
Rjesenje:

Pravac AA| okomit je na ABC pa su sve ravnine koje njega
sadrze okomite na ABC, tj. ravnine ABA|, ACA|, ADA, su
okomite na ABC.

Pravac BB; okomit je na ABC te promatrajuéi ravnine koje
ga sadrZe dobivamo da sui BCB;, BDB;| okomite na ABC.
Tu smo imali i ravninu BAB|, ali ona je veé zapisana jer
se podudara s ABA;. Promatrajuci pravac CC; dobivamo
da je joS i ravnina CDC; okomita na ABC, dok promatra-
njem pravca DD; ne dobivamo neku ravninu koja vec¢ nije
zapisana.
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Zadatci 8.7.

Pravci i ravnine u prostoru

U zadatcima s kvadrom ABCDAB,C D, traze se
pravci i ravnine odredeni samo vrhovima tog kvadra,
tj. ne uvode se neke nove tocke.

1.

Zadane su dvije razlicite to¢ke prostora A i B.

a) Nadi sve pravce koji sadrze obje tocke A i
B. Koliko ih je?

b) Nadi sve ravnine koje sadrZe obje tocke A
i B. Koliko ih je?

Koliko ravnina sadrZi:

a) tri razlicite tocke prostora

b) Cetiri razlicite tocke prostora?

Nacrtaj kvadar ABCDAB1C D, . Ispisi i is-
takni ravnine koje sadrze:

a) tocku B b) tocku D; .

Nacrtaj kvadar ABCDA B, C D i istakni rav-
nine koje su odredene

a) tockom B ipravcem DD,

b) pravcima AB; i BA;

¢) pravcima BC; i AD; .

U prostoru je dan mnogokut ¢ija dva vrha pri-
padaju ravnini ¢ . PrepiSi u biljeznicu odgovor
koji odgovara istinitosti ove tvrdnje:
Mnogokut lezi u ravnini o .

uvijek | |[ponekad| | nikad

Nacrtaj kvadar ABCDA|B;CD; i istakni rav-
nine odredene stranama koje ne sijeku pravac

a) AD b) BD.

Zadan je kvadar ABCDAB,CD; . Koje rav-
nine odredene stranama probada (tj. sijece u
jednoj tocki) pravac

a) BA1 b) AIBI?
Zadan je kvadar ABCDA|B,C,D;. Koji su

pravci usporedni s ravninom:

a) BCD b) ADD,?

Prepisi u biljeznicu i spoji usporedne ravnine i
pravce. Sve kartice moraju biti upotrijebljene.

| 4BC | |44,| |4:8)| | BCC |

\DD,| | 4BB,| |cDD,| |cCy

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Moze li pravac biti usporedan s tocno jednom
stranom kvadra?

Mogu li pravac i ravnina imati zajednicke to¢no

a) jednu tocku b) dvije tocke
¢) dvanaest toCaka?

Ako su o i B usporedne ravnine i pravac p
sijeCe ravninu &, u kakvom su polozaju pravac
p iravnina f3?

Nacrtaj kvadar ABCDAB,C,D;. U kakvom
su medusobnom polozaju pravci

C) AA] 1 CC] d) AA] i BC?

U kvadru ABCDAB;C;D; odredi sve pravce
odredene vrhovima koji su

a) mimoilazni s A{B; b) ukrSteni s A;B; .

Ako je al|b i b||c, ukakvom su poloZaju pravci
aic?

U kvadru ABCDA B, CD; odrediravnine koje
su usporedne s ravninom

a) BCD b) BCC;.

U kakvom su polozaju ravnine ACC, i BDD,
u kvadru ABCDAB,C,D; ?

Mogu li dvije ravnine imati zajednicku samo
jednu tocku?

U kvadru ABCDA B, C,D; odredi sve pravce
okomite na ravninu:
a) ABC b) ADD; .

U kvadru ABCDAB;CD; odredi sve ravnine
okomite na ravninu
a) ABC b) BCC;.

U biljeZnicu prepisi istinite tvrdnje. U tvrdnja-
masu a, b, ¢ pravcii o, 8, ¥ ravnine.

a) Ako je al|b i b||c, tada je allc.

b) Akoje o i By, tadaje o|y.

¢) Akoje oo L Bi B L y,tadaje o L y.
d) Akojep L ai c|f,tadajep L B.

e) Akojep L oip L B,tadaje oo L 3.
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Zadatci za ponavljanje

1.

Koji ¢e se vrhovi mreze piramide podudarati
prilikom sastavljanja piramide?

2. Nacrtaj mrezu pravilne Cetverostrane piramide
¢iji je osnovni brid 3 cm, a visina pobocke je
3.5cm.

3. Nacrtaj mrezu pravilne Cetverostrane piramide
Ciji je bocni brid dugacak 5 cm, a visina po-
bocke je duga 4 cm.

4. Nacrtaj mreZu pravilne Sesterostrane piramide
¢iji je osnovni brid @ = 2 cm, a pobocni su
bridovi dugacki 2.8 cm.

5. Prepisi u biljeZnicu i spoji kartice koje pripada-
ju istoj pravilnoj Cetverostranoj piramidi.

a =40 cm
e
a=8cm
v=3cm
a=16cm
v=15cm

6. Izracunaj povrSinu baze pravilne Getverostrane
piramide ako su dane duljine bo¢nog brida i
visine piramide:

a) b=34dm, v=16dm
b) b=30m, v=1800cm.

7. TIzracunaj duljinu visine pobocke pravilne Cet-
verostrane piramide ako su dane duljine osnov-
nog i pobo¢nog brida:

a) a=12cm, b =12 cm
b) a=4V5m, b=60dm.
150

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Izracunaj duljinu visine pobocke pravilne Cet-
verostrane piramide ako su zadane duljine os-
novnog brida i visine piramide:

a) a=32cm, v=3dm
b) a=4v2m, v=2V7m.

Izracunaj povrsSinu dijagonalnog presjeka pra-
vilne Cetverostrane piramide ako su dane dulji-
ne bo¢nog brida i visine piramide:

a) b=44cm, v=28cm
b) b=18dm, v=14m.

IzraCunaj povrsinu pobocja pravilne Cetveros-
trane piramide ako je osnovni brid 10 dm, a
visina je piramide duljine 12 dm.

Oplosje pravilne cetverostrane piramide izno-
si 384 mm?, a osnovni joj je brid dugacak
12 mm. Izracunaj duljinu visine piramide.

Oplosje pravilne cetverostrane piramide izno-
si 872 dm?, a povrsina pobo&ja je 556 dm?.
Kolika je duljina osnovnog brida piramide?

Povrsina baze pravilne Cetverostrane piramide
je 100 cm?, a oplogje iznosi 400 cm? . Kolika
je duljina visine pobocke?

IzraCunaj oplo$je pravilne Cetverostrane pira-
mide kojoj je duljina bocnog brida 10 cm, a
duljina visine pobocke je 8 cm.

Pobocke pravilne cetverostrane piramide jed-
nakostranicni su trokuti stranice duljine 6 cm.
Izracunaj oplosje i volumen piramide.

Svi bridovi trostrane piramide jednake su dulji-
ne. Oplogje piramide je 72v/3 m?. Kolika je
duljina osnovnog brida?

Krov ima oblik pravilne Cetverostrane pirami-
de. Osnovni brid je duljine 5.5 m, a visina
krova je 3 m. Koliko je komada crjepova pot-
rebno za prekrivanje krova ako je za prekrivanje
jednog kvadratnog metra potrebno 12 crjepova?

Dijagonalni presjek pravilne Cetverostrane pi-
ramide je pravokutan jednakokracan trokut s
katetom 6+/2 dm. Izradunaj volumen pirami-
de.
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19. U kocku brida 8 cm upisana je pravilna ce-
tverostrana piramida kao na slici. Koliki je
volumen upisane piramide?

LA
|

/

/
I/

= — =\t ——
e
Ve

20. U kocku brida 4 cm upisana je pravilna Cetve-
rostrana piramida kojoj je vrh u sjeciStu pros-
tornih dijagonala kocke, a baza se podudara s
bazom kocke. Koliki je volumen piramide?

!
'S

|
F —

7

21. Odredi duljinu visine, polumjera baze i izvod-
nice stoSca koji nastaje rotacijom ovih likova:

a) b)

6 9

> 12

d
20
17
21
57

22. Koja od nacrtanih mreZa nije mreZa nekog stos-
ca?

o @

2\
J

c)

Ea ponaVIianie _

23. Nacrtane su mreze stosca. Odredi mu duljinu
polumjera i izvodnice.

a) b)

5 G

24. Izratunaj duljinu izvodnice uspravnog stoSca
ako je dan polumjer baze i duljina visine stos-
ca:

a) r=9cm, v=12cm
b) r=0.08dm, v=1.5cm.

25. Izraunaj promjer baze uspravnog stoSca ako
su zadane duljine visine i izvodnice stoSca:

a) v=06cm, s=1cm
b) v=6m, s =61 dn.

26. Visina je stoSca za 4 cm krada od njegove iz-
vodnice. IzraCunaj duljinu visine ako je polu-
mjer baze 8 cm.

27. Polumjer baze i visina stoSca odnose se kao
8 : 15. Kolika je duljina visine ako je izvodni-
ca stosca 51 dm?

28. Osni presjek stoSca je jednakokradan trokut
s duljinom osnovice 4 dm i duljinom kraka
29 cm. Kolika je duljina visine stoSca?

29. Osni presjek stoSca je jednakostrani¢an trokut
presj Je]
povrsine 64v/3 cm? . Izradunaj povrsinu plasta
stosca.

30. Koliko iznosi oplo§je stosca Eiji je razmotani
plaSt u ravnini kruZni isjecak polumjera 8 cm i
kuta 110°40'?

31. Razgrnuti plast stoSca u ravnini je kruzni is-
jecak s kutom 130°45’ i polumjerom 10 cm.
Kolika je duljina polumjera baze stosca?

32. Plast stoSca razvijen u ravnini je Sestina kruga
polumjera 52 cm. Izracunaj polumjer baze i
duljinu visine stosca.

33. Oplogje stosca je 108w cm?, a izvodnica je
dvostruko veca od polumjera baze. Izracunaj
polumjer baze i duljinu visine stoSca.

34. Plast stosca ima povrinu 7536 mm?, a polu-
mjer mu je 3 cm. IzraCunaj duljinu visine i
povrsinu osnog presjeka.

35. Osni presjek stoica ima povr§inu 24 cm?, a
duljina visine mu je 6 cm. Izracunaj polumjer
baze stoSca i oploSje.
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36

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

45.

-

152

. Osni presjek stoSca ima povrSinu 48 cm?, a
duljina visine mu je 4 cm. Izracunaj polumjer
baze stoSca i oplosje.

Osni presjek stoica ima povrsinu 400 cm?, a
polumjer baze mu je 10 cm. Izracunaj duljinu
visine i izvodnice stoSca.

Plast stoSca ima povrsinu 75.36, a polumjer
mu je 3. Izracunaj oplosje.

Opseg baze stosSca je 14, a visina mu je duga
12. Odredi polumjer baze, oplosje i povrSinu
plasta.

Visina je stoScaza 14 cm dulja od polumjera, a
duljinaizvodnice je 34 cm. Izracunaj volumen
stoSca.

Izvodnica i polumjer baze stosca odnose se kao
29 : 21. Koliki mu je volumen ako je duljina
visine 60 cm ?

Razgrnuti plast stoSca u ravnini je polukrug po-
vrsine 727 cm? . Koliki je volumen tog stosca?

Koje su od sljededih recenica istinite? Prepisi

ih u biljeznicu.

a) Ako se u stoscu visina povecéa 4 puta, a po-
lumjer ostane isti, tada se volumen stoSca
poveca 4 puta.

b) Ako se u stoScu polumjer baze poveca 4
puta, a visina ostane ista, tada se volumen
stoSca poveca 4 puta.

¢) Ako je stalan polumjer baze, duljina visine i
volumen stoSca su proporcionalne veliCine.

d) Ako je stalna povrSina plasta, duljina polu-
mjera baze i1 duljina izvodnice su obrnuto
proporcionalne veli¢ine.

e) Ako piramida i stozac imaju baze jednake
povrsine, tada su im i volumeni jednaki.

Osam metalnih stoZaca treba pretopiti u valjak
polumjera baze 2 m. StoScima je polumjer ba-
ze 1.5m, a visina 1.8 m. Kolika je visina
dobivenog valjka?

Koliko je lima potrebno za izradu lijevka pro-
mjera 18 cm i duljine izvodnice 15 cm ?

ele-udzbenik.hr

46. U valjak upisan je stozac tako da mu se baza
podudara s bazom valjka, a vrh mu je u sredistu
gornje baze valjka. Kako se odnose volumeni
valjka i stosca?

C A >

47. Opisi koja tijela nastaju rotacijom likova na sli-
ci. Izracunaj im volumen.

a) b)

4

E
3 |

2\
J

> 6 8

48. Opisi tijela nacrtana na slikama. Izracunaj im
volumen. Dimenzije su u centimetrima.

a) b)

49. Opisi tijela nacrtana na slikama. Izra¢unaj im
oplosje. Mjere su u milimetrima.

b)

U elektroni¢koj inacici udzbenika pronadi viSe zadataka za uvjezbavanje.
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Jednostavni zadatci

Jednostavni zadatci _

Nacrtaj mrezu pravilne cetverostrane piramide
kojoj je osnovni brid 2 cm, a boc¢ni brid je du-
gacak 3 cm.

Nacrtaj pravilnu cetverostranu piramidu ko-
joj je osnovni brid 3 cm, a duljina visine je
3.5cm.

Sto nije ispravno nacrtano u ovoj mrezi pravilne
Cetverostrane piramide?

Duljina visine pravilne ¢etverostrane piramide
je 4 cm, a boc¢ni je brid duljine 5 cm.

a) Kolika je duljina osnovnog brida piramide?
b) Koliki je volumen piramide?

Metalni kvadar dimenzija 2 cm x 3 cm X 5 cm
treba pretopiti u pravilnu ¢etverostranu pirami-
du ¢iji je osnovni brid dugacak 3 cm. Kolika
Ce biti duljina visine piramide?

Koliki je polumjer baze, duljina visine i dulji-
na izvodnice stoSca koji nastaje rotacijom ovih
likova?

a) b)

>

@y 12

7. Ako je duljina izvodnice stoSca 10 dm, a du-

ljina visine 8 dm, kolika je duljina polumjera
baze?

10.

11.

12.

13.

14.

Prepisi i dopuni tablicu za stozac.

r 3cm 10 cm 9 m

v 4cm  8m

s 10m 26 cm

P 1357 m?
o

Vv

Osni presjek stoSca je jednakokracni trokut s
krakovima duljine 13 cm i osnovicom duljine
24 cm. Kolika je duljina visine stoSca i volu-
men?

Oplosje piramide je 1000 m?®, a povrSina nje-
gove baze je B = 300 m*. Kolika je povr3ina
pobocja te piramide?

U pravilnoj cetverostranoj piramidi duljina os-
novnog brida je 12 cm, a duljina visine pira-
mide je 8 cm. Izracunaj oplosje piramide.

U pravilnoj cetverostranoj piramidi duljina os-

novnog brida je 16 cm, a duljina pobocnog

brida je 18 cm.

a) Kolika je duljina visine piramide?

b) Kolikaje povrsSina dijagonalnog presjeka pi-
ramide?

¢) Izracunaj volumen piramide.

Hrpa pijeska je oblika stosca visine 1 m i polu-
mjera baze 2 m. Stane li taj pijesak u kamion
Ciji je teretni prostor oblika kvadra dimenzija
1.5mx2mx0.5m?

Izradi umnu mapu ili graficki prikaz koji ce ti
pomodi u lak§em paméenju formula vezanih za
geometrijska tijela.
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Slozeniji zadatci

Pobocni brid pravilne cetverostrane piramide
zatvara s bazom kut od 45°. Duljina je visine
piramide % . Izrazi volumen piramide s pomocu
veli¢ine h.

AA(

Pobocni brid pravilne Cetverostrane piramide
zatvara s bazom kut od 30°. Duljina osnov-
nog brida je a. Izrazi povrSinu dijagonalnog
presjeka i volumen piramide s pomocu a.

Pravilna cetverostrana piramida presjecena je
ravninom na visini 4 cm od vrha. Kolika je
povrsina presjecnog kvadrata ako je osnovni
brid piramide 12 cm, a duljina visine piramide
je 16cm?

Oplosje pravilne Sesterostrane piramide je
135

Duljina osnovnog brida je a = 5 cm. Koliko
iznosi volumen piramide?

Duljine polumjera baze, visine iizvodnice stos-
ca izrazene u centimetrima su tri uzastopna pri-
rodna broja. Koliki je polumjer baze tog stos-
ca?

154

Stozac je upisan kocki tako da mu je baza upi-
sana bazi kocke, a vrh mu je srediSte nasuprotne
baze. Duljina brida kocke je a. Kako se odno-
se volumeni kocke i stoSca?

Z= =)

U stozac duljine polumjera 6 cm i visine 8 cm
upisan je valjak kojemu jedna baza lezi u bazi
stoSca, a druga baza dodiruje plast stosca. Izra-
¢unaj volumen valjka ako mu je promjer baze
jednak visini.

>

Stozac duljine polumjera 10 cm i visine 16 cm
presjecen je ravninom paralelnoj bazi na visini
5 cm od baze. Kolika je povrsina kruga dobi-
vena tim presijecanjem?

Osni je presjek stoSca jednakokracan trokut s
krakovima duljine 8 cm i kutom medu njima
120°. U kojem su omjeru oplo§je stosca i po-
vr§ina njegovog plasta?
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8.8. SEMAFOR

U biljeznicu rijesi zadatke i pokraj svakog zadatka nacrtaj krug.
Krug oboji zelenom bojom ako zadatak u potpunosti razumijes i
toéno je rijeSen. Zutom bojom oboji krug kraj zadatka za koji
smatra$ da jos treba$ vjezbati ili ako rezultat zadatka nije tocan, a
crvenom bojom ako ne zna$ kojim postupkom rijesiti zadatak.

Zadatci

1. Nacrtaj mrezu pravilne ¢etverostrane piramide kojoj je osnovni brid duljine 2.2 cm, a
bocni brid je duljine 2.8 cm.

2. IzraCunaj duljinu visine pravilne Cetverostrane piramide kojoj je bo¢ni brid duljine
5+/3 cm, a osnovni brid 10 cm.

3. Oplogje pravilne Cetverostrane piramide je 384 dm?, a povr$ina pobocja iznosi
240 dm?. Koliki je volumen piramide?

4. Dijagonalni presjek pravilne Cetverostrane piramide je jednakostrani¢an trokut sa stra-
nicom duljine 8v/2 cm. Izradunaj oplosje piramide.

5.  Odredi duljinu visine, polumjera i izvodnice sto$ca koji nastaje rotacijom lika na slici:

<P

12

6. Plast stoSca razvijen u ravnini je Sestina kruga polumjera 48 cm. Izracunaj duljinu
polumjera baze stoSca.

7. Oplogje stoscaiznosi 3841 cm?, a duljina polumjera baze je 12 cm. Izradunaj duljinu
visine stosca.

8. Osni presjek stosca je jednakostranic¢an trokut sa stranicom duljine 36 cm. Koliko
iznosi volumen tog stosca?

9. Zlatar zeli Sest srebrnih privjesaka koji imaju oblik stosca pretopiti u plo¢icu dugacku
1.1 cm i Siroku 2.5 cm. Kolika ¢e biti debljina plocice ako je polumjer privjeska
3 mm, a visina 5 mm ? Rezultat zaokruzi na dva decimalna mjesta.
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GEOMETRIJSKA TIJELA — PIRAMIDA | STOZAC

Intervali bodova
0-8: Znas Sto ti je Ciniti. . . Nakon joS vjezbe sigurno ¢e biti bolji rezultat!
9-15: Jos ponovi i posebice uvjezbaj ono u cemu grijesis!
16-18: Odlican rezultat za kraj osnovne Skole!

Za svaki zeleno obojeni krug osvajas 2 boda, za svaki zuti krug 1 bod, a za crveni 0 bodova.

“wwr g0 of e00d eulljgoq ww ¢0'f =2 2 - 6T I1 = 98T
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O Zadatak 3.1.2.

) Zadatak 3.1.3.
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) Zadatak 3.1.6.

) Zadatak 3.1.7.
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O Zadatak 3.1.5.
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C
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) Zadatak 3.1.9.

(O Zadatak 3.1.10.

' Beskbﬁai:'m zabavna
zbirka zadataka '

B Rjesenja zadataka

NS im . LR

TOCNIH ODGOVORA: 0 OD 0 (0 %)

Zadatak 3.1.8. U skupu re

racionalnih

iracionalnih brojeva.

DVORA: 1 OD 1 (100 %j)



RJESENJA ZADATAKA

5 —70
—36Z,§eQ,—4.3eQ,—eN,

—14
—267€Q,45€Qi0eN.
Tocne tvrdnje napisane su u primjerima c), g) i h).

a)0ZN b) —%EZ ¢) NoNnN=N

dNoUN=N; ¢ Q CQ HQ NQ =0
g 24¢7Z h) —14€Q.

a) 0 b)npr. —7 c¢) takav broj ne postoji.

Ne, rjesenje jednadzbe je broj % .
a) x=58¢N b)xzf%GQ

c)x:—él—leQ d)x=1€N

e)x=—-1€Z f)x:—%eQ

glx=1eN hx=-17¢Z.

2 2
a) x = 4 da b) x = — ne ¢) x = — ne

i 15 3
d)x:E ne.
12
a)x:—7 ne b)x=-3da
c¢) x; =21, xp =21 da
3 —
d)xlzi’XZZT ne
—-21
e p— f = — .
e) x 0 ne ) x 3 da

jednadzba je jednadzba je jednadzba je

rjesiva u rjeSiva u rjeSiva u
skupu N skupu Z skupu Q
e e a),e)  a).b),d) e,

jednadZzbe

a) 7.3 b) —0.09 ¢ —1.1 d) —5.317
e) 417 )45 g 182 h) 1.45 i) 1244
Jj) —4.75. To su brojevi s kona¢nim decimalnim za-
pisom.

a) —63 b)) 190 ¢ —0714285 d) Li8
e) —3.692307 f)8.36 g)0.04 h)—11.571428
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i) 0.095238  j) —2.0297. Svi brojevi su &isto pe-
riodi¢ni decimalni brojevi.

a) 023  b) 383 ¢) —4.416 d) 0.26
e) —2.2142857 ) —0.1153846 g) 1.61
h) 0.681 i) 11.8076923  j) —2.10714285.

Svi brojevi su mjesovito periodi¢ni decimalni brojevi.

7 . . S
Razlomak 5 mozemo napisati kao decimalni broj s

kona¢no mnogo decimala jer je nazivnik djeljiv samo
s brojevima 5 is 1, a razlomak ) mozemo zapisati
16 4
kao Cist iodi¢ni broj jerje — = —.
ao {isto periodicni broj jer je o = 17
a) To je znamenka 6  b) to je znamenka 5
¢) to je znamenka 8  d) to je znamenka 9.

247 3751 ) 21000001
D10 P 3 9235 Y Tooooo
o 1502 o 1351 6703l

5 50 1000 100 000
p 29 1l
5 ¥ 5000

a)34>34 b) —072>-0.72

¢) —0.012> —0.02 d)2.13<29

e) —100.56 < —100.1  f) 312.4 > 312.4103.
34.9 > 34.8 > 34.8 > 34.51 > 34.083.

—114 < —11.9 < —11.4 < —11.44 < —11.409 <
—11.0999.

broj ima konacni
decimalni zapis

Cisto periodi¢ni
decimalni broj

mjesovito
periodiéni
decimalni broj

To su brojevi

_7 —71 i_—9
425000  18°

a) 0.16 b) 8207 «c¢) 29.1.

a) f% =-03 b) 137 ¢ —528.

a) 46.0714285 b) —2.53 ¢ 0.

To su brojevi ¢iji je decimalni zapis beskonacan i ne-
periodic¢an. Ili: To su brojevi koji se ne mogu zapisati

kao razlomak g (a€eZ,beN).

Npr. 10.789101112131415 ..., /7, .
To su brojevi navedeni u primjerima a) i c).
To su brojevi navedeni u primjerima b), ¢), d) i f).
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RJESENJA ZADATAKA

a) Q b) R

Oni su disjunktni, tj. QNI =10. l@ OQ
120 132 /32 /.1 [ 21
Tocne su tvrdnje a), ¢) i e).

Da,npr. 0-v/2=0¢€ Q.
To su brojevi navedeni u primjerima d) i e).

Ne moze.
Da, svaki takav zbroj je iracionalan broj.
Da,npr. —m+7=0€ Q. Svakom racionalnom broju moZemo pridruZiti to¢no

Iracionalni su brojevi navedeni u primjerima a), b), f), JEdﬂ @ na brojevnom praveu.

i), ) in). Svakom iracionalnom broju moZemo pridruZiti to¢no
a) 7v2a b) —4/3b ©) —9v3a — 3V5 jednu tocku na brojevnom pravcu.

d) 13v7x + V7 e) —Vlla +3VI1l — 1 Svaka tocka brojevnog pravca pridruZena je to¢no
f) 3v2b. jednom realnom broju.

a) 8v/6b b) 20v2x ¢ 6a++v3  d) 2v/35x+

2 a) | | | | |
2/10 e 2> —1 ) =67+ 21y +Ty—2. RERMTRR 0 5 ol
D) e - ; ; e
Tocne tvrdnje navedene su u primjerima d), e) i f). 3 1 0 % ! 136 2
aAVvV2¢Q b3rel ZgZI dINQ=0
o ICR f)ZNR=2Z. S A Eanasawns
3 117 -1-2 0 %1% 2 3 3%4
a) 1 > 0.706 b) —23.076 > 5
2 . )  — : : ——t—
c) -3 < —0.6607 d) 5.09 <5.1. 35,3 2.5 - 0o 7 1 112
3 12 6
a) V3> 173 b) —2.82>-2V2 )
€
—1.41 — 2 1 —0.711 _ 1. of [REIARRREES | RARRRRRAL] [ RAREIRRRTE
©) 10 <—V2+0 6(;1) 0711 > —/3+ 21 08 0 119 34
a) 3— < 3.14159 b) — > 3.14159
Zl 5519 ) — : 4o :
© 32 >3.1415  d) = >3.14159. 23 24 7234237229
5 53 a) b)
a)a) g < 1732050808  b) = < 1732050808 1 :vg @i ! :Vl—o cm
1351 17
— > 1.732 1— > 1.732 .
©) 720 > 1.732050808  d) 20 > 1.732050808 2 3
2W2-2<1414<V2 <1482 < —V2+3. o d)
-3V2<—V3-2<-2V/3<-346< —1. IS e
Tocne su tvrdnje navedene u primjerima a), b) i d). D) V17 cm
pveos L 8 12 9 3 1l
AT =27 2 Phog T
0_5 .1 : :
24 12 24 o
b) npr. 1.4143, 1.415, 1.41907216
¢)npr. —1.723, —1.728 i —1.7310792. 5 /40 em
U skupu realnih brojeva komplement skupa racionalnih
brojeva je skup iracionalnih brojeva. MoZemo zapisati
Q —1. 6
a)QTuU{0} b Q U{0} o QTUQ.
L {26 cm
aZ U0} bZ oNo 0. IL
a) Q=1 bI=Q.
5

ayB b)A o¢0.
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g h) 9.
1
V18 cm
3
V8 cm 3 &
2
. N
2 3
4. a) b)
3 4
3
1
. N
\ﬁcm V8 cm
11.
c) d)
4 5 X
2 2 B
1
\/1_2cm \/Tlcm —‘/‘3 _\;3 0 i %TVE 7g3y+4 3V§
5. < X
12.
B T
13.
y
3
1 1
o 1 %
e ’ : A1 \2)
7.
14.
3 y
1
—~———H ol 3
-3Y2 2\3 0 1 2\2 1
8. ! . .
0 1 T I X
1
3
X X
1
,2V§
| L " | C(—2,—2V§)
\ 5 . 5 1 D (3\2,-4)
2 2
X X
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y
N(-2,-\2 +4)
,\/74.4 V§ !
1
1,,
X
o 3 1 X
2
3
u(5.3)
1
3
1
—€ { ‘ —_—
2\2 0 1 3
a)
3 y
1
1 1
-\3 0 1 X
b
) y
3 2
1
n
1
o] 1

a) MoZemo dobiti 213.41 australskih dolara.

b) Mozemo dobiti 4 657.74 kuna.
¢) MoZemo dobiti 83 960.66 japanskih jena.
d) Mozemo dobiti 295.98 kuna.

dobiveni iznos (kn)

415 EUR 3114.00
210 USD 1285.91
1812 JPY 107.26
20400 HUF 429.03

RJESENJA ZADATAKA

dobiveni iznos
1300 kn 172.21 EUR
2421 kn 393.00 USD
3217 kn 54020.29 JPY

1450 kn 68 533.71 HUF

U Hrvatskoj bi dobio 1270.89 eura, a u Njemackoj
1260.65 eura. Povoljnije je tada mijenjati kune u eure
u Hrvatskoj.

a) Dobila bi 264.51 euroi 603.87 funti.

b) Dobila bi 264.30 eurai 590.53 funti.

¢) Dobila bi 264.51 euro i 600.73 funti.

Najbolje je sve promijeniti u Zagrebu.

Povoljnije je mijenjati u mjenjacnici Isplativo, no ta
razlika je 1.07 kn Sto je mala vrijednost. Postupio bi
drukcije u situaciji kada bi se npr. mjenjacnica Povolj-
no nalazila na blizoj lokaciji.

Tocna su sva tri odgovora.

a) U primjerima A) i E) omjer je priblizno 1.1, u pri-
mjeru B) je 1.31, u primjeru C) 1.69, a u primjeru D)
1.67.

b) Prednost je kratak vremenski rok otplate pa se ot-
pladuje manje kamata, a nedostatak je Sto je rije¢ o
manjem iznosu koji podiZemo u odnosu na iznos u pri-
mjerima D) i E). U odnosu na kredite B) i C) mjesec¢ni
anuitet je ve¢i pa ako netko ima manja primanja, bolje
je kad su manji mjesecni iznosi koji se otplacuju.

¢) Prednost je veci iznos novca koji podizemo, a ne-
dostatak velik iznos kamata koje placamo banci.

d) Prednost je veci iznos novca koji podiZzemo i pri-
mjerice u kracem periodu se ostvaruje vracanje du-
ga. Nedostatak je visoki iznos mjesenog anuiteta
(332605.88 : 72 =~ 4619.52) .

a) U primjeru A) je stambeni, a u primjeru B) gotovin-
ski.

b) U primjeru A) omjer je 1.10, au primjeruB) 1.31.
a) U primjeru A) je gotovinski, a u primjeru B) stam-
beni kredit.

b) U primjeru A) omjer je priblizno 1.30, a u primjeru
B) je priblizno 1.10.

a) “Uciteljica je ocijenila odgovor ocjenom 1.”, “U¢i-
teljica je ocijenila odgovor ocjenom 2.”, “U¢iteljica je
ocijenila odgovor ocjenom 3.”, “Uciteljica je ocijenila
odgovor ocjenom 4.”, “Uciteljica je ocijenila odgovor
ocjenom 5.”

a) Elementarni dogadaji su: “izvucena je crvena olov-
ka”, “izvucena je plava olovka” i “izvucena je Zuta
olovka”.

b) Elementarni dogadaji su: “odabrali smo iSler”,
“odabrali smo kraSuljak” i “odabrali smo vanilin ki-
flicu”.

¢) Npr. za a) podzadatak: “izvucena je olovka koja je
obojena toplom bojom” ili “izvucena je olovka koja
nije obojena Zutom bojom”, a za b) podzadatak: “oda-
brali smo kolac kojemu je jedan od sastojaka ¢okolada”
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ili “odabrali smo kola¢ koji smo morali nakon pecenja
sastavljati”.

z) P(A)lé b) P(B):% ) P(c):%
)P(D):E'

MHM=§=% b) P(B) = 5.
a)P(A):;—g é b)P():;—g:é

a)% b)%z%.

We by O3

211).% 2)15—0:% 30 4)%:%

b) U podzadatku 5) je siguran dogadaj, a u podzadatku
3) nemogu¢ dogada;.
¢) Npr. “izvucena je kartica na kojoj nije napisano slo-
vo”.
d) Npr. “izvucena je kartica na kojoj je napisan ili
zatvornik ili otvornik”.

L .25 120
U 8.b vjerojatnost je = 58 %, au 8.c 21a
56 % . Veca je vjerojatnost u 8.b.

L .4 1
Vjerojatnost je =3
6 1 9 1
P(A)—%—E,P(B)—%—Z,P(C)—%
1 33 11

s PP =31

2 1 .
—-4€Z,27€Q, TGN, 73§eQ,4.214€Q,

Bl_ ey,

11
a)x=-12¢Z b)x:ZeQ ¢c)x=4€N

12 23
d)X—BEQ e)X—HEQ.
a) x; = 18, xp = —18,da

b)xlzg,xzz—g,ne

¢)x=0,da d)x= 17—8,ne
e) x = —1,da.

a) 5.3 b) —0.007 ¢ 125 d) 34 e 0.2
f) 1.09 g) —3.83 h) —4.875 i) 0.65.

U primjeru g) je mjeSovito periodic¢an decimalan broj.
U primjerima e) i f) su Cisto periodi¢ni decimalni bro-
jevi. Ostali brojevi imaju konacni decimalni zapis.
Parovi su A)ic), B)ia), C)id).

—0.209 > —0.29 > —0.29 > —0.293 > —0.29 >
—2.9.

Iracionalni su brojevi /39, V40 i —4/ 5% .

Tocne su tvrdnje navedene u primjerima b) i ¢).
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Racionalni su brojevi navedeni u primjerima a), ¢) i
d).

Iracionalni su brojevi navedeni u primjerima b), ¢) i e).
a) Npr. 1.411, 1.412, 1.413

b) npr. —1.733, —1.734, —1.74.

) ; ; ; ;
i 41 0 51 12
6 6 6 6
b) : : : : : o
1 5_ 3 1
ol 1o0o0s3 31
R
21 -1-07 0 1 23 42
a) Npr.
V37 cm
I cm
1
6 cm
b) Npr. ¢) Npr.
50 cm
Scm & 32 cm
4 cm
Scm 4 cm
V3
1
i I ‘ ¢
-2\2 0 123 V3+1
1
>~
S
e I L Il T 1
ET \_\2 \Tvg \(\) VTE\I
-4 2+5 2
1 y
3
1 43,\2)
1 1t
0 1 30X
B(*\Bs 72)

a) Mozemo dobiti 324.61 americkih dolara.
b) Za 2000 dolara mozemo dobiti 12248.90 kuna.

¢) Za 5000 kuna mozemo dobiti 240 890.37 madar-
skih forinti.

d) Mozemo dobiti 103.16 kuna.
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a) 2000 : 8.711506 = 229.58 GBP. U Londonu ce
u mjenjacnici prvo kune promijeniti u funte po kupov-
nom tecaju, a zatim ih promijeniti u dolare po pro-
dajnom te€aju, tj. (5000 - 0.112879) : 0.734906 =
767.98 USD.
b) 2000 - 0.112879 = 225.76 GBP. U New Yorku
¢e joj kune promijeniti po kupovnom tecaju: 5000 -
0.155907 = 779.54 USD.
a) U kreditu A) rijec je o gotovinskom, a u kreditu B)
o stambenom kreditu.
b) U kreditu A) omjer je priblizno jednak 1.42, au
kreditu B) priblizno je 1.16.

1 23
U primjeru ¢) je nemogué, a u primjeru d) siguran
dogadaj.

4
a) Vjerojatnost je 5

b) Mario je odabrao vo¢ni kolac.
¢) Mario je odabrao kuglicu sladoleda.

Ima, rjeSenje jednadzbe je broj —11.
Da, rjeSenje jednadZbe je broj 4.
x12 = *10. Jednadzba nije rjeSiva u skupu N.

5
X12 = :i:§ . JednadZba je rjeSiva u skupu Q.

a) 03 b)08 ¢ —15 d) —1.75.
a) 0.6 b) —0.16.
a)Npr. 1.476  b)npr. —2.3  ¢) npr. 219.05743 .

decimalni vrsta decimalnog
razlomak . .
broj zapisa
231 decimalni broj
100 231 s kona¢nim zapisom
25 . cisto periodic¢ni
3 —8.3 decimalni broj
17 . mjesovito periodi¢ni
6 —2.83 decimalni broj
5 .. cisto periodicni
11 0.45 decimalni broj

23.104 < 23.14 < 23.4 < 23.4.
Iracionalni brojevi su v/3 i v/12.
Tocne tvrdnje su u primjerima c) i d).

RJESENJA ZADATAKA

U biljeznicu je trebalo nacrtati crteZe u primjerima a)
id).

1

— |
V3 0 1 V3

Nedostaju brojevi —2, v/2 i v2+ 1.
Nedostaju brojevi —v/3 i v/3.

X

|

ol

=4
0[S 4

—

>

a) A) Mozemo dobiti 7 605 kuna.

B) Za 1 000 americkih dolara moZemo dobiti 5 369.25
kuna.

C) Mozemo dobiti 52.63 kune.

b) A) Za 1000 kuna mozemo dobiti 129.37 eura.
B) MoZemo dobiti 175.70 americkih dolara.

C) MoZemo dobiti 17 924.74 japanskih jena.
Omyjer je 1.16.

Samo kartica na kojoj je navedeno “o cijeni stana koji
kupujemo” nije dobar odabir.

1
a)ﬁ b)0 ¢ 1.

Siguran dogadaj je naveden u podzadatku c).

1 2

- b)) -.
D5 B3
a) x; =5, xp = —3, ona rjeSenja su racionalni bro-
jevi.

b) x* je uvijek nenegativan broj te je Z+1 uvijek
pozitivan broj pa je |x* 4+ 1| = x> + 1. Jednadzba
P +1=2ima rjeSenja x; = —1, x» = 1 koja
pripadaju skupu racionalnih brojeva.
¢ x1 = —V3, x» = V3, zadana jednadZba nema
rjeSenja u skupu racionalnih brojeva.
a) ¥ +2x+1 =0, (x+1)> = 0. Rjelenje jed-
nadzbe je x = —1,paje x+2 = —1+2 = 1.
1

b) — =—1.

) —1

Imaih 4042 . Tosubrojeviod 4 080400 do 4084441 .
ne{0,1,4}.
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V2T 1 10v2 + V21— 10v2 = /(5+v2)? +
(5-V22=|5+V2|+|5-V2|=10€Z.

x+y=2x, xy —1) =y, x = y—1 x =
—1+1 1
% =14 o Broj v 1 dijeli 1, a
to je moguée samo ako je y — 1 jednak —1 ili 1,
tj. y=01li y = 2. y = 0 nije prirodan broj pa je
rjeSenje (x,y) = (2,2).
2
27"
V6 — V116 + V11 = \/(6 —VID)(6 + V11) =
V36 —11=v25=5€cZ.
1 ..
a) B = 1.72. Da bi rezultat bio 9, zbrajamo dvije
decimale 7+2=9.
b) Da bi rezultat bio 90, zbrajamo dvadeset decimala.
¢) Da bi rezultat bio 2070, zbrajamo 460 decimala.
5

= = 0.3571428. Racunamo 381 : 27 = 14. Za-
14 —

2 1
Npr.m:—gilim:—gilim:—

5+7+1+4+2+8=27
kljucujemo da zbrajamo 14 puta po 6 znamenaka u
periodu i jo§ znamenku 3. Dakle, zbrojimo jednu plus
14 puta po 6 znamenaka, Sto je ukupno 85 znamenaka.
Za traZene brojeve x vrijedi 16 < x < 25 te je
x € {17,18,19,20,21,22,23,24}. Osam je traZe-
nih brojeva. Uoci: 25 — 16 — 1 = 8.
Za traZene brojeve x vrijedi 150% < x < 151%. Tra-
Zenih brojeva ima 1512 — 150> —1 = (1512 —150%) —
1 = (151 — 150)(151 + 150) — 1 = 301 — 1 = 300.
Mogli smo i ovako racunati: 1512 — 150> — 1 =
22801 — 22500 — 1 = 300.
0<(V2-12<1,55< (2V/3+4)? < 56. Tra-
zimo koliko je parnih brojeva manjih od 56. Takvih je
brojeva 27.
Ozna¢imo a = 3.4. Tada je 10 - a = 34.4. Vrijedi:

10-a—a=2344—3.4=31

9.a=31/:9
.
-

Ozna¢imo b = 0.72. Tada je 100 -b = 72.72. Vri-
jedi:
100-b—b=7272-072="72
9 -b=72/:99
72 8
b— @ — H.
Ukupni broj ishoda je 6 - 6 -6 = 216. Oznac¢imo s
A = { zbroj brojeva u tri uzastopna bacanja je 3, 5 ili
7} . Povoljni su sljedeéiishodi: 1+1+1, 14242,
el 4B DDA el Dl il ) D,
1+1+5,14+5+1,54+14+1, 14244, 1+4+2,
24+144,244+1,4+1+42,44+24+1, 14+3+3,
3+1+2,343+1,2+24+3,24+34+21i34+2+42.

A)=—=—.
P(4) =316 =~ 108
Ukupni broj ishoda je 2 -2 -2 -2 = 16. Povoljni
su ishodi PPGG, GPPG, GGPP, PPPG, GPPP,

Lo .6 3
PPPP . TraZzena vjerojatnost je -3
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Ukupan broj ishoda je 6 - 6 = 36. Povoljni ishodi
su (0,4), (4,0), (1,3), (3,1) i (2,2). TraZena je
jerojatnost — .

vjerojatnost -

Dvoznamenkastih prirodnih brojeva ima 90 pa je to-
liko elementarnih dogadaja od kojih je 13 povoljnih.
TraZena vjerojatnost je % .

Parnih prirodnih brojeva manjih od ili jednakih 100
ima 50. Medu njima su povoljni brojevi: 4, 6, 10, 14,
22, 26, 34, 38, 46, 58, 62, 74, 82, 86 i 94. Trazena

vjerojatnost je 0
Zakoordinatu x imamo 7 moguénosti (-3, =2, —1,

0, 1, 2, 3), aisto i za koordinatu y. Ukupno je

7-7 =49 elementarnih dogadaja od kojih je povoljno
7 1

jih 7. St je traz jerojatnost — = —.
nji oga je traZena vjerojatnost o = >

Skup elementarnih dogadaja je skup { 1, 2, 3, 4...97,

98,99, 100 } . Povoljni dogadaji su 1, 4, 9, 16, 25, 36,

1

10

100 10"
Elementarnih dogadaja je 15, a povoljnih je 11 (bro-
jevi koji se ne mogu zapisati kao zbroj dvaju prostih

49, 64, 81 1 100. Trazena vjerojatnost je

brojeva su 1, 2, 31 11). Trazena vjerojatnost je I
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6.

Planimetrija

RJESENJA ZADATAKA _

I Rjesenja 6.1 N

on =

© N oahm

10.
11.

13.
14.
16.

a)4:3 b)3:5 ¢ 12:4=3:1.

a)7:3 b)4:3.

a)l:7 b) 50 : 3 c) 1:100 d) 10 :3
e)6:1 f)19:12.

a)Da b)ne c¢)da.

a)aiy b)at+bid ¢)xi7 d)18iy+2.
a)x=3 b)x=174 ¢ x=11 d)x=0.1.
a)x=14 b)x=3 ¢)x=23 d)x:35—9.
a)x:—% b)x:—g c)x:—%
d) x=10.

Djevojcica ima 240, a djecaka 210.
7k + 13k = 1000000, &£ = 50000. Popunjeno je
350000 MB.

1.5 litara sirupa. 12. Treba mu 2.25 sata.
a=08dm, b=18dm, P = 1.44dm".

175 mL. 15. 20°, 100°, 60°.

o =80°. 17. Svenjedao 1080 kn.

I Rjesenja 6.2 I

1.

a)

A~

S S O

b)

10.
11.
12.

13.

14.

a)2:4=1:2 b)5:1 ¢ 1:5.
a)l:7 b)4:2=2:1 ¢)2:1.
a)

b)

)

a) 1.5:1=3:2 paje dijelimo u omjeru 3 : 2

1 1
b)25:2=5:4 c)g.g—Z.l.
a)l:5 b)2:4=1:2 c)3:1 d) 6:1
e)2:3 f)3:3=1.

Duzinu duljine 8.3 cm podijeli na 3 jednaka dijela.
Svaki dio je stranica trokuta.

DuZina duljine 11.6 cm podijeli se na 6 jednakih di-
jelova i konstruira se Sesterokut ¢ija je stranica jedan
od tih dijelova.

Duzina od 12 cm podijeli se na 8 jednakih dijelova.
Dva dijela ¢ine osnovicu, a tri dijela krak.

DuZina od 14 cm podijeli se na 11 jednakih dijelova.
Tri dijela ¢ine osnovicu, a Cetiri dijela krak.

Duzina od 10 cm podijeli se na 8 jednakih dijelova.
Tri dijela ¢ine osnovicu, a pet dijelova visinu.

DuZina od 11 cm podijeli se na 13 jednakih dijelova.
Tri dijela ¢ine jednu stranicu, 4 dijela drugu i 6 dijelova
trecu.

DuZina od 12.8 cm podijeli se na 14 jednakih dije-
lova. Dva dijela ¢ine jednu stranicu pravokutnika, a 5
dijelova drugu.
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m RJESENJA ZADATAKA

I Rjesenja 6.3 IR |

OND g RN =

©

a)x:13—0 b) x =3.4.

a)d=224 b)d=09.

a)x=765 b)x=66 ¢c)x=16 d)x=6.
a) x=54 b)x=438.

a) x=3.6 b)x=1.75 c)x:%.

a) y=33, x=136
y=37.5,x=50.
a) 3:7 #2:6 panisu usporedni

b) x=12,y=6.

b) 4:2 =3:1.5 pajesu usporedni.
a) Mozemo jer zbog oznake za prave kutove znamo da
su pravci a 1 b koji sijeku krakove kuta paralelni.

b) Ne mozemo jer nije receno jesu li @ i b usporedni
niti su oznaceni kutovi uz presjecnicu.

I Rjesenja 6.4 I

1.

2.
3.

10.
11.

b) AABC ~ AC'B'A’
d) AABC ~ ASRT.
b) ABCD ~ SRUT .

a) AABC ~ AFDE
¢) AABC ~ ANPM
a) ABCD ~ KLMN

ANABC
12 dm
9 dm

0.5 cm 2 m

48 dm

a 12 cm

b 13 cm 4 mm

@ 14 cm 7 mm 4m 1m

AA'B'C’

a 6 cm 25mm 25 mm 12 cm

b 65cm 20 mm 6 m 0.9 dm

c 7 cm 3.5cm 5Sm 1 dm

d 210

&
5
15 9 25
5
4 - — s,
T

a=14dm, d =210dm, k= — =
a
4 b
=15, — =
T 12
¢ =150 dm = 15 m.

15, b/ = 180dm = 18 m,

. 3
k <1 paje gzk;c:kclz Z-44=33cm,
a a
—=k,d =-=-—==4dm, b’ =36cm.
- Tk "o T o
Da. Oba trokuta su jednakostrani¢na pa imaju od-
govarajuce kutove sukladne. Takoder i sve stranice
im se odnose jednako i to u omjeru 4 : o', gdje je
a = |DE|.
Jesu jer oba imaju sve kutove prave, a bududi da u
jednom kvadratu vrijedi @ = b = ¢ = d, a u dru-
gom @’ = b’ = ¢’ =d', omjeri duljina odgovarajuéih
stranica su jednaki.
a) Ne b)da.

Pravokutnik mora biti kvadrat i sve stranice su mu duge
6cm.

166

12.

13.

14.
15.
16.
17.

Unutarnji kutovi svakog pravilnog Sesterokuta su 120°

L (n—2)-180° (6—2)-180°

jer je o = = 6 =
n

120° . Dakle, ta dva mnogokuta imaju sukladne odgo-

varajuée kutove. Sve stranice manjeg Sesterokuta su

11 mm, a sve stranice vedeg su 15 mm pa su omje-

ri stranica svi jednaki 5 (ili I S$to ovisi o tome

u koji poredak stavljamo stranice). Ta dva pravilna

e .. 11
Sesterokuta su slicni mnogokuti i k = I

==>,d =2cm, b =3cm.
2,a cm cm

a 3
/
b) .
a)2) bl 02
a)Da b)ne c¢)da.

Da. Kutovi su im sukladni, a stranice se odnose kao
1:1.

d)3).

Rjesenja 6.5 NN

a) Da, prema K-K poucku.
b) Tredi kut prvog trokuta je 180° —33° —78° = 69°
pa su sli¢ni prema K-K poucku.

¢) Da, prema K-K poucku.  d) Nisu.
a) 5 = 14—2 = 3. Da, prema S-K-S poucku o sli¢-
nosti.

8 12 =
b) 6= 9 = 4 : 3. Da, prema S-K-S poucku o
sli¢nosti.

3 45 o .
c) 1=15° 3. Da, prema S-K-S poucku o sli¢nos-
ti. ’
d) a3 Da, prema S-K-S poucku o sli¢nosti

57 375 0P e '

2
a) ?5 = % = 5. Da, prema S-S-S poucku o sli¢-
nosti.
b) i ¢) Da, prema S-S-S poucku o sli¢nosti.

16 14 10
jer — = — =21 — #£2.

d) Ne jer 3 z i 6 =4

e) i f) Da, prema S-S-K poucku o sli¢nosti.

/
a) Da (S-K-S) k = % =2,

/
b) Da (S-S-S) k = % —25.
a) AOAA’ ~ AOBB' paje 6:12=12:x, x =24.
b) 15:12=(x+2):x, x=38.
a) AABC ~ ADEC, 8: (8+2)=x:6, x=4.38,
y:8=8:10,y=064
b) AABC ~ ADEC, x :
6:y=9:12,y=28.
Cijeli trokut i njegov obojeni dio su sli¢ni prema
K-K poucku o sli¢nosti. Omjeri duljina stranica su

1.5 X
ﬁ—ﬁ,x—Z“-

a)c=Vd +b>=5,¢e=+/f2—d>=44. Om-
jeri stranica su 1.1 pa su trokuti sli¢ni prema S-S-S
poucku o sli¢nosti.

27

=9:12 = —
9 9 , X 7’
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10.
11.

12.
13.

14.

2.

© o A

11.
12.

13.
14.

b) b = 12, f = 10.4. Stranice se odnose kao 4 : 5
pa su trokuti sli¢ni prema S-S-S poucku o sli¢nosti.

AAED ~ ACFD jer € = ¢, <iEADN<IFC =a.
Omjeri odgovarajucih stranica su — = — = é
\ g i 2 5 5
8
y=3r= 3
P .. . . .. 16.
S pomocu Stapa i mjerenjem sjena kao u primjeru 4.
12 53 12
=14 + 2 19 = = = —
0=144+20+19 = 53 mm, k = 0 o — 30
o' =132.5mm. 17.
6 o 20 6 p 18
= —, == — = — =1 . .
k=i g kT o =bem
©)
19.

b)

20.
Rjesenja 6.6 NN 21.

a) Kruznice se ne sijeku.

b) KruZnice se sijeku u tockama C i D.

¢) KruZnice se ne sijeku i jedna je unutar druge.
d) Kruznice se dodiruju izvana u tocki A.

e) KruZznice se dodiruju iznutra u tocki 7'

a) Sijeku se
d) ne sijeku se.

Parovi sua)iB),b)iD),c)iA),d)iC).
7. Tocnojec)id).
b) dodiruju se iznutra

b) sijeku se  ¢) dodiruju se izvana

Tocno je b) i ¢).

a) Dodiruju se izvana
¢) koncentricne su.

a) ‘5152‘ <r+n b) |S1S2| =r +n.
b)1<nrn<7

¢) ne postoji takva kruznica k; .

To je kruznica k(A,r = 23 mm).

a) rp =1cm

1.
2.
3.

Tosutocke P i Q koje supresjek kruznica kj(A,2 cm),
ka(B,1.5cm).

ki(M,r, = 17 mm), ky(M, r, = 33 mm). 4.
Ima beskonacno rjesenja. Za bilo koju kruznicu po-

lumjera r, r > 1.5 cm postoje dvije kruznice koje s

prvom ¢ine vijenac Sirine 1.5 cm.

15.

22.

a) Kruznice se ne sijeku.

b) Sijeku se u dvjema tockama.

¢) KruZznice se ne sijeku.

rg =2ri+rp=31mm, 3 =r; =9 mm.
ki Nky = {A,B}.

ky

piq.
e

11 1 tp se sijeku.

I Rjesenja 6.7 HIN

a) 180° b)) 90°  ¢) 270°.

a) a=72° b)120° ¢ 90° d) 135°.

a) 180° ili —180°  b) 90° ili —270°

¢) 270° ili —90°.
a) 60° ili —300°

b) 120° ili —240°

) 240° ili —120°.
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I Rjesenja 6.8 NN

1. a) b)

M

12. 180°, 270°, 360°.

13. a) Srediste je srediSte opisane kruZnice, a kutovi su
120°, 240°, 360° .

b) Srediste rotacije je srediSte opisane kruznice, a ku-
tovi su 60°, 120°, 180°, 240°, 300°, 360° .

168
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10.
13.

14.

15.

16.
19.

a)

C

A'(-1,0), B'(0,0), C'(3,1), D'(=5,1), E'(—4,—4).
a) Rotacija pa translacija

b) osna simetrija pa translacija.

b) Tocno.

¢) Donji polukrug treba biti s donje strane duZine A'B’ .

a) Nisu dobre oznake.

d) To nisu osnosimetri¢ni trokuti.
Centralnosimetricni su.
Translacija za vektor d + b .

I Rjesenja zadataka za ponavljanje Il

1.
. vanjski unutarnji
razmjer o . " :
¢lanovi ¢lanovi
5:x=10:17 5117 x1i10
(x+2):7=x:11 x+2ill 7ix
15:a=5b:18
15:b=a:18
18:a=0b:15 151 18 aib
18:b=a:18
(x—4):(2x—1)=8:(x+2)
(x—4):8=2x—1): (x+2)
(x+2):(2x—1)=8:(x—4) x—4ix+2 2x—118
(x+2):8=(2x—1): (x—4)
3 5 8
2. a)x= b)xf? c)xfz d) x 20
a) x=—2 b) x = c) x =28 d) x= -1
e)x:% fyx=6
4. 1:x=1.92:4800000, x = 2500000. Mjerilo je
1:2500000.
5. 60°i78°. 6. 80°.
7. 3cm.
8.  Motze se podijeliti s pomodu simetrale ili postupka opi-

sanog u poglavlju 5.2

9 a i N

e S—

b)25:2=5:4

M T N
10. a)3:8 b)2:5 ¢ 4:4=1:1 d)7:1.
11. a)x:47—0 b) x=5.1.
12. a)d=12 b) d =10.
30
13. a)x=14 b)x:7.
14. a)Ne b)da.
15. a=4,b=3,7=90°, a =90° — B =53.1°,

o =53.1°, B’ =36.9°.

ANABC ~ AHJG ~ AMNP, AFED ~ ARTS.

a) Jesu jer imaju kutove 60°, 60°, 60° pa su sli¢ni
prema K-K poucku o sli¢nosti.

b) Ne. Primjerice trokut s kutovima 10°, 10°, 160°
nije slican trokutu s kutovima 20°, 20°, 140° .

16.
17.

18. k:%,;’—?:l;—ls,b:&4dm,c=87cm.

19. a=30cm, bp=31.5cm, ¢ =2.7dm.

20. a)Da b)ne.

21. a) Jesu jer imaju sve kutove sukladne i stranice pro-
porcionalne.

b) Ne. Primjerice pravokutnik 2 X 3 nije sli¢an pra-
vokutniku 1 x 5.

22. b)Da c¢)ne.
23. o' =105cm.
24. o =75cm, b =65cm, ¢/ =60cm.
25. AADC ~ AA'CD', ACDB ~ ACD'B', AADC ~
NA'B'C,
26. AABC ~ AFEC ~ ADBE .
27. a)Da b)ne.
28. a) Da, prema K-K poucku  b) nisu.
29. AACE ~ ABCD paje 145 : 61 = (|AB|+96) : 96,
AB| = 1322 m.
30. Mogu se izmjeriti |BE|, |EC|, |CD| pa je |AB| =
|EB| - |CD|
|EC| ~
31. x:32=25:3.6,x=2222m.
32. ¢ :d =3:5,d—a =14, a = 2lcm,
a =35cm.
33. 0=126cm, o =198 cm.
35. ¢
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m RJESENJA ZADATAKA

36. b)

37. a) AABE ~ ACDE jer JAEB = ACED (vr3ni),

JBAE = ADCE (uz presjenicu). Omjeri duljina
. 18 10 11
stranicasu — = — = —,y=9,x=55.
y 5 X
25 16 y 40
b) E—?—g,x—96,y—?
38. b).
39. a) KiNK, =0 b) K| N K, = {A}
¢) K1 NK, =K

d) K1 NK; je lik koji se sastoji od dva kruzna odsjecka
odredena tetivom MN .

k, M

N

40. b) Ako kruznice imaju isti polumjer, tada se poduda-
raju i njihov presjek je cijela kruznica.

41. Konstruira se trokut sa stranicama 15 +20 = 35 mm,
15+ 25 = 40 mm, 20 + 25 = 45 mm. Sredista
krugova su vrhovi tog trokuta.

15

20 25

20

42. a) rn» = 3cm b) 0 = 2rm = 121, 01 + 07 =
6m + 6m = 12w. Omjerje 1: 1.
43.

a) Na kruznici k(Sy,r = 11 mm)
b) na k3(Sy,r = 25 mm).

44. a) Ako je 1 tangenta na ki , tadaje |4SD1T| = 90°.
Takoder |¥S2D,T| = 90°. Trokuti su sliéni prema
K-K poucku o sli¢nosti trokuta jer osim §to oba imaju
pravi kut, imaju jo§ i zajednic¢ki kut <S;7D; .
b) 5:3 = (8+x) :x gdjeje x = [$pT|. x=12cm.
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45.

49.

50.

51.

52.

1.

N

D/
D C
o
A/ CV
A B
B!
a) B
Cl
€ A
BV
Sijeku se.
jexku K v
y
LA
3 L
Nl D] |C
AT N
M| A | B
ol 11 2 3 4 5 X
a) Rotacija i translacija. b) Rotacija i translacija.

o

T~

I Rjesenja jednostavnih zadataka Il

. vanjski  unutarnji
razmjer o . 9 :
¢lanovi ¢lanovi
4:5=12:15 4115 5112
10:49=20:98 10198 49120
1:10=10:100 11i100 101 10
a:b=x:y aiy bix

Kod treceg i Cetvrtog razmjera ima vise rjeSenja. Osim
1:10 =10 : 100, moglo je pisati 100 : 10 =10: 1.
Osim a: b =x:y, moglojepisati y : b = x : a,
y:ix=b:a,a:x=b:y.
ayx=3 bx=8 ¢)x=9
a)x=5 b)x=3.

d) x=21.
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4. 2:3=20:x, x=230. Imaih 30.

7. a1:3 b)y2:2ilil:1 ¢ 1:2 d)4:1.
8. ayx=8 b)x=3.
9.
a 10 cm 12 dm 1m

& b 8cm 15dm  9dm

< c 9 cm 15 dm 8 dm

V4 20 cm 4 dm 5 m

™ b 16ecm 5dm 45dm

< | ¢ 18cm  5dm 40 dm

10. ¢=20dm, d =13dm, »' = 11 dm.
11. ayDa b)ne.

12. Visok je 40 m.

13. Sijeku se.

14. Ima vise rjesenja.

[
s \Sﬂ J2

15. 29mm.
16. kiNk = {A}

I Rjesenja slozenijih zadataka I

1. Trokuti ABC i A’B’C’ susli¢ni (pravokutni su i ima-
ju jednak kut o). Tada su im i odgovarajuce stranice

/ /

proporcionalne, tj. — = —<
b Ve

/ /

ABC i A’B'C’ znamo da je %:k pajei Ye _%.

Ve

. Ali iz sli¢nosti trokuta

S
D C
A /8 B
. . e .. |AB|
Trokuti ABS i DCS suslicni s koeficijentom \D—C| =
36 9 . S
-3 Tada im se i visine iz vrtha S odnose kao
E

Z (vidi prethodni zadatak), tj. % = g Ujedno je

|SF| = |SE| — 18 paje |SF| =162 cm.

C
h Cl
AD B A'D' B’

Bududi da je @ = 90° + B, kad dignemo okomicu
iz A, tada je kut DAC veli¢ine 3. Trokuti ACD
i BCA su slicni (prema K-K poucku o sli¢nosti jer
imaju dva kuta u kojima se podudaraju 8 i y). Iz

te sli¢nosti vrijedi: M = @ i @ _ @

et pel T B Y X T ¢

3c . |AC] [BC| . 30 40

= — . Takod = 2=y = = =

X 1 akoder je CD)| \AC|’J y 30’
900 45 . . 5

Y o= 20 = 5 Prema Pitagorinu poucku za

trokut ABD vrijedi |[BD|> = |AB|* + |AD|? pa je
45

(4()_y)2 — 2 1+ x%. Uvrstimo x = Zc iy=—

2
122 2
dobivamo 45 :c2+91L6, 2 =196, c = 14 cm.
Vrijedi da je |ES| = |SD| = r. Trokuti BES i SDA
su sli¢ni. Zato je M = ‘S—Bl Prema Pitagorinu
' ¥ \sp| T 1BE| g

poucku u trokutu BES vrijedi |BE| = v/30% — r2.

40 30
Stoga je — = ———— paje 4900 — r2 = 3r
g T = e P

odakle kvadriranjem dobivamo 16(900 — r2) =972,
2= 576, r =24 cm.

Tocka S je srediSte manje kruznice. Polumjer manje
oznacimo s r, a veée s R. Prema Pitagorinu poucku
u trokutu ESG vrijedi r? = (R — 6)> + (R — r)?.
Ujedno vrijedi 2r = 2R — 10 pa se dobiva R = 18,
r=13.
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6. Nacrta se pravilni Sesterokut sa stranicom a. Oko
svakog vrha se opisu kruznice polumjera % .

7. 6r1:r,r1:%,601:6-2r1ﬂ::6~2~%ﬂ::
2rm=0.

8. Polumjer kruZnice K je 4r paje P = (4r)’m =
1677 Manji krugovi imaju povrSinu P; = 2+
@rlr+rPr=67n. P:P =8:3.

9.

Prema Pitagorinu pouc¢ku ¢ = 40 cm. Trokuti ADE i
ABC su slicni jer oba imaju pravi kut i kut or. Tada
vrijedi 2o =L r=12cm.

40 24°

10. Trokut ASC je pravokutan pa prema Pitagorinu pouc-
ku vrijedi R* =r2+22 tj. R?>—r?* = 4. Povrsina kru-
nog vijenca je P = R’ — r’n = (R* — *)n = 4x.
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RJESENJA ZADATAKA

7. Geometrijska tijela — prizma i valjak

I Rjesenja 7.1 N 6.

1. a)Kvadar b) Cetverostrana prizma
¢) peterostrana prizma  d) trostrana prizma

e) Sesterostrana prizma  f) osmerostrana prizma.

2.
I I )
osmerostrana osmerokut 7.
trostrana trokut 5 6
cetverostrana c62 cetverokut 6 8
dvanaesterostrana  dvanaesterokut 14 24
peterostrana peterokut 7 14
9.

3. a) Vrhovisu: A, B, C, D, E, F, G, H. Osnovni

bridovi: AB, BC, CD, DA, EF, FG, GH, HD.

Pobo¢ni bridovi: AE, BF, CG, DH .

b) Vrhovisu: A, B, C, D, E, F. Osnovni bridovi: 10.
AB, BC, CA, DE, EF, DF . Pobo¢ni bridovi: AD, 11.
BE, CF.

¢) Vrhovisu: M, N, P, R, S, A, B, C, D, E.

Osnovni bridovi: MN, NP, PR, RS, SM , AB, BC, 12

CD, DE, EA. Poboéni bridovi: MA, NB, PC, RD,
SE.
d) Vrhovisu: A,B,C,D,E,F,K,L,M, N, O,
P. Osnovni bridovi: AB, BC, CD, DE, EF, FA,
KL, LM, MN, NO, OP, PK. Pobocni bridovi:
AK, BL, CM, DN, EO, FP.

8. To je prizma kojoj su baze prednja i strazna strana
tijela. Baze su joj osmerokuti.

1.
7.
I Rjesenja 7.2 I
1. 8 vrhova, 12 bridova, 6 strana.
2. a).
5. ayd=aV2=4V2cm, D=aV3 =43 cm
b) d = 6.4v/2 dm, D = 6.41/3 dm 8.
c)d= %\/fcm, D= ?—1\/§cm
d) d= 27—0\/§cm, IDES 27—0\/§cm.

V2 cm 2 cm V6 cm
4dm  4v2dm 4v/3dm
6 m 6v2m  6v3m
5v3cm  5v6cm 15 cm
6v/2 cm 12 cm 6+/6 cm
9v2dm  18dm  9v6dm

12emi12v/3cm, 14mi 14v/3m, 9dm i 9v/3 dm.

d
a)d=a 2,a=—=80m,D=8\/§cm
) V2
8 8
b)a:§cm,D:§\/§cm

¢) a=6v2dm, D = 6v/6dm
d) a=22y2mm, D =22v/6 mm.
Mrav ¢e proci 3 brida sobe tj. 12 m, a bubamarin

put je dugacak koliko i prostorna dijagonala kocke t;.
4+/3 m. Razlika putova je 12 — 4y/3 m ~ 5.08 m.

D =653 =112.6cm.
a) P= a2\/§ = 81\/§cm2
0 P=128y2cm®> d)P=

b) P = 1024v/2 cm?
l\/§ dm?.

.a)P—a\/E a-,/ ,a=10cm

b) a = 12 cm c)a—lO\/_dm
d) a =202 mm.

13. Brojevi su 6, 61/3, 61/2, Cetiri, Getiri, Cetiri.

I Rjesenja 7.3 NN

b).

- 12 cm 10 cm 4m
- 16 cm 15 cm 8 m
- 48 cm 30 cm 8 m
- 52 cm 35 cm 12 m
- 20 cm 5/13cm 4v/5m
- 16v/10 cm 15v/5cm 45 m
- 12¢/17cm  10/10cm 82 m

a) D =4/d? +c* =104 cm
b) D= \/d3 +a?> =34cm
©) D= /d3+b* =170 dm.
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RJESENJA ZADATAKA

9.  &+b* =900, >+ =676, b*+c* = 86, te zbra-
janjem svih tih jednakosti dobivamo 2(a*+b*+c?) =
1662,t. D> =831, D = /831 cm.

10. a) Zbrajanjem jednakosti: di = a* + b*, d5 =
b* +c*, &3 = a® + ¢*, dobivamo d} + d5 + d3 =
202 +* + %), 4. D = %(derd%er%), D=
l4ecm.  b) D=+/17dm.

11. D2=+b2+ %, c=vVD? — 2482, c=4cm.

12. ¢=+v/D? — 242 = 6mm.

13. a=12cm, c= 12v/2cm.

14. Za 4.17m.

Rjesenja 7.4 HINNEN

1.
. 12 cm 4 dm \/gm 4 cm 8\/§m
. 864 cm? 96 dm®> 30 m? 96 cm? 1152 cm?

2. a) 864cm?, b) 768 dm?, ¢) 2400 m?,
d) 1152 cm?.

3. a)lz 0=6d slijediazzg,a:M%:lde,
teje D = av/3 = 12¢/3dm  b) a = 2¢/3cm,
D =6cm c)a=2.4mm,D:2.4\/§mm.

4. a)lz 0 = 64° slijedia:,/%:lmm.
D:l6\/§cm b)Dle\/gmm
¢) D=12dm d) D=3.6cm.

5. a=8cm, O=384cm?.

6. P:ax/i~a:a2 2,(12:
0 = 6a* = 600 cm?.

7.  1036.8 cm?

8. a) O =2ab+ 2bc + 2ac = 108 cm?

b)azlcm,bzlcm,c:lcm,O:6cm2.

, a = 10cm.

S

9. a) 10000 b) 100 ¢) 50000 d) 410
e) 0.01 ) 0.0001 g) 0.24 h) 0.039.

10.

. 10 m 0.6 dm 2.5cm 12 cm
- Sm 12 cm 1.2 cm 0.7 dm
- 3m 0.8 dm 1cm 21 mm
- 190m?  432cm’  13.4cm?  247.8 cm?
1M1. =D~ -, c=48cm, 0=3072cm’.

12. ab = 8, ac = 20, bc = 10. MnoZenje svih triju
jednakosti daje a’b*c> = 1600, abc = 40. Sad je
C:a_bc = @ =5cm,a=4cm, b=2cm.

ab 8

13. 132cm?.

14. a) a1 = 2a, by = 2b, c; = 2c, 01 = 2a1b; +
2ajcy +2bic; = 4(2ab + 2ac + 2bc) = 40 . Oplosje
se poveca 4 puta.  b) Oplosje se smanji 9 puta.

15. b).

16. Za 1700 m? treba 1417 paketa plocica.
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I Rjesenja 7.5 I

-—h

eo r

«

10.
11.

12.
13.

14.

15.
16.

17.

Ri

a) 2000 b) 6000000 ¢) 2100 d) 8400
e) 0.042 f) 0.025 g) 14 h) 0.023.
. 6 10 2 1.1 1.6 4
- 216 600 24 7.26 15.36 96
- 216 1000 8 1.331 4.096 64
D
a) Iz D = aV3 slijedi a = —, a = 4cm,
: V3

V=d=64cm®> b)a=>5dm, V= 125dm’
c)a:3cm,V:27cm3
d) a=6V3m, V=0648/3m>.

2 V3
a)OZEmz,V:mm3
b) 0 = 1176 dm?, V = 2744 dm®
¢) 0=288cm?, V=0.192y3cm’
d) 0=432m%, V=432\/3m>.
2cm.
V:33+43+53:216cm3,x3:216,x:6cm.
Duljina brida ée biti 6 cm.
a) Poveca se 8 puta  b) poveca se 125 puta.

V=a>=13824m’, m=pV=387072kg.

. 2 cm 5 mm 1.2dm 15 dm
. 3cm 8 cm 1.5m 40 m
. 5cm 1.2dm 1800m  25m
V. 30em’ 48em® 324w’ 1s0m’

v=12.5cm, D = 69.02 cm, O = 7008 cm>.

c=+vVDZ—a2 — b2 =18dm, V = abc = 6912 dm>,
0 =2208 dm>.

vV =3631.

V=abc=160cm® =160-10°m® , m=p-v =
7900 - 160 - 10~° = 1.264 kg..

Vinutarnji = 15° — 1452 . 14 =
326.375 cm®, m = pV = 2.9kg.
V=6-02-02=024m>, m=p-V=168kg.
V = 0.25-0.12-0.065 = 0.00195m>, 4 : V
2051.28. Ima 2052 cigle.

V=B-h, h =22dm. Voda je do 6 cm ispod
gornjeg ruba akvarija.

V. = Vyajski —

eSenja7.c NN
a) 0O=85cm®* b) O=265dm>.
P = 1.84 m?

as, a4, ds, de; AV, a4V, asv, dgV; +azv+asv+
asv+agv; 2B+P; B-v.
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. 10cm®>  49m? 220 dm? g cm?
. 2 cm 6m 1.5 dm g cm
. 20cm®  294m? 330 dm? % cm’

P=ov=12-5=060cm?.
0 =2B+ov=(12/3+48) cm?, V =24/3cm’.

a) Baza je Iil Visina je v = 3.

B=4-54+4-10+4-5=80,P=3-(5+4+
544+54+44+5+12)=132, 0 =2B+P =292,
V=B-v=240.
b)v=1,B=5-2+4+5-2=20,P=1-(5+2+
345+247) =24, 0=064,V =20.

e 2 f 2 ef
(5) +<§> ,a:29cm,B:7

840 cm?, O = 2B+ ov = 2 - 840 + (4-29) - 10
2840 cm’
b) V=B v==840-10 = 8400 cm’ .

a)B:8~3+¥:36m2,v:7m, V=367=

a) at =

252 m® . Komunalni doprinos je 12600 kn .

b) Povr§ina zidovaje 2-B+2-7-3 = 114 m?. Cijena
fasade je 35340 kn.

I Rjesenja 7.7 IR

1.

o a

8.
o

10.
12.
13.

a)r=2cm, v=4cm
d) r=

b) r=2cm, v=1cm

¢)r=a,v=>b ,v=d

N

e)r=m,v=m.
a) Pravokutnik sa stranicama 2 cm i 2.5 cm, rotira
oko dulje stranice.

b) Pravokutnik sa stranicama 4.5 cm i 1.6 cm, rotira
oko krace stranice.

a) P=2rv=4cm? b) P =40cm?
¢) P =3.6cm? d)P:%dmz.

P=2rv,2r=28,tejer=14cmiv=10cm.
v=16cm, r =8 cm.

2r = v, P = 576cm® i P = v* slijedi da je
y=24cm, r=12cm.

r=4cm, v=8cm.

r=2v, P=2r-v — P=4v2,v2=§,

v=4cm, r=8cm.
v=15cm. 11.
a\/E:2r, @ = 16\/§cm.

2r=a= 10cm.

2r = 18 mm.

14. Obje su u pravu.

I Rjesenja 7.8 HNEEENT |

2.
4,

a)Da b)ne c¢)ne d)ne.
a) 0 =2rn(r+v) = 288w cm 2

9.

11.

13.
14.

15.
16.

-—r

| | B

RJESENJA ZADATAKA

b) r=2dm, v=5dm, O = 287 dm?
¢ 0= %nem2 d) 0=11447 cm>.
a) r =18, 0 = 2ra(r +v) = 936w cm?
b) r=7dm, v=>5dm, O = 1687 dm>.
a)r=2,v=4, 0=2rn(r+v) =24r
b)r=3,v=15, 0=42x

o r=3,v=1,0="24r.

1

O=2B+P,2B=0—-P, B= E(O_P) =9r,

B:rzn,rzn:Qn:,r:Scm.

P =2rnv, r = L =2cm. O0=2%n+P =
2ry

207 cm? .

0 = 1507 cm? . 10. 0= 150007 cm?.

18
0= <?+36>ﬂ?cm21.2. v=3cm.
r=8cm, v=2cm, P=327rcm?.

P=2rmv, P=2(#)av, v} = % =9, v=3dm,
r=12dm, O = 2ra(r 4+ v) = 3607 dm?.

P =343m’. Treba 1.37 L boje.
P =13.57 m” . MoZe se zalijepiti 12 plakata.

Rjesenja 7.9 NI

a) V = 54rn b) V =172n ¢c) V=4Iln
d) V =10.357.

2 cm 2.4 dm 2 cm 0.7 dm 8 cm
5 cm 0.36 m 1 dm 3 cm 3.5cm

20m cm® 20.7367 dm® 40w cm® 1477 cm® 703.36 cm®

b) V = 20.7367 dm>.
2

a) V=20r cm’

o \%
a)lz V = r’av slijedi 2= ™’ r“"=4,r=2cm
v

b)r:%:Z.Sdm ¢)r=7cm d) r=8cm.

a) V| = 22y = 2V, volumen Ce se udvostruciti
b) V| = (2r)27'L' v = 4727y = 4V, volumen ¢e se
povecati Cetiri puta.

2r=v,v=16cm, r=8cm. O =2rn(r+v) =
384w cm?, V = 1024w cm’.
2r:v,P:196,P:v2,v:l4cm,r
Tem, O = 2rn(r 4+ v) = 294w cm?, V = rav
6867 cm” .

. . P . .
Iz P = 2rmy izrazimo v, v = - iuvrstimou V =
rm

P rP Vv
2 = 2 —_— = — 1 = — =
r‘my, V=rrm o 2,t€]€r 2 3cm.
- P sem
2w
2 \%
B=r‘mwr, r=5dm, V:B~v,v:E,v:2dm.
0 = 2rm(r +v) = 707 dm? .
175
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RJESENJA ZADATAKA

10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.
19.
20.

21.
22.

23.

1
0=2B+P,B=(0-P)= 144 m®. B = r’m,
P

- vV =
2rm

r = 12m. = 3m.

Py =432 m’ .

V=P, r27rv=2r7rv, r=2.

P = 2rnv, v =

Prvo izracunajmo volumen Zice. Polumjer je r =
1 mm = 0.001 m, duljina Zice je ustvari visina valjka,
tj. v=42m. Volumenje V = Pav=42-10"%1 ~
1.3188-10~% m? . Masu Zice izradunat éemo Koristeéi
formulu: m = pV gdje je m oznaka za masu tijela,
p gustoca tijela, a V volumen. m = 1.174 kg .
V=riny=08nr-36=7238m’ =7238L.

m = 11400.2 kg .

Iz r = 1.6cm dobivamo B = 8.0384cm’. Iz

V = 120 cm® dobivamo v = 14.928 cm . Razina vo-
de je na visini 14.928 cm. Ukupan volumen menzure

je 120.576 cm’ . Buduéi da kuglice imaju 10 cm’, iz
menzure ¢e se preliti odredeni dio vode i menzura ée
ostati napunjena do vrha.

Hoce.

2

V=rnmv,v= ,v=921cm.

1%
2
1.88 cm.

V =0.001°7-1000 = 0.00314 m*, m = 27.946 kg ..
Vunutamji = 1027 - 400 — 9% - 400 =
23864 cm’ . Vode u cijev stane koliki je Vynutarnji » §-
101736 cm?..

3.346 m’.

a) 530.93 cm’
21.23 dag glazure.

V = (9324 4 906.57) cm? .

V= Vvanjski -

b) P = 12.65dm>. Treba

I Rjesenja zadataka za ponavljanje [l

1.
baza broj broj broj
prizme vrhova strana  pobocki
trokut 6 5 3
Cetverokut 8 6 4
Sesterokut 12 8 6
deseterokut 20 12 10
n -terokut 2n n+2 n
2. a) MN,NP,PR,RM, ST, TU, UV, VS
b) AB, BC, CD, DE, EF, FA, A|B|, B|C;,
C\D,, D\E;, E1F;, FiA;.
5. Nijedna slika ne prikazuje mreZu prizme.
6. d=16V2cm, D= 16y/3cm.
a) D=aV3, a= 2 a=4cm b) a=36dm
V3
¢a=12cm d)a=14/2m.
8. a)a=6v3cm b)azé\/gdm
c)a:Z\/gmm d)a:%ﬂmm.
176

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.
22,
23.
24.
25.
26.

27.
28.

29.
30.
31.

32.
34.

35.
36.

a)ib).
Nije. Tocka (%, 3) ne pripada grafu.

a)D=Va2+b2+c2=195cm b) D=39dm
¢) D=255cm.
a) dj = Va? +b>=15cm,
dzzva2+62:9\/ﬁcm,
d3:\/b2+02:12\/Ecm,

a2 +b?+c2=39cm
b) di = 7.5V13cm, dy = 15y/10cm, d3 =

22.5v/5¢cm, D = 52.5 cm

0 dy =6V5cm, d3 = 12v/2cm, dp = 6v/5cm,
D =18 cm.

a)lz D? = > +b*+? slijedi ¢ = VD? — a2 — b? =
24cm. b)) b=8dm ¢) a=2lcm.

D? =24 + 2, d% =+ Iz prve jednadzbe
izrazimo ¢* i uvrstimo u drugu: ¢ = D* - 24,
dz = a2+D272a2, szd% = a2, a = 18 cm,
c=6V7cm.

dy = av2, dy = Va>+ 2, te je a = 8dm,

c=4dm, D=12dm.
102 cm?, 150 cm?, 24+/29 cm? .

a) O = 6a*> = 6-324 = 1944 cm?>  b) 864 cm?
¢) 174.96 dm®>  d) 270 dm?.

a)6ecm  b)36dm ¢ 24v3m d) 1.5dm.
a) V = & = 0.008cm’ b) V = g—‘;dnﬁ

0 V=24/3dm> d) V=064y2dm>.
a) O=6a’,pajea=12cmi V=d" =1728 cm’

b) ¢ = 8mm, V = 512 mm’ ¢ a=02m,
V=0.008m> d)a=20m, V=28000m".
a) 4 puta b) 25 puta.

a)4puta b)9 puta.

a) Smanji se 216 puta  b) smanji se 8 puta.

6a> +96 = 6(a +2)*, a =3 cm.
6a2:a3,6~a-a:a~a-a,6:a.

a) a = l4dm, a; = 26dm, V; = 17576 dm’
b) V, = 8dm°.

a=30v/5cm.

Postoje 4 razlic¢ita kvadra. Dimenzije su: 12 cm,
lem, lcm; 6cm,2cm, lem, 3cm, 2cm, 2 cm,
3cm, 4cm, lcem. Oplo§ja su redom: 50 cm?,
40 cmz, 32 cmz, 38 cm?.

3cm, 4cm, Scm, V = 60 cm?.

4dm, 8dm, 12dm, V = 384 dm?.

Duljine bridova ozna¢imos x — 1, x i x + 1. Tada
je O =2(x—1)x+2x(x+1)+2(x —1)(x+ 1) =
23x> — 1), paje 2(3x> — 1) =22, 3x* — 1 = 11,
32 = 12, x> =4, x=2.Bridovisu 1, 2, 3cm.
250 cm? . 33. 128dm’.

a) a=9dm, v=15dm

b)a=12m, v=20m.
c=vVD2—aZ—b2=48cm,V =abc=9216cm>.
V = abc = 512cm3, V = ai, 512 = ai, a, =
8 cm. Duljina brida kocke je 8 cm.
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37. V=15-1-102=15-10"2m, m = pV =
250-1.5-1072 = 3.75 kg.

38. V; =12600m’. Potrebno je 210 vagona.

39. V=12-16-2.2=422.4m> = 422400 L vode.

40. 172800 L tekuéine.

41. 0=1312cm?, V=3840cm’.

42. Pobogje kvadra takvih dimenzija ima povrsinu 84 m”,
pa je za izgradnju zidova upotrijebljeno 2 100 cigli.

43. a) V=240-120-1 = 28800 litara.

b) Za 28.2 cm.

44. 0, = 744 cm?, 0, = 685 cm’. Manji trofak ima
druga mljekara za 885 kn.

45. Linearna.

46. O = (360 + 48+/3) cm?, V = 360v/3 cm® .

47. V =250mcm’.

48. r=10cm, v=16cm, V = 16007 cm®.

49. v=10cm.

50. V = 160000cm®, V5 = 339.12 cm®. Moze napra-
viti 471 svijecu.

51. 123.088m’.

52. Svaka tvornica proizvede 1000000 konzervi graska.
Prvapotro$i 34 540 m? naljepnica, adruga 38 370.8 m?.
Manje potrosi prva tvornica, za 3 837.08 m? . Treba
posjeéi 70 stabala.

53. MoZe biti izmedu: volumena i duljine visine; povrSine

osnog presjeka i duljine visine; plasta i visine; plasta i
polumjera, plasta i promjera.

Rjesenja jednostavnih zadataka i

1. a) Vihovi: A, B, C, D, E, F, G, H. Osnovni
bridovi: AB, BC, CD, DA, EF, FG, GH, HE.

Pobocni bridovi: AE, BF, CG, DH . Baze: ABCD,

EFGH .
b) Vrhovi: K, L, M, N, O, P. Osnovni bridovi:
KL, LM, MK, NO, OP, PN. Poboc¢ni bridovi:

KN, LO, MP. Baze: KLM, NOP.
b) 24, 10

2. a)Bridovaima 9, astrana 5.
¢) 60,22 d) 75, 27.

a) Cetverokut  b) Sesterokut.
4. a) 8 vrhova, 12 bridova, 6 strana

2

b) 6 vrhova, 9 bridova, 5 strana.
5. a) O=188cm?, V=120 cm’
b) O =2220cm?, V = 1000 cm’.

6. d=6V2,D=6V3,0=216cm>, V=216cm’.
7.

a b c D (@) \%
lcm 1lcm 2cm V6 cm 10 cm? 2 cm’
3dm 4dm 5dm 5v2 dm 94 dm? 60 dm?
9m 12m 8m 17 m 552m’> 864 m’
2m  5dm  2dm 429dm 300dm® 200 dm?

8. 049m’.

9. 0=8m?, 82:5=16.4. Treba 16.4 litara.

10.

11.
12.

1.

11.

12.
13.

a) O =421 cm?, V = 36w cm’
b) O = 12rdm?, V =4rwcm’.
V:1024cm3, vy =6.66cm.

Vi =7-4-2=56dm>, V, = 4>7-2 = 100.48 dm’> .
Valjak ima ve¢i volumen.

Rjesenja slozenijih zadataka [

a)a=4k,b=3k,c=12k, D =Vd? +b>+c? =
V/(4k)2 + (3k)2 + (12k)2 = 13k, k = 10cm, a =
40cm, b =30cm, ¢ = 120 cm

b) D =13k, k=5cm, a = 15cm, b = 20cm,

¢ =60 cm

¢) D =285, k=3mm, a=252mm, b =36 mm,
¢ =15 mm

d) D =7V2k, k=2dm, a = 10dm, b = 6 dm,
c=16dm.

dy = 5k, k = 16cm, a = 48cm, b = 64 cm,
c=192 cm.

a= 12k, b=3k, c =4k, 0 =192k*, k= 5cm,
a=60cm, b=15cm, c=20cm, D =65cm.

12cm, 30 cm, 48 cm.
a=12k, b= 16k, c =21k, dy = V122 + 162 =
20k. P=420k*, k=2, a=24dm, b = 32dm,

¢c=42dm.

a)B:%:24cm2,v:b,V:Bv:24-6=

144 cm?®

by vi—(L.2.8) =9 v pe—s.y, =
1=\222)7"~ %"~ L=

e _ 360 em?

a_x\/§ x_2_a_2\/§a P—xa—zﬂaz
273 3 T -3

2 30

r‘my = 150w, 2rmy = 60w, v = —, r = Scm,

0 = 1107 cm?.

a) V=48r b)V=32r ¢) V=10x.

Vivadra = 640 cm® , Vyglika = 42210 = 1607 cm’® =

502.4 cm?> . Ostalo je 137.6 cm? .

Osnovni brid vece prizme je a, visina v. Promjer
o . a .. .

baze valjka je a,paje r = 2 Dijagonala baze manje

2r a
rizme je 2r, tj. alx/f =2r,a = — = =2,
p J g 2 5
2y
Vyece : Vmanje = 5 = 231,

|AB| = rv/2 =5v2cm, P = |AB| - v = 40v/2 cm?.
Vvaljka = 5779 = 225m em® = 706.5 cm® , Vprizme =

2
6.2 V3 -9 = ? 3cm’® = 584.57 cm®, Wyaljka =

1.2086Vprizme . Vedi je za 20.86 % od volumena priz-
me.
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m RJESENJA ZADATAKA

8. Geometrijska tijela — piramida i stozac

I Rjesenja 8.1 IINEEGN

1.

2.

10.

a) Cetverostrana piramida
¢) Sesterostrana piramida

b) trostrana piramida
d) peterostrana piramida.

baza broj broj broj
piramide = pobocki ~ bridova strana
trokut 3 6 4
cetverokut 4 8 5
Sesterokut 6 12 7
osmerokut 8 16 9
n-terokut n 2n n+1

a) Osnovni su: AB, BC, CD, AD. Poboéni su: VA,
VB, VC, VD.

b) Osnovni su: AB, BC, CA. Pobocnisu: VA, VB,
VC.

¢) Osnovni su: MN, NP, PR, RS, SM . Pobo¢ni su:

VM, VN, VP, VR, VS.
d) Osnovni su: UV, VZ, ZT, TU. Poboéni su:

CcU, CV,CZ, CT.

2
a)v2:b2—<“ 2) ,v=2cm b)v=4ddm.

a) b = {/v2— — = 36cm

0b=22dn d) b=4m.
2
a) %:bz—vz,a:480m,B:a2:2304cm2

b) B = 256 dm>.

b) b = 16cm

[

a) v| = <g> =24 cm
b)v1:l6dm.
@ 2
a) v, = v2+<§> =26 cm
b) vi = 10dm.
2
a) (g) =1 —v}, a=24cm
b) a = 60 dm.

1 Rjesenja 8.2 NN

7. a).
a 2 ay

8. a)v%:v2+<§),v1:8cm,PA:71:
48cm?, B = a* = 144cm?, O = B+ 4Pp =
336 cm?> b) O = 116160 mm?>.

9. a) 0=5760cm*> b) O =7680dm?>.

10. a) 0O=1344cm> b) 0 =2944cm>.

11. a) 0 =340cm?, b) O = 192 cm?.

178

12.

2
%:v2+(%> , v =26cm,

0=a2+2av1 = 1440 cm”.

B:az,a:20cm,v

2

13. 2B=P,2d* =2av|,a=v,. Iz v%:v2+ (g)
shjedla =v +aZ %az—v2 a= % =8cm.
P =y +dra22, b :4\/§cm.
14. Da.
15. Smanyjit ¢e se dva puta.
Rjesenja 8.3 NG
1.
B v 1%
120cm?>  7cm 280 cm®
8 dm? 6 cm 1.6 dm’
42 mm? 0.5 mm 7 mm>
100cm*> 60cm 2000 cm’
81cm?> 270dm  72.9 dm®
36 m? 12 m 144 m3
75cm?  05dm  12.5cm’
a) 6400 cm’®  b) 114048 cm’.
3. a)v=40cm, V= 64200 cm’
b) v==6cm, V=256cm’.
4, v=32.
5. a)V=47040cm® b) V= 2563—‘/5 cm’.
6. a) V= 3200cm3, b) V = 153600 cm> .
7. V=129cm’
8. v= M
. 15V2 W3 153
9. b=I15cmia=——"cm,v=—=—"cm
3[ 2 2
1 _ 1125 e
=-B. :
V=3 4
10. 0= 1296dm2, V =1728dm’.
1. v= %Bm = %a% = 1782cm’, af = 1782 =
43.33, g =12cm.
242 .12 2304
12. = = 3. — .
Vv 2.304 cm m 1000000
2800 = 6.45 kg . Polira se plast ukrasa. P = 2av) =
2.24 . 12\/_ = 8.12dm?. Poliranje kosta 406.08
kuna.
13. v=75cm.
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14.

Pirawida ima dvije-baze jednu bazu. Svakaj se
piramidi volumen raguna pomoéu formule
v=2gy ako je B stalna velitina, tada su
veligine v 1 v proporcionalne. Ako je volumen v
stalan, tada su velitine % i v propereionalne
obrnuto proporcionalne. Ako u pravilngj
Zetverostrangj piramidi osnovni brid poveéamo
dva puta, a visina ostane jednaka, tada ée se
volumen povedati dva puta.

I Rjesenja 8.4 NN

1.

2.

10.
11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

ayv=6,r=4 b)yv=24,r=10
Or=4,v=4/3 d)r=5,v=>5.
a)v=8,r=6,s=10
b)v=12,r=5, s=13.

r 3cm 1.6dm 8cm 110cm 1m

vy 4cm 30cm 6cm 6m 24 dm

s Scm 34cm 1dm 610cm 26 dm

s =r+2, 5 =72 4+12, (r+2)2 = 72 + 36,
r2+4r+4:r2+36,4r:32, r=_8cm.

s:2r:36cm,r:18cm,v:ﬁzlsx/}

2
s =18 cm,
2r =52, Vv
r=9v2cm,
v=r,t. s ’ s
v:9\/§cm. 450 459
2r
S s =14 dm,
V= % =7 dm,

P= % :7\/§dm.
r=4cm, v:4\/§cm.

r=7cm, v= 14\/§cm.

a) O = r(r—+s) = 160r cm? b) O = 2772w cm?.

Iz O = *n + ras slijedi ros = 0 — P,

2

077:76, s =24cm, v = Vs2—r2 =+/320

7

8\/§cm,P:rn’s,P:384n’cm2.

o=2rm, r = < = 64cm, s = 128cm, O =
21

ra(r+s), O = 122881 cm?.

0 = 19271 cm?.

X g . . . . .. ST,
Cetvrtina kruZnice polumjera s ima duljinu > i

5§ =

; % = 2rm,
r:Z:4cm. O =rn(r+s), O=80mcm?.
l;%~216°:2rn,s:200m,0:3847rcm2.
v=48cm, s = 12v/41 cm.

r=6cm, O=301.44 cm>.

to je jednako opsegu baze stoSca, tj.

I Rjesenja 8.5 NI

1.

QO Noa bk

10.

11.
13.
14.

a) O=24rn, V= 12n
¢) O =200, V = 320¢

b) O = 9%m, V = 961
d) r=4, v=4V3,

O =48m, V:643—\/§7r
a) V= %Bv: 1?—8ncm3 b) V = 131.2 dm®

a) r = V2 — 2 = 6cm, V= %rznv = 7687 cm®
b) r =52 — 2 =0.8mm, V= 0.03847r mm°> .

0 = 7687(3 + v/10) cm?, V = 122887 cm® .
v=192cm, V = 6407 cm’ .

r=42dm, V = 423367 dm’.

a) V=800r b)V=768r.
1000v3 5
= wem’.
3
_ 2
0:r27r+r7rs,pajes:0ﬂ:”:28,v:

Vs?2 —r2=8y10cm, V = %rzn'v = 384+/107 cm® .
Volumen vagona je V = 1.6°7-18.75 =487 m?>, a

1
volumen jedne hrpe pijeskaje Vp = 54271?1.8 =9.6m

Vv
m?. Vo= 5. Potrebno je pet hrpa pijeska.

P
V =2250/67. 12. 3376 cm’.
V=942m>=942hl. U hrpi je 70 650 kg pSenice.
13 Gasa. 15. a)ic).

I Rjesenja 8.6 NN

1.

a) 0= 4727 = 256w cm?, V = %ﬁn cm®
b) O = 0.647 dm?, V = 0236  4m?3

¢) 0=rmdm?, V= éndm3

d) O=97mcm?, V=45rcm’.

10976 3
T cm

a) r=14cm, O = 7847‘ccm2, V =
b) r = 12.4 dm, O = 615.047 dm?, V = 2542.167 dm° .

a) O = 41T, r:,/g, r=2cm,
4w

b) r=12dm, ¢) r=14cm.
a) O =47, r=12cm, V:§r377::230477:cm3
b) V = %ndm3 ¢) 36mem® d) V = 2887 cm’.
P=r’m, r=8cm, V= ;—1r37r: —20487rcm3.
a) r =2cm b) r = 10 cm ¢) r = 0.6dm
d) r=4dm.
- 8 5 1 2.4
- 2561 1007 4r 23.041

2048 500 4

—_— — = 18.432
. 3 T 3 b3 37t 8.432m
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m RJESENJA ZADATAKA

. 9 6 4 4. o)

- 324 144w 200.96

. 972w 2887w ?n

a4’ = gr%, r=3.
9.
1 6. a) BCC;, CDD;, A1B1C; b) A1B,C; .
7. a) ABC, BCC1 s A131C1 s AA1D1
b) A,AD, B1BC.
1 =Vr2—d>=+/612— 112 = 60 cm, 8. a) AB, AC, AD, BC, BD, CD, AB|, ACy,
P = rir=3600m cm’. A\Dy. BCy, BiDy, Ci\D|  b) AD, AD, AA;,
10. o=2rnm, ry =8cm, ¥ =d*+r}, r=10cm, lgl;l’ DR o WAL BHE B, L, C, E
) 45 4000 1
O =4r'mr=400m, V = W= == 9. Ima vise nadina spajanja. ABC i A|B;, BCCj i
1 2 ) r_, DDy, CDD; i AA;, ABB; i CC.
- TR=MRL, T=AL =5 = 10. Ne, ako je usporedan s jednom, onda mora biti uspo-
d— /12 — r% — 82— 42 = /48 = 4\/3 cm. redan s joS§ jednom.
5 ) 11. ayDa b)ne ¢)ne.
3 5 . a) Sijeku se b) mimoilazni su ¢) usporedni su
13. 0=7200 cm~, V = 1440007 cm” . d) mimosmijerni su.
14. 0=4n=256mem?, V= 23 =208 o3, 14. a) AC, AD, AC,, AD,, BC, BD, BC;, BD;,
3 3 CC,, CDy, DC,, DD;. b) AjA, A\B, AC,
15. p— o _ 2727 — 226.08 m2. A1D, A|Cy, A1Dy, B1A, BB, B\C, B\D, B|Cy,
2 BD; .
16. 827.67kg. 16. a) BCD, A;B,C; b) BCC,, ADD, .
17 a) V= ﬁncmS b) V = 2881 dIIl3. 19 a) AA] s BBl ) CC1 ) DD1 b) AB, DC, A]Bl 5
3 D C;.
20 a) ABBl 5 CDDI 9 BCC1 5 ADDI 9 ACC1 9 BDD1
I Rjesenja 8.7 I b) ABC, DCC,, AB\C), ABBy, CB\D, BC,D; .
21. a),b),d).
1. a)lJedan, AB. b) Beskona¢no mnogo. . . - -
£ I Rjesenja zadataka za ponavljanje B

2. a) Akosu te tri tocke kolinearne, tj. na jednom pravcu,
onda postoji beskona¢no ravnina koje sadrze te tocke.

Ako nisu na jednom pravcu, onda postoji samo jedna 1. a@aDiF,GHiC b)EiF,DiH,GiA.
ravnina. 5. a=8cm, v=3cm, vi = Scm; a = 40cm,
b) Ako su sve Cetiri tocke na jednom pravcu, tada pos- v=2lcm, v =29cm; @ = 16cm, v = 15cm,
toji beskona¢no ravnina kroz njih. Ako su tri tocke na vi = 17cm.

jednom pravcu, a Cetvrta je izvan pravca, tada postoji a) B=1800dm> b) B=1152m’.

tri tocke ne leZe na jednom pravcu, one odreduju jednu

6.
samo jedna ravnina koja sadrzi sve 4 tocke. Ako neke 7. a) v =6/3cm  b)v =4m.
ravninu i tada ako Cetvrta tocka pripada toj ravnini, 8

a)vi=34cm b)v; =6m.

tada sve 4 tocke pripadaju jednoj ravnini. Ako Cetvrta 9. a)P=672v/2cm?* b) P=112y/2dm’.
tocka ne lezi na toj ravnini, tada ne postoji ravnina koja 10. P = 260 dm?. 19, »= 8 mmm.
sadrzi sve 4 tocke. 12. a=2v79dm. 13. v =15cm.
3. 2
14. 0=336cm".
15. 0= (364 36v3) cm?, V =36v2cm’.
16. a=6v2m.
17. Povrsina krova je poboje piramide i iznosi 44.77 m? .
Potrebno je 538 komada crjepova.
18. V= 144dm’. 19. V:S;—zcmS.
20. V= 32 cm?.
a) Tosu BCD, BCCy, ABB; . 3
b) Tosu D|CB;, D1DA, D,C,C. 21. ayr=6,v=28,5s=10
180
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22.

23.
24,
25.

26.
28.
30.

32.
33.

34.

35.
36.
37.
38.
39.
40.
42.
44.
46.
47.

48.

49.

¢c)r=8,v=15,s=17
d)r=20,v=21,s=29
Nijedna nije mreza. U prvoj je duljina luka manja od

opsega kruga, a u drugoj je krug postavljen na krivo
mjesto.

ayr=2,5s=5 b)yr=15,5s=398
a)s=vVr2Z+s2=15cm b)s=17cm.
a) r:m:0.8cm,2r:16cm
b) r =11 dm, 2r = 22 dm.

v==6cm. 27. v=45dm
y=2lcm. 29. P=128mcm’.
0 =80.79 cm?. 31. r=36.32cm.
26 26
r:?cm,v:? 35cm.
s =2r uvrstimou O = r(r+s). O = rx(r+2r),

0 = 3r271', te je 2= 2 = 36, r = 6cm,
3

s=12cm, v:6\/§cm.

P
P =rns, s = — = 80mm = 8cm, v =
rm >
Vs2—r2 = +/55cm ~ 742cm. P, = r2v =

3v/55 ~ 22.26 cm?.

r=4cm, O =8n(2 +/13) cm?.
r=12cm, O = 487(3 + v/10) cm?.
v=40cm, s = lox/ﬁcm.
s=8,0=103.62.
r=17,0="Tr(7++193), P=TnV193.

V = 25607 cm® . 41. Vv =79380cm’.

V =722/3n cm’. 43. Istinite su a), ¢)i d).
y=27m 45. P = rms = 424.12 cm?.
3:1.

a) To je valjak na kojem je stozac. V = 51m.

b) To su dva stosca sa zajednickom bazom.

350
V="
3 T

a) Tijelo je nastalo spajanjem tocke i pravilne cetvero-
strane piramide po jednoj bazi.
1
V:63+§~62~4:264cm3.
b) Tijelo je nastalo spajanjem valjka i stoSca.

V:32n~7+%'32n’~4:75ncm3.

a) Tijelo je nastalo spajanjem dviju Cetverostranih pi-
6°V3 2
1 = 72+/3 mm’.

b) Tijelo je nastalo spajanjem dvaju stoZaca.

0=2-6-1-10 = 120r mm>.

ramida po bazi. O = 8 +

RjeSenja jednostavnih zadataka i

3.

S =

Osnovni bridovi u pravilnoj piramidi moraju biti jed-
nake duljine, a ovdje to nisu.

a) a:3\/§cm b) V =24 cm?.

v=10cm.

a)r=6,v=8,s=10

7.
8.

9.

10.
11.

12.

13.

b) r=5,v=12, s = 13.

r=6dm.
3 cm 6 m 10 cm 9m
4 cm 8 m 24 cm 12 m
5 cm 10 m 26 cm 15 m
15rcm?  60mm?  260mm? 1357 m?
24mem? 96w m®  360mcem’ 2167 m?
2rem®  96mm® 800w cm® 3247w m?
v=5cm, V= 2407 cm?® .
P=0—-B=700m>.
v = 10cm, O = 384 cm?.
a)v=14cm b)P=112cm®> ¢ V= 35384 cm’.

1
Ne. Volumen pijeska je 3"

4
27r-v:?nz4.19m3,a

volumen kamiona je 1.5-2-0.5 = 1.5m>.

Rjesenja slozenijih zadataka [l

a\/§ 23
h=——,V==h.
2’ 3
Pia2 3 7(13\/6
37 18
NASV ~ NA'S'V, |AS| @ |A'S'| = v ¢ VS|
a =3 cm. Povriina je 9 cm*.
2\/_
a3 avy . 9 NG
0=6- 1 +6-TpaJev1—§. V—T
V:McmS.
4
r=3cm.
a
rZE,V:a,Vkocke:Vsto§ca:12:7T-

X| X

2x

6

6:x=v:(v—2x), x=24cm, V=27.648m cm?.

rp:r=((v-—735)

5
1V, = cm
8

) 1P =

v—35

5}

D

2
3
s;/_n, 0= —n+

0:P=(3+2/3):(2V3).
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baza piramide, 126
baza prizme, 90
baza stoSca, 135
baze valjka, 108

¢isto periodic¢ni decimalni broj, 6

dijagonalni presjek kvadra, 99
diraliSte kruznica, 68

elementarni ili jednostavni dogadaj, 31

izvodnice stoSca, 135
izvodnice valjka, 108

kamate, 28

kocka, 92

koeficijent sli¢nosti, 56
komplement (dopuna) skupa, 17
kompozicija preslikavanja, 76
kugla, 141

kupovni tecaj, 24

kvadar, 92

mimoilazni pravci, 147
mimosmjerni pravci, 147
mjesoviti periodi¢ni decimalni broj, 7
mreZa piramide, 129

mreZa prizme, 91

negativan smjer, 72
nemogué dogadaj, 33
n -terostrana piramida, 126

obrat Talesova poucka, 53
okomitost pravca i ravnine, 147, 148
okomitost ravnina, 148
oplosje kvadra, 101

oplosje geometrijskog tijela, 101
oplosje kocke, 101

oplosje kugle, 142

oplosje piramide, 129

oplosje prizme, 106

oplosje stosca, 137

oplosje valjka, 111

opsezi sli¢nih trokuta, 63

os stoSca, 135

os valjka, 108

osni presjek stosca, 136

osni presjek valjka, 109
osnovka piramide, 126
osnovka prizme, 90

osnovka stoSca, 135

osnovni bridovi piramide, 126
osnovni bridovi prizme, 91
otplata, 28

period, 6

piramida, 126

plast stosca, 135

plast valjka, 108

plosne dijagonale kvadra, 98
pobocje piramide, 126
pobocje prizme, 91

pobocka prizme, 90

pobocni bridovi piramide, 126
pobocni bridovi prizme, 91

polozaji dviju kruZnica u ravnini, 67
poucci o sli¢nosti trokuta, 60
pozitivan smjer, 72

pravilna Cetverostrana piramida, 127
pravilna Cetverostrana prizma, 99
pravilna piramida, 126

pravilna prizma, 91

presjecnica ravnina, 146

pretperiod, 7

prizma, 90

probodiste, 145

prodajni tecaj, 24

proporcija, 44

proporcionalne duZine, 51

prostorna dijagonala kocke, 95
prostorna dijagonala kvadra, 98

razmjer, 44
rotacija, 72

sekanta, 69

sfera, 141

siguran dogadaj, 33
sjeciste kruznica, 68

skup iracionalnih brojeva I, 13
skup realnih brojeva R, 16
sli¢nost mnogokuta, 57
sli¢nost trokuta, 56

slozeni dogadaj, 31
slucajni dogadaj, 31
slu¢ajni pokus, 31

stoZac, 135

Talesov poucak o proporcionalnim duzinama, 52

tangenta, 69

unutarnji ¢lanovi razmjera, 44
uplata, 28

usporednost pravca i ravnine, 145
usporednost ravnina, 146
uspravna prizma, 90

uspravni valjak, 108

valjak, 108

vanjski ¢lanovi razmjera, 44
visina piramide, 126
visina prizme, 91
visina stoSca, 135
visina valjka, 108
vjerojatnost, 31
volumen kocke, 104
volumen kvadra, 104
volumen piramide, 132
volumen prizme, 106
volumen stosca, 139
volumen valjka, 112
vrh piramide, 126

vrh stoSca, 135

Zagreb, travanj 2021.
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