1 Realni brojevi

>>> Sto éu naugiti?
* opisati princip matematicke indukcije te ga primjenjivati u raznovrsnim problemima
eizreci i tumaciti binomni poucak te navesti primjere njegove primjene
e opisati potrebu za proSirenjem skupova brojeva te opisati skupove N, Z, Q,RiC
eracionalne brojeve prevoditi iz decimalnog prikaza u razlomke i obrnuto
* navesti i obrazlagati aksiome polja realnih brojeva
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_ REALNI BROJEVI

Pripremi se za gradivo koje slijedi, rijesi pripremne zadatke koji se nalaze u elektroni¢kom dijelu udzbenika. u

Broj je osnovni pojam matematike. Tijekom dosadasnjeg
skolovanja upoznali smo temeljna svojstva skupa prirod-
nih brojeva N, cijelih brojeva 7., racionalnih Q irealnih
brojeva R. Najjednostavniji medu njima svakako je skup
prirodnih brojeva. Na pocetku ovog poglavlja istaknut
¢emo neka dodatna svojstva ovog skupa. Pokazat ¢emo
zatim kako se krenuvsi od skupa N dobivaju sloZeniji
skupovi brojeva. Detaljnije cemo obraditi svojstva cije-
lih brojeva zbog njihove vaznosti u racunalnoj znanosti,
svojstva realnih brojeva jer se na njima zasniva matema-
ticka analiza, disciplina koju ¢emo proucavati u nastavku,
kao i svojstva kompleksnih brojeva zbog njihove vaznosti
u primjenama.

m Zbrajajudi redom neparne prirodne brojeve, dobit cemo

1 =1
1+3 =22
14345 =32
1434547 =4

1+3+54+74+9 =5

Jesu li ovi rezultati samo slucajna podudarnost ili ¢emo ovim postupkom
uvijek dobiti kvadrat prirodnog broja? Smijemo li zakljuciti da vrijedi

1+3+5+74...=n"?

n pribrojnika

Postavljajuci ovu tvrdnju, uporabili smo induktivni nacin misljenja koji partiku-
larne rezultate generalizira na opéenitu situaciju.
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Zbrajajudi potencije broja 2, dobivamo

1 =1=2'-1
il 49 =3 =22-1
1+2+4 =7=2-1

[ 49 o R =S = — |

Na temelju ovih rezultata napiSi formulu za zbroj prvih n potencija broja 2.
No, je li ta formula tocna? Provjerit ¢emo to kasnije.

Za polinom
1
P(x) = (184x — 110x* + 55x° — 10x* 4+ x°)

vrijedi P(1) = 2, P(2) = 4 =22, P(3) =8 =23, P(4) = 16 = 2%,
P(5)=32=2%.

Koliko je P(6) i P(7)? Sto se moZe pretpostaviti za vrijednost P(n) za bilo
koji prirodni n?

u DEDUKTIVNO | INDUKTIVNO ZAKLJUCIVANJE

Dva su osnovna nacina logickog zakljucivanja: deduktivni i induktivni.

U deduktivnom se pristupu krenuvsi od op¢ih spoznaja izvode istinite ¢injenice u nekom konkretnom slucaju.
Primjerice, zakljucivanje tipa — svi su ljudi smrtni; Petar je ¢ovjek, dakle, Petar je smrtan — primjer je
deduktivnog zakljucivanja.

Ovakav je nacin zakljucivanja korektan: krenuvsi od istinitih pretpostavki (premisa), uvijek dolazimo do
istinitog zakljucka (konkluzije). Njegov je nedostatak Sto zakljucujuéi ovako ne mozemo doci do novih, dotad
nepoznatih opcenitih spoznaja.

U induktivhom pristupu polazimo od ¢injenica koje vrijede u nekom konkretnom primjeru i na temelju toga
zelimo zakljuditi o istinama koje vrijede u opcenitijoj situaciji. Primjerice: Ivan, Petar i svi ostali ucenici u
razredu nizi su od 2 metra. Dakle, svi muskarci nizi su od 2 metra.

Ovaj je zakljucak ocito neistinit. Pritom nije vazno $to je dobivena konkluzija neistinita, nepravilan je nacin
razmisljanja. Sljedece je razmisljanje jednako tako logicki nepravilno, bez obzira na to $to upucuje na istinitu
konkluziju: Ivan, Petar i svi ostali ucenici u razredu nizi su od 20 metara. Znaci, svi muskarci nizi su od 20
metara.

Tako moze dovesti do pogresnih rezultata, metoda induktivnog zakljucivanja mocno je i ponekad jedino
sredstvo u otkrivanju istinitih ¢injenica.

Princip matematic¢ke indukcije zahtijeva pretpostavke koje omogucavaju da konkluzija uvijek bude istinita.
Tako se temelji na induktivnom nacinu razmisljanja, sam princip spada u deduktivne metode.
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m Usporedimo po veli¢ini brojeve n* i 2. Koji od njih je veéi?

n 2" n?
n=1 2 1
n=2 4 4
n=23 8 9
n=4 16 16
n=>5 32 25
n==~6 64 36

Nakon pocetnih prevrtanja izgleda da dominiraju brojevi u stupcu 2". Zato
moZemo postaviti hipotezu koja ovisi o prirodnom broju n:

T(n): Vrijedi 2" > n* zasvaki n > 5.

U ovim uvodnim primjerima nastojali smo primijeniti induktivni na¢in misljenja
da bismo dosli do opcenite hipoteze. Primijetite da u Primjeru 3. pretpostavka
P(n) = 2" nije istinita jer ne vrijedi veé za n = 7.

Sad trebamo nauciti kako mozemo dokazati one hipoteze koje jesu ispravne. To
¢emo udiniti rabeci princip matematicke indukcije.

Princip matematicke indukcije

Princip matematicke indukcije

Ako neka tvrdnja vrijedi za prirodni broj ng i ako iz pretpostavke da
vrijedi za prirodni broj n slijedi da ona vrijedi i za sljedeci broj n + 1,
tada ona vrijedi za svaki prirodni broj n > ny .

u 333 333 331

Broj 31 je prost. Broj 333 331 je prost.
Broj 331 je prost. Broj 3 333 331 je prost.
Broj 3 331 je prost. Broj 33 333 331 je prost.
Broj 33 331 je prost.

Sto mozemo zakljugiti? Svi brojevi kojima je posljednja znamenka jednaka 1, a sve ostale su jednake 3, prosti
su brojevi. No je li to uistinu tako? Je 1i 333 333 331 prost?
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Zbog jednostavnijeg dokazivanja pojedine korake u zakljucivanju matematickom
indukcijom nazivamo posebnim imenima. Tvrdnju o kojoj je rije¢ oznacujemo s
T(n), ona ovisi o prirodnom broju n.

Dokaz matematickom indukcijom provodi se u tri koraka.

Dokaz matemati¢ckom indukcijom

Zelimo dokazati istinitost neke tvrdnje T(n) koja ovisi o prirodnom
broju n.

i) Baza indukcije. Trebamo provjeriti da tvrdnja vrijedi za po&etni
broj ny, tj. da je T(ng) istinita tvrdnja.

i) Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj
n, tj. pretpostavimo da je T(n) istinita tvrdnja.

iii) Korak indukcije. Dokazimo da uz tu pretpostavku tvrdnja vrijedi
izabroj n+1,¢t.iz T(n) slijedi tvrdnja T(n + 1).

Tad je tvrdnja T'(n) istinita za svaki prirodni broj n > ny .

Primijenimo ovaj princip na dosad razmotrene primjere.

Dokazimo da vrijedi
1+3+54+7+...=n’

n pribrojnika

Posljednji pribrojnik, 7 -ti neparni broj, ima zapis 2n — 1. Trebamo dokazati
da vrijedi

1+34+54+...+2n—1)=n% (1)
za svaki prirodni broj n. To je tvrdnja T(n).

1. Baza indukcije. Provjerili smo da je formula (1) istinita za prvih pet
vrijednosti broja n. (Dovoljno je provjeriti istinitost za n = 1.)

2. Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da je formula (1) istinita za
prirodni broj n.

3. Korak indukcije. Dodajmo zbroju s lijeve strane sljedeci ¢lan. Iskoristi-
mo pritom pretpostavku indukcije:

Dobro posloZene domine prva 143+5+...+2n—1)+C2n+1)=n*+(2n+1) = (n+ 1)~
Su asocryjacya za princip mate-
maticke indukcije. =n’
Vidimo da tvrdnja vrijedi i za broj n + 1. Zato ona vrijedi za svaki prirodni
broj.
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Dokazimo da za svaki cijeli broj n > 0 vrijedi
14244+, 42" =2"_1. (2)

Pocetna vrijednost smije biti broj ny = 0.
1. Baza indukcije. Za n = 0 relacija (2) glasi 1 =1 i T/(0) je istinita.

2. Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da je jednakost (2) istinita, tj. da
vrijedi T(n).

3. Korak indukcije. Koristeci pretpostavku za sljedeci zbroj, dobivamo
e Dabdide A2 27 L 90 = (@1 — [ = 271
:2_2n+1_1:2n+2_1
— oD+l _

Posljednja jednakost je upravo tvrdnja 7'(n+ 1). Dakle, ona je istinita, pa po
principu matematicke indukcije zakljucujemo da je tvrdnja istinita za svaki
cijeli broj n > 0.

Koriste¢i matematicku indukciju pokazimo istinitost formule
_n(n+1)

1+2+...
+24...+n 7

(3)

Tvrdnja T(n) koju Zelimo dokazati glasi: formula (3) vrijedi za svaki pri-
rodni broj n.

1. Baza indukcije. 7(1) vrijedi jer u zbroju s lijeve strane imamo samo
jedan Clan, a desna strana iznosi 1:

2. Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n:
formula (3) je istinita.

3. Korak indukcije. Dodajmo lijevoj strani jednakosti sljedeci pribrojnik i
iskoristimo pretpostavku indukcije:

nn+1) n?4+n+2n+2
2

1+24+...+n+(@n+1)= +(n+1)= 5
—_——

iskoristimo 7'(n)

:n2+3n+2:(n+1)(n+2) (n+1)[(n+1)+1].

2 2 - 2
Dobili smo formulu istovjetnu formuli (3), s n + 1 umjesto n. To znaci
da tvrdnja vrijedi za broj n + 1, dakle, T(n + 1) je istinita tvrdnja. Prema
principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki prirodni broj 7.
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Zadatak 1. Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi

12423434+, . +nn+1)= w

U ovim smo primjerima s pomocu matematicke indukcije dokazivali razlicite
identitete. No, ovaj princip snazno je sredstvo za dokazivanje razlicitih tvrdnji iz
prakticki svih grana matematike. Pokazat ¢emo kako se s pomocu principa ma-
tematicke indukcije dokazuju neke nejednakosti, problemi s djeljivoscu brojeva,
neki geometrijski teoremi i sl. U nastavku ¢emo u dokazu izostavljati ponovno
navodenje pretpostavke jer to nije potrebno. Dovoljno je provjeriti bazu i dokazati
korak indukcije.

Djeljivost brojeva

Dokazi da je n® + 2n djeljiv s 3, za svaki prirodni broj .
< Za n =1 imamo n® + 2n = 3 pa je baza indukcije istinita.

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja za broj n i zamijenimo n s n+ 1:
m+1>34+2m+1)=n*+30° +3n+1+2n+2
=’ +2n) +3(n* +n+1).

Prema pretpostavci indukcije prvi je pribrojnik djeljiv s 3, pa je i €itav izraz
djeljiv s 3. Time je dokazan korak indukcije.

L Dokazimo da je broj 4" + 15n — 1 dieljiv s 9 za svaki prirodni broj 1.
& Za n =1, broj 18 je djeljiv s 9.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n. Tada se moZe napisati

4"+ 15n — 1 =9%
za neki prirodni broj k.

Provjerimo istinitost tvrdnje za broj n + 1.
4 L 15(n+1) — 1 =4[4" +15n — 1] — 450+ 18
= 9(4k — 5n + 2).
Ovaj je broj djeljiv s 91 tvrdnja je dokazana.

Zadatak 2.  Dokazi:
1) Broj 9! 4 8n — 9 djeljiv je sa 16 za svaki prirodni broj .

2) Broj 3" - 51 + 23 djeljiv je s 13 za svaki prirodni broj n.

Zadatak 3.  Dokazi daje (22" — 1) djeljiv s 3 za svaki prirodni broj 7.
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Dokazivanje nejednakosti

m Dokazimo da vrijedi

2" > p? zasvakin > 5.

< Za n =5 tvrdnja glasi 2° > 52, §to je istina.

Sad trebamo dokazati istinitost od 7'(n + 1):
2+ S (n 4 1)2.
Tijekom dokaza koristit ¢emo pretpostavku indukcije. Imamo
2"t =2.2" > 0%,
Da bismo dovrsili dokaz, moramo provjeriti da za n > 5 vrijedi
2n* > (n+1)%
Pokazimo da za svaki n > 3 vrijedi
2= n*+3n>nt+2n+1=(n+1)>%
Time je dokaz zavrSen.

Zadatak 4.  DokaZi matemati¢kom indukcijom

2" > n? + 4n, zasve n > 6.

m Dokazimo nejednakost

1 35 2n—1< 1
2 4 6 7 Van+ 1

. . 1 r ...
‘ Za n = 1 nejednakost se svodi na — < —, Sto je istina.

2°3

Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za prirodni broj n. Tada je

1 35 2n—1 2n+1 1 2n+1  V2n+1
246 T2n 2+l Vil 2m+D) 2mtD)
Sada je dovoljno dokazati da vrijedi

2n+1 1

< .
2(n+1) ~ V2n+3
Ova je nejednakost ekvivalentna s
V2n+1-v2n+3 < 2n+2.

Nakon kvadriranja i sredivanja dobiva se istinita nejednakost 0 < 1. Time
je korak indukcije dokazan.
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(Bernoullijeva nejednakost) Za svaki prirodni broj n i svaki realni broj
h > —1 vrijedi

(14+h)" > 1+ nh. 4)
Pritom jednakost vrijedi samoza n =1 iliza h = 0.

Za n =1 lijeva i desna strana su jednake, pa tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo
da (4) vrijedi za prirodni broj n. Sad imamo:
(L4 )" = (14 n)"(1+h)
> (1 +nh)(1+h)
= 1+nh+h+nh’
> 14 (n+ 1)h,

itvrdnja vrijediizabroj n+1. Prema principu matematicke indukcije tvrdnja
vrijedi za svaki n. (Na kojem je mjestu koriStena pretpostavka 2 > —17?)

u OPASNE RIJECI: UVIJEK, NIKAD

Istinitost neke tvrdnje 7'(n) za poCetne vrijednosti prirodnog broja n ne
daju nikakvu garanciju o tome Sto ¢e se dogadati ubuduce.

Polinom ¢ije su vrijednosti prosti brojevi. Promotrimo vrijednost izraza

P(n) = n® +n + 41 za nekoliko prvih vrijednosti prirodnog broja n.
Dobivamo brojeve 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97. .. — svi su oni prosti brojevi.
Moze li se zakljuéiti da ée P(n) biti prost za svaki prirodni broj n ?

Odgovor je: ne! Za n = 41 broj ocito nije prost jer je svaki pribrojnik
djeljiv s 41. Nije niti za n = 40 jer je P(40) = 412, Ali jest za sve
prirodne brojeve manje od 40.

Ovaj primjer neispravnog induktivnog zakljucivanja dao je Euler.

Kvadrat prirodnog broja. Promotrimo sljedecu tvrdnju: broj 910> + 1 nije potpun kvadrat niti za
jedan prirodni broj n. UvrStavanjem broja n u ovaj izraz uvjerit ¢emo se da je tvrdnja istinita za
n=1,2345,...,100,...,1000.... Mogli bismo neoprezno zakljuciti da je ona istinita za svaki 7.
Zapravo, ova ¢e tvrdnja biti istinita za sve brojeve n manje od 12055735790 331359447442 538767 .

Medutim, za taj n izraz 991n> + 1 je kvadrat broja 379 516 400 906 811 930 638 014 896 080 .

Zanimljivo je da se moZe dokazati do postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n takvih da je 991n> + 1
potpun kvadrat.

Kojih je prostih brojeva vise? Prost broj veci od 3 ne moZe biti oblika 3k, pa je oblika 3k + 1 (nazovimo
ih “plus prosti”) ili 3k — 1 (nazovimo ih “minus prosti”’). Kojih prostih brojeva ime vise? Brojimo li redom
medu prvih stotinu, uvijek ima vise (ili jednako) minus prostih. Isto vrijedi za sve sljedece proste brojeve,
koliko god nam rac¢unalo dopusta traziti. Mogli bismo zakljuciti da minus prostih uvijek ima vise. Medutim,
pri prostom broju 608 981 813 029 situacija se mijenja i plus prosti preuzimaju vodstvo na neko vrijeme. To
¢e se vodstvo ubuduée izmjenjivati. Mogli bismo rec¢i da minus prostih ima prosjecno jednako mnogo kao i
plus prostih brojeva.
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u PARADOKSI VEZANI ZA MATEMATICKU INDUKCIJU

Paradoks nenajavljenog ispita. Ucenici 4. a razreda imaju sat matematike u svakom danu u tjednu, Profesor
Matki€ je u petak najavio: sljedeci tjedan piSemo kontrolni ispit. Necu vam reci koji ¢e dan to biti, ispit ée
biti nenajavljen i necete znati u koji ¢e se dan odrzati. Zato se spremite ¢im prije!

Nakon kratke panike, za vrijeme odmora, Stipe, najbolji matematicar
u razredu, objavio je sljedeée: Nemojte panicariti, ispit se nece odrzati
sljedeci tjedan. Reci ¢u vam zaSto. On ne moZe biti odrZan u petak
jer bismo u Cetvrtak navecer svi znali da mora biti sutradan, dakle ispit
ne bi bio nenajavljen. Dakle, petak prekrizite! Ispit ne moze biti niti
u Cetvrtak jer bismo u srijedu navecer svi to znali bududi da je petak
iskljucen. E, sad sami zakljucite da ne moZe biti niti u srijedu, niti u
utorak, niti u ponedjeljak!

Razred je bio umiren. Sljedeéi tjedan, u srijedu, profesor Matki¢ pri
ulasku u razred vikne: danas piSemo ispit! Potpuno nenajavljeno i
iznenada.

Sljedeca dva tjedna nitko nije htio razgovarati sa Stipom.

Objasnite, je li on pogrijesio u svom razmisljanju?

Odgovor nije niposto jednostavan. Potrazite komentar ovog paradoksa na internetu, kljucne rijeci paradox,
unexpected exam, hanging paradox ili pitajte vaSeg Stipu za objasnjenje.

Nitko nije bogat. Kad siromah pronade na cesti kovanicu od pet lipa, to ga nece obogatiti. Ako netko nije
bogat, onda ga zarada od 5 lipa neée uciniti bogatim. Prema principu matematicke indukcije, nitko nije bogat.

Tvrdnja pogotovo vrijedi kad kovanicu od 5 lipa zamijenimo onom od 1 lipe, no, kad ste je posljednji put
vidjeli?

Ne postoji hrpa pijeska. Formulirajte analogno zakljucivanje koje doka-
zuje da zrna pijeska nikad ne mogu napraviti hrpu.

Sve su ovcee iste boje. Dokazimo da su sve ovce iste boje indukcijom po
broju n ovaca u stadu. Tvrdnja o€ito vrijedi za n = 1 jer je jedna ovca
ocito iste boje. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n i dodajmo jo$
jednu ovcu u stado. Sad moZemo izabrati dvije skupine s po n ovaca:
{01,02,...,0n} 1 {02,...,0n,0,+1} . Po pretpostavci indukcije, sve ov-
ce u svakoj od ovih skupina iste su boje. Buduci da se neke nalaze u obje
skupine, onda su sve ovce iste boje.

Pronadite pogreSku u ovom “dokazu”! Znali odgovor ili ne, ne dajte da
vas prikljuce ovom stadu!

Svi prirodni brojevi jednaki su nuli! Iako je tvrdnja pomalo neobi¢na, dokazu indukcije moramo vjerovati.
A on ide ovako. Za nenegativni broj n neka je T(n) tvrdnja “n = 0”. Tad je baza indukcije 7'(0) ocito
istinita. Pretpostavimo sada da su 7'(0),..., 7(n) istinite tvrdnje i dokaZimo istinitost od 7'(n + 1). No,
tvrdnja 7'(n) kaze daje n = 0, atvrdnja 7(1) kazedaje 1 =0. Zatoje n+1 =0+0 =0, pajei T(n+1)
istinita. Time je dokaz zavrSen!
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