opisati aritmetiCki i geometrijski niz i
povezati ih s aritmetiCkom i
geometrijskom sredinom

zapisati opéi ¢lan niza
racunati zbroj prvih n ¢lanova niza
opisati geometrijski red

rieSavati probleme iz svakodnevnog
Zivota primjenom aritmetickog i
geometrijskog niza

objasniti velicine koje se javljaju u
kamatnom raCunu

racunati jednostavne kamate za dane,
mjesece i godine i primjenjivati ih u
jednostavnim primjerima iz Zivota

opisati razliku izmedu jednostavnog i
sloZzenog ukamacivanja

racunati konacnu i poCetnu vrijednost
uloga i ukupne sloZene kamate
primjenjivati kamatni racun u primjerima
Stednje i dugovanja



NIZOVI

1.1. Pojam niza

ISTRAZI!

Nastavi niz s bar jos dva Clana:

"AGAAGOAAAOO. .
dua] BN

©) 1,4,9,16,25,36,. ..

Vjerojatno se veéina od vas susrela sa zadatcima ovakvog tipa:
Uoci pravilnost i napisi joS dva ¢lana niza 5,10, 15,20, ...

Ocekivani odgovor za nova dva ¢lana niza je 25 i 30 jer se svaki sljedeci broj poveéavaza 5. U ovom
poglavlju razmatramo matematicku prirodu ovakvih zadataka.

Zamijetimo da je broj 5 prvi ¢lan, broj 10 drugi ¢lan, broj 15 treci ¢lan itd. Stoga mozemo pisati
1—5 2—10, 3~ 15 4—20,...,n— 5n
Ovime smo opisali jednu funkciju ¢ije pravilo ¢e nam omoguciti da otkrijemo koji se broj nalazi na
bilo kojem mjestu u nizu.
Niz

Neka je S neprazan skup. Funkciju a : N — § nazivamo niz ili slijed u skupu S.

Dakle, funkcija a broju n pridruzuje element a(n) koji kratko zapisujemo a, inazivamo n-ti ¢lan
niza.

n—a(n) = a

n

~l . i
n-ti élan niza

Niz jo§ oznacavamo i ovako: (ay), (an)n ili (an)nen -

Skup S moze biti bilo koji neprazni skup: skup brojeva, tocaka, pravaca, funkcija, slova itd. Ovdje
proucavamo situaciju kad je S neki od skupova brojeva: N, Z, Q, R.



1.1. Pojam niza

a) NapiSimo prvih pet ¢lanova niza (a,) ako je a, =2n — 3.
b) Koji je 1000. ¢lan niza?
¢) Je li broj 2020 ¢lan niza?

d) PrikaZimo niz graficki.

a)a=2-1-3=—1,a0=1,a3=3,a4=5,a5=17.

b) ainoo — 2-1000 — 3 =1997.

y
¢) Trazimo prirodan broj n za koji vrijedi 2020 = 2n — 3. Tada 7 i
2023 /]
je n = —— ¢ N. Znadi, n nije prirodan broj pa 2020 nije ¢lan ;
niza /
d) Graf niza je skup uredenih parova (n,2n — 3) (na slici desno 5
su oznaceni bojom). Te tocke leze na pravcu y = 2x — 3. S K
Ponekad se niz graficki prikazuje na pravcu. Zapravo, tada na ‘ ./
brojevnom pravcu crtamo ¢lanove niza, tj. vrijednosti funkcije ' 7
-1 0 /, 4 X
a a as ay as =t , 3
-1 0 1 3 5 7

U prethodnom primjeru niz je zadan formulom, kao $to je i uobic¢ajeno pri zadavanju funkcija.
Opisimo jos jedan nacin zadavanja nizova: rekurzivni.

U takvom nacinu definiranja niza svaki se ¢lan niza odreduje pomocu jednog ili viSe prethodnih
¢lanova. Evo nekoliko rekurzivno zadanih nizova:

Opis rekurzivno zadanih nizova Rekurzivna formula

¢lan niza jednak je dvostrukom
prethodnom ¢lanu niza, pri cemu
je prvi ¢lan niza 17

anzzan—l’
n=2,a =17

¢lan niza jednak je zbroju prethodna
dva ¢lana niza, pri cemu su prva dva
Clananiza 11 1

ayp = ap—1 + a2,
n=z3,a=1,a=1

¢lan niza jednak je produktu triju
prethodnih ¢lanova, pri ¢emu su prva
tri ¢lana niza 2, 3, 5

ap = dy—1 *Ap—2 " ap-3,
n=>4, a1=2,a0=3,a3=5



NIZOVI

Nedostatak rekurzivo zadanih nizova jest u tome da Zelimo li odrediti 7 -ti ¢lan niza, trebamo poznavati
sve prethodne ¢lanove.

Primjerice zelimo li odrediti sedmi ¢lan drugog niza, koji se naziva Fibonaccijev niz, trebamo pozna-
vati vrijednost Sestog i petog ¢lana jer je a7 = ag + as. Za ag 1 as trebamo vrijednost a4 1 as jer je
ag = as + a4, as = a4 + az . 1 konacno, a3 dobivamo pomocu a; i a,. Slijedi,

az=ay+a =2

a=a3+a=2+1=3

as=as+a3=3+2=5

ag=as+as=5+3=38

a7 =ag+as =8+ 5=13.

Racun bi bio mnogo jednostavniji da smo poznavali formulu za n-ti ¢lan niza koja ovisi samo o n, a
ne o prethodnim ¢lanovima, tj. da smo poznavali formulu za op¢i ¢lan niza.

Odredivanje formule za op¢i ¢lan niza moze biti sloZzen problem. Obi¢no na temelju nekoliko prvih
¢lanova niza postavljamo hipotezu kako bi ta formula mogla izgledati, a potom ju dokazujemo.

Odredimo op¢u formulu niza zadanog sljede¢om rekurzijom:

apr1 =3a,—4, neN, a =S5.

Odredimo nekoliko prvih ¢lanova niza i u njima traZimo pravilnost
ap=3a;—4=3-5—-4=11
az=3-a,—4=3-11-4=29
ay=3-29—-4=87—-4=283
as =3-83—-4=249 — 4 =245
ag=3-245—-4 =735 -4 ="731.

Uocavamo:
11=32+2
29=3%4+2
83 =3%+2
245 =342
731 = 3% + 2.

Postavljamo hipotezu da je @, = 3" +2, n € N.

Dokazimo tu tvrdnju.
3.4, —4=3-(3"+2)—4=3.3"4+6-4=3"412=0g,,.
Dakle, zaniz (ay), gdje je a, = 3" +2 vrijedi a,+1 = 3a, —4 §to je upravo zadana rekurzija.



1.1. Pojam niza

Napisi Sest poCetnih ¢lanova niza (a,) ako je

n—1

a,=17n+1 a, =n*—1 a”:n—i-Z a, = log2n.
Napisi n-ti ¢lan niza (a,) ako je
1 2
ap = ,hn=23 aﬂ:|n7n|’n:4
2n+1
/s
an:sin?n,nzll an=vV2+n—+n,n=9.
Grafic¢ki prikazi niz (a,) ako je
a, =2n—73 a, =n*—n a,=2"—1.
Ispisi prva 4 ¢lana niza (a,) ako je
2 sinnr : n =3k
{ W "t patan COSNT : n=23k+1
ap = ap = . =
vn+4: n neparan tgn: n=3k+2keN,
Zaokruzi brojeve koji su ¢lanovi niza a, = n(n +1).
7 2 —3 110
NapiSi prva 4 ¢lana niza (a,) ako je
an
n = dan — 1» =6 n = s =
Ap+1 a, aq Ap+1 an + 1 ag
dn+1=w,a1=2,612=1 pi1 = n a1 =4, a =
3 ap—1

1
Unizu (a,) je a1 =35, a1 = ga,, +2n za n > 1. Koji od ponudenih odgovora je peti ¢lan niza (a,)?

173 1152 25 1173

25 2021 5 125

Ako je a, = 14n + 11, dokazi da je tada rekurzivna formula tog niza a,+; = a, + 14, a; = 35.
Pronadi rekurzivnu formulu niza (a,) ako je a, =7-5".
Koja od ponudenih rekurzivnih formula vrijedi za niz (a,) gdje je a, = 15n —1?

Ane1 = ap — 1 Anie1 = an + 15 apy1 = 15a, — 1 anr1 = 15 —a,

Koju od danih rekurzija zadovoljavaju ¢lanovi niza (a,) gdje je a, = (2n — 1)??

anp1 = (2a,)? ap = ap—1 — 1 Ani1 = ap + 8n an = (a1 — 1)?
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Spoji opéi ¢lan niza (a,) irekurzivnu formulu tog niza

1
an+1:2_—an ap=5-37"
apny1 = 2a, +3 a,=2-2"-3
1
apn+1 = gan a, =2"
n
Any2 = 3a,11 — 2a, ay = ntl

Pronadi formulu za opéi ¢lan niza (a,) koji je zadan rekurzivnom relacijom: a1 = 2a,, a1 = 1.

Pronadi formulu za opdéi ¢lan niza (a,) koji je zadan rekurzivnom relacijom: a, = Ean,l ,n =2,
a) = 7.

. 2, 1 .
Akoje a; = 3 i ay,y; = — odredi formulu za a, .

n

1.2. Aritmeticki niz

U sljedeé¢im poglavljima promatrat ¢emo dva posebna niza: aritmeticki i geometrijski niz.
Aritmeticki niz

Neka je d zadani realni broj. Niz (a,) zadan rekurzivnom formulom
apy=a,+d, n=>1, a €R

naziva se aritmeticki niz. Broj d naziva se razlika ili diferencija niza.

Nekaje d =5 1 a; = 4. NapiSimo prvih 6 ¢lanova tog niza.

a; = 4. Tada je
a=a+5=4+5=9
a=a+5=9+5=14
ag=144+5=19
as=19+5=24
ag =24+5=29.

Uocimo da je (a,) rastuéi niz, svaki sljedeci ¢lan je za 5 veci od prethodnog ¢lana.



1.2. Aritmeticki niz

d=a)+d

dy =g +d
Odredimo op¢i ¢lan aritmeti¢kog niza. NapiSimo rekurzivne do =ds + d
jednakosti za ¢lanove od a; do a, izbrojimo sve te jednakos- +
ti. Nakon dokidanja brojeva ay, as, . . . a,—1 koji se pojavljuju : :
i na lijevoj i na desnoj strani, na lijevoj strani ostaje broj a, , a . d
na desnoj strani a; i pribrojnik d (n — 1) puta. ot =fln— +

ap =gy +d)

ap=a+ (n—1)d

Znadi, a, = a; + (n — 1)d i to je formula za n—ti ¢lan aritmeti¢kog niza iskazana pomocu prvog
¢lana a; irazlike d.

a, =a, + (n-1)d

Zadan je aritmeticki niz (a,) formulom a, = 7n — 2. Odredimo a; i d.

Uvrstimo li n = 1 u pravilo, dobivamo
a=7-1-2=5.
Svaka dva uzastopna ¢lana aritmetickog niza razlikuju se za d, pa ¢emo d odrediti iz
d=ay—a;.Buduéidaje ap =7-2 —2 =12 slijedi da je
d=12-5=1.

Izracunajmo prvi ¢lan a; irazliku d aritmetic¢kog niza ako je a;5; = 607 i aygy; = 8087.

Upotrijebit ¢emo formule za ¢lanove a;s; 1 axp; -
ajs1 = a; +150d, a1 = a; + 2020d.

Uvrstimo li poznate ¢lanove dobivamo sustav dviju jednadzbi s dvjema nepoznanicama a; i
d:
607 = a; + 150d
8087 = a; + 2020d.

RjeSavanjem ovog sustava dobivamo: a; =7, d =4.
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Dokazimo da za aritmeticki niz (a,) vrijedi
ap—1 +a
anzinl n+1, nz?2.
2
Ovo nam svojstvo pokazuje da je n— ti ¢lan aritmeti¢kog niza (za n > 2) jednak aritmetic¢koj
sredini njegovog prethodnika i sljedbenika. Upravo zbog ovog svojstva aritmeticki niz je i
dobio svoj naziv. DokaZimo to svojstvo.

Prema rekurzivnoj formuli vrijedi: a,11 = a, +d.

Iz formule a,, = a,_; + d slijedi a,—; = a, — d. Sad imamo
an—l+an+1:(an_d)"i_(an"i_d):%:a
2 2 2 "

a to je upravo trebalo dokazati.

Zbroj prvih n €lanova

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza jednak je

Sy = g (2a1 + (n — 1)d) .

Prvo izrac¢unajmo zbroj prvih (n— 1) prirodnih brojeva: 14+2+3+...4 (n—1). NapiS§imo

taj zbroj na dva nacina:

S=14243+...+n=-3)+(n—-2)+(n—1)

S=n—1)+@n+2)+...+3+2+1.
Zbrojimo te dvije jednakosti:

2S=n+n+n+...+n+n+n=n—1)n
n—1 pribrojnik
n(n—1
S = 7( 7 )

Ovo je formula za zbroj prvih n — 1 prirodnih brojeva

U izraz za zbroj §,, uvrstimo formule za a;,as,...,a, i dobivamo:
Si=ar+taxt+az+...+a,1+a,
=a+(@a+d)+(a+2d)+...+ (a1 + (n—2)d)+ (a; + (n — 1)d)
=n-a;+d1+2+...4+(n—2)+ (n—1)).
Iskoristimo formulu za prvih n — 1 prirodnih brojeva i dobivamo

din—Dn _ g(2a1 +(n—1)d).

S, = nay + 5



1.2. Aritmeticki niz

Uoc¢imo da se S, moZe zapisati i ovako:
n n n
S, = 5(2611 +(n—1)d) = E(al + (a1 + (n—1)d)) = E(Cll + ay)

i to je druga formula za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza.

(a,+a,) ili s =3 (2a,+(n-1)d)

|
2|5

Zbroj prvih 40 pocetnih ¢lanova aritmetickog niza je 1000, a zbroj sljedecih 40 ¢lanova niza
je —15000. Koliki su a; i d?

Zadano je: S49 = 1000, a4; + ...+ agg = —15000. Zbroj aq; + . . . + agp moZemo zapisati
kao Sg() — S4() pa 1mamo: Sg() — S40 =—15 000, tj. Sg() = —15000 + S40 = —14000.

Koristenjem formule za S,, dobivamo ovaj sustav:

40
1000 = =~(2a1 + 39d)

80
odakle dobivamo: d = —10, a; = 220.

NapiS$i prva Cetiri ¢lana aritmetickog niza ako je

ag=2,d=4 a=3,d=-2 ar=25,d=05.
ZaokruZi brojeve koji su ¢lanovi aritmetickog niza a, = 4n+35.
45 10 405 —35
Odredi op¢i ¢lan aritmetickog niza ako je zadana razlika d i prvi ¢lan:
ag=-2,d=3 ar=5,d=-8 a1:12,d:%.
Spoji opéi ¢lan aritmeti¢kog niza s njegovom razlikom.
a, =4n + 18 a,=5-—2n a, =0.5n—4.3 a, =2n—2.5
d=-2 d=4 d=0.5 2
Uz niz koji je aritmeticki zaokruZi T, a uz onaj koji nije zaokruZzi N.
a,=17n—2 T N b, =n—n? T N
Cn:8*53” N dy=log2n—5) T N
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Koji ¢lan u aritmetickom nizu 25,21, 17, ... prvi ima negativan predznak?

-7 =2 —1 -3
Na kojem je mjestu prvi pozitivni ¢lan aritmeti¢kog niza —110, —80, —50,...?

3. 4. 5. 6.
Odredi ayo; akoje a3 =41d=3.

IzraCunaj prvi ¢lan a; i razliku aritmetickog niza ako je
a12:—85, a16:—117 asy = 118, a100:212

ary = —8, a;s = —2 aigo = 41, axo = 91.

Odredi opdi ¢lan aritmetickog niza (a,) ako je
a = —5, a3 +ag = —66 as +apo = 28, 2a; + 4a;; = 86

ag—ap =8, ay; —ax =12 as-as = 132, ag + ag = 31.
Uz ona tri broja koja su tri uzastopna ¢lana aritmeti¢kog niza zaokruZi T, u suprotnom zaokruZzi N.

18,25,32 T N log40,10g400,10g4000 T N

V5,V14,/23 T N 231 932 933 T N

Odredi one realne brojeve x za koje su dana tri broja tri uzastipna ¢lana aritmeti¢kog niza, ako je:

x+1, %2, x+11 2x+1,x>—1,5x+1.
Izracunaj zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza ako je

ag=2,d=15,n=10 a=9,d=-3,n=90

a=0,d=2,n=20 ar=1,d=4,n=100.

Odredi o kojem se aritmetickom nizu radi u zbroju 1+ 3 + 54 ... + (2n — 1) te dokazi da je
1+3+54+...+2n—1)=n>.

Izracunaj zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza ako je
as =2, ay =142, n =10 as+a9g =26, a1 —az =16, n =20
as+ag =42, as-ag =357, n =15 as:a;=5:11, a4 -ag = 1040, n = 30.
Ako je zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza 1030, a; =4 i d =5, koliki je n?

Zbroj prvih 15 ¢lanova aritmeti¢kog niza je 180, a; = 40. Koliki je zbroj drugog i sedmog ¢lana niza?

—4 52 24 60

Spoji jednadZbu s njezinim rjeSenjem.

1+3+5+...+(2n—1) =169 20
2—5—1+..+(41-9) _ 16 10
447410+...4+3Bn+1)=175 -
n—2)+m—4)+...+ (n—40) = -20 13

10



1.3. Geometrijski niz

Geometrijski niz

1.3. Geometrijski niz

Neka je g zadani realni broj, ¢ # 0. Niz (a,) zadan rekurzivnom relacijom

dnp+1 = qdy,

n=l1,

a; € R

naziva se geometrijski niz. Broj g naziva se kvocijent ili koli¢cnik geometrijskog niza.

Nekaje ¢ =2 i a; = 5. Napisimo prva 4 ¢lana geometrijskog niza (ay).

a; =5 paje

ay=gqa; =2-5=10
az=qa, =2-10=20
as = qgaz = 2 - 20 = 40.

Uocimo da je

a, as
as - a

a
a

=49,

tj. kvocijent dva uzastopna ¢lana geometrijskog niza jednak je g.

Kao $to smo radili kod aritmeti¢kog niza, i ovdje ¢emo odrediti op¢i ¢lan geometrijskog niza.

Pretpostavimo da je a; # 0, te napiSimo po-
mocu rekurzije ¢lanove aj,...,a,. Pomno-
zimo li sve te jednakosti dobit ¢emo s lije-
ve strane produkt azas...a,_1a,, a s desne
strane q”‘lalaz ...a,—1. Nakon skracivanja
preostaje a, = ¢"'a; itoje formulaza n—ti
¢lan geometrijskog niza.

az = qai
as = qaz
a4 = qas

an—1 = qgan—2

ap = qdn—1
¢2 ¢3 ﬁn—lan = qn_lal ¢2 ¢3 %n—l
an=q"'a

11





