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Teorija brojeva na natjecanjima

Teorija brojeva grana je matematike koja istrazuje svojstva pr
lih brojeva.

nih i cije-

ekad se naziva
ickoj znanosti.

Ona je jedna od najstarijih i sredi$njih grana matemati
kraljicom matematike zbog svog vaznog poloz matem
Temeljni pojam teorije brojeva je djeljivost. L

Zadatci iz teorije brojeva sastavni su di
prvi susret ucenika s dokazima, op¢i jevimd, poopcavanjima, obra-
tima tvrdnji, osnovama matematig

Skolama ne bavi tim temama,
rima pokuSati pojasniti osnovne poj-

Buduc¢i da se redovna nastav
ovdje ¢emo na jednostavni

Pitagorejci

1.1. Br ula

Brojeve 1, 2, 3... nazivamo prirodnim brojevima. Skup svih prirodnih
brojeva oznacavamo s N.

N={1,2 3...}
Broj 0 nije prirodan, nego je cijeli broj. Skup cijelih brojeva u §kolama se
udi u Sestom razredu.
Buduci da broj 0 ima veliku vaznost, uvodi se skup koji sadrzi sve prirodne

brojeve i broj 0.
No={0,1,2 3...}
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Nula je i jedna od 10 znamenaka kojima se koristimo za prikaz brojeva.

Vazno je znati da je nula paran broj. Razlog tome je taj §to kada broj 0
dijelimo s brojem 2, ne¢emo imati ostatak.

Primjerice, ako 0 jabuka dijelimo na dvoje djece, svatko ¢e dobiti 0 jabuka
i pritom nece biti ostatka.

U Nula je paran broj.

0:2=0

@)
Promotrimo $to se dogodi kada nulu dijelimo s nekim irodnim
brojem.

0:3=0 0:15=0 0:100

Primijetimo da nikad necemo dobiti ostatak akljuc¢ujétno da je 0 dje-
ljiva sa svim prirodnim brojevima.

U Nula je djeljiva sa svakim priro

O

é i Koliko djelitelja ima broj

@)
1.2. Zna rzeg rjesenja
Ne Zuriti njem, ve¢ razmisliti i primijeniti steceno znanje i tako
brze do¢i'd® rje§enja. Pogledajmo iduci zadatak.

5. razred Jesensko kolo 2021./2022. 30 bodova 34 %

Koji je od navedenih izraza najveci?
A 312-239-194 B 201-312-202
C 282-165-312 D 165-311-282

Rjesenje. Zadatak moZemo rijesiti racunski tako da izracunamo sva
cetiri dana umnoska i onda vidimo koji je najveci.
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Medutim, Zelimo odgovoriti na pitanje u zadatku a da ne izracunavamo
dane umnoske.

Poredajmo faktore u svakom umnosku po veli¢ini i ozna¢imo dane umno-
Skesa, b, cid.

a=194-239- 312
b=201-202-312
c=165-282-312
d =165-282 311

Usporedujuci faktore, vidimo da brojevi ¢ i d imaju dva jedfiaka faktora
(165 i 282), pa je jasno da je broj ¢ veci od d jer mue tréi preostali

faktor 312 veci od treceg preostalog faktora brOJa 1je@l1.
c
165 - 282 - 312 2 31
312 > 311 ¢
c>d

S obzirom na to da u zadatku traZimo@ajvecimnozak, broj d viSe ne

moramo gledati

Brojevi a, b i ¢ imaju jedan fakt nak, pa o njihovom poretku

odlucuju preostala dva fakto reostale umnoske i oznac¢imo

ih s ai, bl i C1l.
a=194-239- a=2312-a; a; =194 -239
b=201-202, =312- by b1 =201 - 202
c=165- c=312-¢ c1 =165-282

Budu¢i da u

tora, izracuna

nosScima ne vidimo nikakvu vezu izmedu fak-

201-202 165-282
402 330
3 000 1320
+ 1552 + 402 + 330
46172 40602 46530

Dobili smo da je ¢c1 > a1 > b1, pa je od tri dana umnoska najveci
posljednji.
Vrijedi: ¢ > a > b.

Primijetimo da ne znamo gdje se broj d nalazi u tom nizu, ali to nam za
odgovor u zadatku i nije vazno.

Tocan odgovor je C.
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1.3. Sto se podrazumijeva, a §to trebamo provjeriti
i dokazati

Cest je slu¢aj da je ucenik uvjeren kako je na natjecanju to¢no rijesio
zadatak, ali se pokaze da to nije tako. Najcesc¢i razlog tomu je taj Sto
ponudena ucenicka rjeSenja nisu kompletna i nedostaju im pojasnjenja.

Pogledajmo dva primjera.

Koliko postoji neparnih dvoznamenkast rojeva k@ji su nepo-
sredni sljedbenici viSekratnika broja 5 i zb naménaka im je pa-

ran?
nije potpuno rjeSenje uno rjesenje

® po ja)Znamenka visekratnika
j ili 5

nik viSekratnika broja 5 ima
sljednju znamenku 1 ili 6

posljednja znamenk
toga broja treba bi
buduci da taj broj treba biti neparan,
njegova posljednja znamenka je 1

e s obzirom na to da je znamenka
jedinice neparna, a zbroj znamenaka
paran, zaklju¢ujemo da znamenka

tosub 11, 31, 51, | desetice treba biti neparna
71191

e dvoznamenkasti brojevi koji na mjestu
jedinice imaju 1 i zbroj znamenaka im
je paran su 11, 31, 51, 711 91
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Odredite posljednju znamenku 101. broja u nizu 3, 9, 27, 81...

nije potpuno rjesenje potpuno rjeSenje

e svaki iduci ¢lan niza nastaje
mnoZenjem prethodnog ¢lana s 3

3,9, 27,81, 243, 729... |* 3,9, 27, 81, 243, 729...

e znamenke na mjestu jedinice 3, 9, 7, 1
ponavljaju se

e ponavljaju se 4 zname

L e buduci da trazimo z enkWjedinice
101 4=25 101. ¢lana, podijelimo s 4
e101:4=25

amenki 3,9,7, 1, a

posljednja znamenka je 3| bu dobili ostatak 1,

vljanju), tj. znamenka 3.

Na ovim primjerim mo istaknuti ¢injenicu da se niSta ne podra-

zumijeva i da sva cak treba argumentirati i pokazati kako smo
do njega dos o/neke korake pri zaklju¢ivanju napravili samo u
glavi, a nismo iWga na papir, to ¢esto dovodi do toga da nemamo
potpuno atka. Kao potpuna rjeSenja napisali smo ona koja
su najkra uMBjima je obrazloZena svaka tvrdnja. Primjere je moguce
rijediti i na drugi nadin, a da rjesenje i dalje bude potpuno. Sto

imamo vece znanje matematike, imamo i viSe ideja kako neki zadatak
mozemo rijesiti.

Ako ne obrazlozimo svaki zaklju¢ak, onda nase rjeSenje nije pot-
puno.
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1.4. Koliko rjesenja trebamo naci

Iako tekst zadatka da naslutiti da postoji samo jedno rjesenje, to ne mora
biti tako. Pogledajmo primjer.

Nadite dvoznamenkasti broj koji se jednako cita slijeva i zdesna i
djeljiv je s 4.

Nakon procitanog teksta zadatka odmah se sjetimo
ocito zadovoljava oba dana svojstva. Iako tekst
broj” i mi smo nasli broj 44, to ne znaci da zadatak
Uvijek se podrazumijeva da trebamo profac
zati da uopce nema rjesenja.

Svojstva u zadatku zadovoljava i broj
to da osim ta dva zadatak nema dru

To bismo mogli napraviti ovak
Ako je broj djeljiv s 4, on jefpar

Dvoznamenkasti
zdesna su: 22,

22=5-4+2 66 =16-4+2 88=22-4

Brojevig2 u djeljivi s 4.

asti brojevi koji se jednako ¢itaju slijeva i zdesna
vifsu s 4 su 44 i 88.

Iako nam je pitanje u zadatku zadano u jednini (“nadite broj” ili
“koji broj” ili sl.) to ne znaci da postoji samo jedno rjeSenje. Po-
drazumijeva se da nademo sva moguca rjesenja ili dokazemo da ih
uopcCe nema.
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1.5. Pogadanje rjesenja

Prilikom rjeSavanja pojedinih matematickih zadataka moguce je naslutiti
ili pogoditi rjeSenje zadatka. Da bi zadatak bio matematicki korektno
rijeSen, treba napraviti sljedece:

* rjeSenje koje smo naslutili trebamo provjeriti i pokazati da je zaista

rjeSenje
* iako smo pogadanjem nasli jedno (ili viSe) rjeSenja #a€atka, to ne
znaci da su to sva rjeSenja i da osim njih ne postgjepdr
* ako osim pogodenih rjeSenja zaista ne postojé{druga,§o trebamo
dokazati.
oot o - o
ogledajmo jedan jednostavan primjer. Q
Za koje znamenke a i b takve < b vrijedi da im je zbroj
jednak 6?

Zapi§imo danu jedna

Pazljivim prom ne jednakosti moZemo lako uociti da ju

brojevi a &0 i ovoljavaju.
Provjerimo.
a+b==06
0+6=6

2 K

Dakle, nasli smo jedno rjeSenje, ali time nismo rijesili zadatak.
Takoder, brojevi a =1 i b = 5 zadovoljavaju uvjete zadatka.
1+5=6
Sada ve¢ imamo dva rjeSenja, ali da bi zadatak bio rijeSen do kraja,
moramo otkriti sva rjeSenja ili dokazati da osim nadenih ne postoje
druga.
Brojevi a = 2 i b = 4 su jos§ jedno, trece, rjeSenje zadatka.
2+4=6
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Sada nam je ve¢ jasno da zadatak, osim nadena tri, nece imati viSe
rjeSenja, ali to moramo obrazloZiti.

To bismo mogli napraviti ovako.

PrikaZimo sve mogucnosti kako broj 6 moZemo zapisati kao zbroj
dviju znamenaka.

6=0+6=1+5=2+4=3+3=4+2=5+1=6+0
Od sedam nacina samo prva tri zadovoljavaju svojstvo da je prvi
pribrojnik manji od drugog.

Time smo dokazali da osim nadenih triju rjeSenja n tojejdruga.

Kada smo pogadanjem nasli jedno (ili visé€)'gjeSenja@zadatka, to ne
znaci da su to sva rjeSenja i da osim nji 0s ruga. Ako osim
pogodenih rjeSenja zaista ne postoj trebamo dokazati.

Uvrstimo a = 5 u danu nejednakost.

5+x>9
x>9-5
x >4

Buduci da je x prirodan broj, zakljucujemo da je x € {5, 6, 7...}.
Najmanji prirodni broj x koji je rjeSenje nejednadzbe je 5.
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5. razred Zimsko kolo 2022/2023. 30 bodova | =8% |

Koji je najmanji prirodni broj x rjeSenje nejednadzbe a + x > 9 za
svaki prirodni broj a takav da je 0 < a < 4?

A 6 B 5 C 4 D 9

Rjesenje. Pogledajmo najprije §to vrijedi za a.

a je prirodni broj i 0 < a < 4 pa slijedi da @ moze biti 1, 2,8jili 4.
Uvrstimo sve moguce vrijednosti broja a¢ u zadang n i odre-
dimo prirodni broj x.

a=1 a=2 a= ® -4

1+x>9 24+4x>9 3 + 9 4+x>9
x>9-1 x>9-2 x>9-3 x>9-4
x>8 x>7 x>6 x>5

xe{9 10,11...} xe{8 xe{7,8 9...} xe{6, 7, 8...

ce sve nejednadzbe vrijediti. Brojevi 9, 10,

Trazimo najmanji x
ejednadzbi. Najmanji medu njima je broj 9.

k
11... rjeSenja sus i

Tocan odgovor

5. raz Proljetno kolo 2022./2023. 30 bodova | 8% |

Koji je najveci prirodni broj x rjeSenje nejednadzbe a + x < 8 za
svaki prirodni broj a takav daje 1 < a < 5?

A 6 B 4 C 3 D 7

Rjesenje. Pogledajmo najprije §to vrijedi za a.
a je prirodni broji 1 < a < 5 pa slijedi da a moze biti 1, 2, 3 ili 4.






