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4.

TITRANJE

4.1. Titranje

Harmonijsko titranje

Titranje je periodicno gibanje oko ravnoteznog polozaja. Periodi¢no gibanje je
gibanje koje se ponavlja nakon odredenog vremenskog intervala, tzv. periode.
Najjednostavnije titranje je tzv. harmonijsko titranje, tj. titranje koje uzrokuje
harmonijska (elasti¢na) sila. Uredaj koji izvodi takvo titranje naziva se har-
monijski oscilator. Harmonijska sila je proporcionalna pomaku iz ravnoteznog
polozaja:

F = —ky.

Pomaknemo li oprugu iz ravnoteznog polozaja stiskanjem ili rastezanjem, ona
izvodi titranje oko tog polozaja. Svaki pomak od polozaja ravnoteze nazi-
vamo elongacijom (y), a najve¢i pomak od ravnoteznog poloZaja nazivamo
amplitudom (yo). Masu opruge zanemarujemo. Takoder pretpostavljamo da
nema sile otpora koja bi gusila titranje. Konstanta opiranja opruge biljeZi se
slovom k.

Opruga ¢e poceti titrati bilo da ju stisnemo bilo da ju rastegnemo, dakl
dovedemo energiju tom sustavu. Nakon nekog vremena, koje nazivamo p
riodom (T'), ovjeSeno tijelo ponovno se vraca u prvobitni polozaj, pa titranje
pocinje ispocetka. Naime, titranje pocinje iznova kad se tijelo vrafi cku s
istim polozajem i istom brzinom (po iznosu i smjeru). Umjesto
mozemo titranje opisati frekvencijom f. Frekvencija titranja j
pro¢noj vrijednosti perioda titranja (f = 1/T).

sta

pomak ;

0ji se sastoji od mase ovjeSene o oprugu
koji drugi sustav koji titra pod utjecajem
harmonijske sile nazivamo harmonijskim oscilato-

vremenu 7:

Ovisnost elonga

0

%

y=yosin(wt+0). 7

Ovisnost brzine u 0 vremenu ¢:

brzina

u=ypwcos(wt+0).

elongacija
=
8

oV

172 37/4 T

N

/s
Ovisnost akceleracije @ o vremenu #: [\M
2 .
a=-yo0”sin(wr +6) 0 T4 T2 34T
gdje je @ =27/ T kutna brzina ili Cesto zvana kruzna a/ms™
frekvencija. Argument trigonometrijske funkcije, e
dakle kut (@z + 0), nazivamo fazom titranja. Kut 0 je § V\]
pocetna faza u trenutku ¢ = 0. Ovisnost tih veli¢ina o B >
vremenu prikazana je na crtezima. Period titranja dan 35 t/s
je jednadzbom:
0 7/4 72 37/4 T

m
T=2m/—.
k
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TITRANJE

Dva bitna ¢imbenika uzrokuju harmonijsko titranje:

1. postojanje povratne sile, odnosno sile koja djeluje prema ravnoteznom polozaju i linearna ovisnost te sile o
pomaku iz ravnoteznog polozaja F = —ky

2. dio sustava koji titra mora imati tromost (inerciju) da bi pri prolasku kroz ravnotezni polozaj nastavio giba-
nje.

Energija titranja

Potencijalna energija u polju harmonijske sile:
mo® , .,
E, = — Yosin (0t +06).

Kineticka energija:
2
(0]
Ex = mTy%cosz(a)t +0).

Ukupna energija:

Jednostavno njihalo

Jednostavno njihalo sastoji se od tijela (kuglice) ma esenog o nit duljine /. Masu niti zanemarujemo
prema masi kuglice koja je ovjeSena o nit.

(Ep )maks (Ep )maks
E=0 E=0
kuglice pretvara u kineti¢
halo u idealnim uvjetiaag

gdje je [ duljina njihala, a g akceleracija sile teze.

Priguseno titranje

Sva tijela, kad ih izvedemo iz ravnoteznog polozaja, uno-
se¢i energiju u sustav poc¢nu titrati, ali se ipak nakon nekog
vremena zaustave zbog savladavanja sila otpora. Gotovo u
svim procesima u prirodi prisutno je rasipanje (disipacija)
energije. Amplituda titranja zbog procesa disipacije pos-
taje sve manja i manja. S glediSta mehanike proces rasipa-
nja energije moze se opisati uvodenjem dodatnih sila tzv.
sila otpora (trenja) kojima okolina djeluje na tijelo koje se
giba.

VA
A

Postoje slaba i jaka gusenja.
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Pri slabom gusenju omjer susjednih amplituda je gotovo stalan broj. Taj omjer nazivamo faktorom slabljenja
(dekrement) i oznaavamo znakom J:

Ay
An+1

gdje je n=1,2,3,... broj amplitude A. 1z gornje jednad?be vidimo da je 6 > 1. Svaka sljede¢a amplituda je
manja § puta od prethodne. Kod slabog gu$enja slijed amplituda predstavlja niz brojeva koji su sve manji i
manji i teze nuli.

6:

Kod jakog gusenja osim §to je dekrement & vedi, pa se i amplituda brze smanjuje, period titranja T postaje
sve veci jer tijelu treba vise vremena da ponovi jedan ciklus titranja. To znaci da je frekvencija f manja od
frekvencije kod neprigusenog titranja. Ako indeksom nula oznacimo veli¢ine kod nepriguSenog titranja, a bez
indeksa velic¢ine kod prigusenog titranja, tada vrijedi:

T>To;  f<foo  O<.

U praksi veliku ulogu igra tzv. kriticno guSenje. Naime, mnogi instrumenti i uredaji (npr. kazaljka galvanometra,
amortizer automobila) moraju biti upravo tako izvedeni da zadovoljavaju uvjete kriti¢ gusenja, tj. da se za
Sto krace vrijeme vrate u ravnotezni polozaj.

Faktor dobrote Q: Stupanj priguSenja mozemo opisati i pomocu energij@titrafya: tor@gbrote ili Q-faktor
omjer je energije i smanjenja energije po jednom titraju:

rgija. PriguSeno titranje ima ve-
liku primjenu. Ponekad je prigusenje pozeljno (npr. kazalj ortizer), a ponekad nije (elektri¢ni

Prisilno titranje

Ako oscilator titra pod utjecajem vanjske
tranja sustava nakon nekog vremena p
porcionalna je amplitudi prisilne sil
Istaknimo posebno slucaj kad uzbudn

nazivamo prisilnim. Opcenito ¢e frekvencija ti-
ekvenciji prisilne sile. Amplituda prisilnih titraja pro-
vlastitoj frekvenciji sustava fj i o frekvenciji prisilne sile f.
riblizno jednaku frekvenciju kao uzbudivani sustav:

f= o

Taj sluc¢aj nazivamo rez cl if6cmu se s uzbudnog sustava prenosi maksimalna energija na uzbudivani
sustav.

Zbirka zadataka iz fizike - lll. DIO




TITRANJE — ZADATCI

4.2. Titranje — zadatci

1. Kad na oprugu ovjesimo tijelo tezine 20 N, njezina duljina iznosi 40 cm. Ako na istu oprugu ovjesimo
tijelo tezine 10 N, njezina duljina je tada 35 cm. Kolika je konstanta elasti¢nosti opruge? Kolika je duljina
neoptere¢ene opruge?

2. Tijelo ovjeseno na oprugu titra harmonijski kruznom frekvencijom 0,5 rad/s. Amplituda titranja je 0,8 m.
Napisite jednadzbe ovisnosti elongacije y, brzine u i akceleracije ¢ o vremenu ¢ ako se u trenutku ¢ = 0
tijelo giba iz ravnoteZznog poloZaja u pozitivnom smjeru y-osi.

3. Ako tijelo harmonijski titra amplitudom od 4 cm, koliki put prijede tijekom jednog perioda?

4. Jednadzba titranja tijela dana je izrazom:
T T
=0,02sin| -+ —
y sm( St+ )

(sve jedinice su u SI sustavu, dakle metrima i sekundama). Odredite:

a) amplitudu b) kruznu frekven
c) maksimalnu brzinu d) maksimalnu akcele
e) pocetnu fazu.
y/m
5. Elongacija tijela koje harmonijski titra u ovisnosti o
vremenu prikazana je na slici. Odredite amplitudu
titranja yo, period 7, kruznu frekvenciju titranja @ )

i fazni pomak 6y. Opcenito, jednadzbu titranja, od-
nosno ovisnost elongacije y o vremenu ¢ zapisuje
kao y = yosin( ot + 6). Napisite jednadzbu titra
jednadzbe za brzinu i akceleraciju tijela u oy
vremenu.

t/'s

6. Crtez prikazuje tijelo mase m ovje§ . Oprugu rastegnemo za 5 cm i pustimo titrati pa ono titra

periodom 2 s.

S

A 1
I
S
5cm
-
5cm
C

a) Napisite jednadzbu titranja tijela y = f(¢) ako se u trenutku ¢ = 0 tijelo nalazilo u to¢ki B te se gibalo
prema tocki A:

b) Napisite jednadzbu titranja tijela y = f(¢) ako se u trenutku ¢ = 0 tijelo nalazilo u tocki A:

c) Napisite jednadzbu titranja tijela y = f(z) ako se u trenutku = O tijelo nalazilo u tocki C:

d) Brzina tijela je najveca na mjestima ozna¢enim tockama:
e) Akceleracija tijela je najveca na mjestima oznacenim tockama:

f) Kineticka energija tijela je najvec¢a na mjestima oznacenim tockama:

g) Potencijalna energija je najveca na mjestima oznacenim tockama:

Zbirka zadataka iz fizike - lll. DIO 5
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Amplituda harmonijskog titranja je 30 cm, a period 2 s. U trenutku 7 =

Tijelo mase 0,4 kg ovjeSeno o oprugu titra frekvencijom 2 Hz i amplitudom 20 cm.

a) Napisite jednadzbu titranja, odnosno ovisnost elongacije o vremenu, ako je u trenutku ¢ = 0 tijelo bilo
u ravnoteznom poloZaju i gibalo se u pozitivnom smjeru y-osi. Nacrtajte graf y = f(7).

b) Napisite jednadzbu titranja ako je u trenutku 7 = 0 elongacija tijela bila —20 cm. Nacrtajte grafy = f(¢).

c) IzraCunajte brzinu tijela kad prolazi kroz ravnotezni polozaj.

d) Napisite jednadzbu za brzinu titranja tijela u ovisnosti o vremenu za slu¢ajeve a) i b). Nacrtajte grafove
u=f(1).

e) IzraCunajte brzinu tijela kad je od ravnoteznog polozaja udaljeno za 10 cm.

f) Napisite jednadzbu za akceleraciju tijela u ovisnosti o vremenu za slucajeve a) i b). Nacrtajte grafove
a=f(1).

g) IzraCunajte ukupnu energiju koju ima titrajni sustav.

h) Izracunajte najvecu silu koja djeluje na tijelo.

i) U kojem polozaju tijelo ima najvecu brzinu, a u kojem najvecu akceleraciju? Koliki je omjer akcele-
racije i brzine tijela u svakom trenutku? Mijenja li se taj omjer tijekom vremena?

j) Koliki je omjer akceleracije i elongacije tijela u svakom trenutku? Mijenja @i’se taj omjer tijekom
vremena?

k) Nacrtajte graf ovisnosti brzine titranja u o elongaciji y, tzv. u = f

u smjeru +y. Kolike su vrijednosti elongacije, brzine i akceleracije u tren t=T/12?

Tijelo ovjeSeno na oprugu izvuc¢emo iz ravnoteznog polozaja 0cmi p;sti o titrati. Na kojoj ¢e uda-
ljenosti od ravnoteznog polozaja:

a) brzina tijela biti jednaka polovici najveée brzine

a) Napisite ovisnost elongacije, brzine i akcel tijel@ o vremenu ako se u trenutku 7 = 0 tijelo nalazilo
u ravnoteznom polozaju i gibalo u jéru y-osi.

b) Napisite ovisnost brzine tijela o

Period titranja harmonijskog os j s. Odredite najkrace vrijeme potrebno da se tijelo koje titra
udalji od ravnoteznog poloZaj

a pfema jednadzbi y = 0,32sin(7,4¢) (sve jedinice su u SI sustavu). Odre-

ijalnu energiju tijela kad je ono udaljeno 0,26 m od ravnoteznog polozaja.
Koje veli¢ine harmonijskog titranja u amplitudnom poloZaju imaju najvecu vrijednost?
1. brzina 2. akceleracija 3. clasti¢na sila 4. kineticka energija 5. potencijalna energija

a) samo5i3 b) samo 2,315 c) samo 114 d) samo 5 e) sve

Tijelo mase 1 kg pri¢vrsceno je na horizontalno polozenu oprugu konstante opiranja 120 N/m. U trenutku
t =0 tijelo udarimo tako da se opruga sabija. PoCetna brzina tijela je 3 m/s. Zanemarite li trenje, odredite:

a) period i frekvenciju titranja b) amplitudu

c) najvecu akceleraciju d) ukupnu energiju.

Opruga na koju je ovjeseno tijelo mase 0,4 kg titra frekvencijom 3 Hz. Kolika ¢e biti frekvencija titranja
opruge kad je na nju ovjeseno tijelo mase 0, 1 kg?

Elasticnu oprugu prenesemo na planet gdje je ubrzanje sile teze jednako polovici ubrzanja na Zemlji
(g=gz/2). Period titranja opruge bit ¢e u usporedbi s periodom titranja na Zemlji

a) nepromijenjen b) dva puta veci c¢) dva puta manji
d) Cetiri puta veéi e) detiri puta manji.

Zbirka zadataka iz fizike - lll. DIO
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.
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Kad je na oprugu ovjeSena masa m, ona titra frekvencijom 0,8 Hz. Ako toj masi dodamo uteg od 0,5 kg,
tada opruga titra frekvencijom 0,4 Hz. Koliki je iznos mase m?

Opruga na koju je ovjesen uteg titra tako da ucini 45 titraja u minuti. Sto treba uginiti s masom utega da
bi sustav titrao s 30 titraja u minuti?

Kad na elasti¢nu oprugu ovjesimo uteg, duljina opruge iznosi 2 m. Izvedemo li oprugu iz ravnoteznog
poloZaja, ona Ce titrati periodom 0,62 s. Kolika je duljina opruge ako na nju nije ovjeSen teret? (g~
10 m/s?)

Tijelo titra harmonijski. Kad je elongacija tijela 4 cm, njegova brzina je 3 cm/s, a kad je elongacija 3 cm,
tada tijelo ima brzinu 4 cm/s. Kolika je amplituda, a koliki period titranja?

Duz osi x tijelo harmonijski titra po jednadzbi x = xpsin( @z + 6), gdje je x udaljenost od ravnoteznog
polozaja.

. . . . .. y ..
a) U trenutku ¢ = 0 tijelo se nalazi u polozaju x = +§xo i giba se prema ravnoteznom polozaju.

1
b) U trenutku ¢ = 0 tijelo se nalazi u polozaju x = + Exo i giba se od ravnoteznog p ja. Koliki je iznos

pocetnog faznog kuta 6,?

Jednadzba gibanja tijela mase 10 g koje titra harmonijski je: y =5sin gt + 1

dakle m i s). Odredite maksimalnu silu koja djeluje na tijelo i u u energiju titrajnog sustava.

e jedinice suu S sustavu,

Harmonijski oscilator titra tako da su u trenutcima ¢ = 2,3,
+1 cm.

a) Koliko iznose period, pocetna faza i amplituda kojom

b) Napisite jednadzbu titranja y = f (). YA

Naslici je prikazana ovisnost elongacije y o za onijski A A

oscilator ¢ija se elongacija moze prikaza 0 .
t

Kolika je pocetna faza 6y?

a) 0 ) 7/ ) T d) 37m/2 e) /2

Tijelo mase m ovjeSenoe, o Tijelo malo povu¢emo prema dolje i pustimo. Tijelo pocinje titrati

zbog toga §to:

a) povratna si

b) brzina je ob
c) opruga se nalazi u polju sile teze
d) povratna je sila proporcionalna pomaku iz ravnoteznog polozaja

e) sila je obrnuto proporcionalna pomaku iz ravnoteznog polozaja i ima suprotan predznak od sile teze
koja djeluje na uteg mase m.

Koji graf prikazuje ovisnost brzine u harmonijskog titranja o elongaciji y?

a oy by 4 © d e
v v S= v / v y

Koji graf prikazuje ovisnost akceleracije a harmonijskog titranja o elongaciji y?

a) u b) a c) a d) a e) u
; i y ; Yy : : y ; y (; y
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28. Tijelo titra harmonijski amplitudom 0,2 cm i periodom 0,1 s. Kolika je priblizno najveca brzina tijela
iskazana u ms~' tijekom gibanja?

a) 3,2-107° b) 2,2-107* c) 2,2-1073 d) 1,3-107! e) 5,2-107!

29. Kad Cestica titra harmonijski, vrijedi:

a) akceleracija Cestice i brzina ¢estice u ravnoteznom polozaju su nula

b) akceleracija Cestice i brzina Cestice u ravnoteznom polozaju imaju najveéu vrijednost
c) akceleracija Cestice najveca je u ravnoteznom polozaju, a elongacija je nula

d) u amplitudnom polozaju brzina Cestice je nula, a akceleracija ima najvecu vrijednost
e) u amplitudnom polozaju brzina i akceleracija imaju najvecu vrijednost.

30. Kad Cestica titra harmonijski, razlika u fazi (u radijanima) izmedu elongacije i brzine Cestice iznosi:

a) m/4 b) /2 c) T d) 37/2 e) 0.

31. Kad Cestica titra harmonijski, razlika u fazi (u radijanima) izmedu akceleracije i e Cestice iznosi:

a) w/4 b) 37m/4 c) T d) 3

e

32. Kad Cestica titra harmonijski, razlika u fazi (u radijanima) iz

a) m/4 b) 7/2 c)w

du elongacij

/2 ‘ e) 0.

celeracije Cestice iznosi:

33. Tijelo titra harmonijski amplitudom yy i periodom 7. Tjj
a nakon §to prode vremenski interval Ar = T/8 biva od

a) yo/8 b) yo/V2 c) y ) yo/(2V2) e) (2v2y0)/3.

34. Ako na oprugu ovjesimo teret dva puta anta opiranja opruge:

a) poveca se dva puta a puta c) poveca se Cetiri puta

d) smanji se Cetiri puta epromijenjena.

35.

ikazana ovisnost ukupne energije E tijela koje titra u ovisnosti o
ozajalx. Koji crtez prikazuje tu ovisnost?

c) Za d) z e)

36. Tijelo titra harmonijski po jednadzbi y =y, sin @z. Koji izrazi prikazuju ukupnu energiju sustava?

1 1 Finak 1
1. iky(z) 2. EFmakSy() 3. % 4, Emy(z)a)z
a) svi b) samo 1.,2.14. c¢) nijedan d) samo 1.14. e) samo 2.1 4.
k A
=
37. Na crtezu je prikazana ovisnost harmonijske sile F o pomaku y iz Rz

ravnoteznog polozaja (elongaciji) za dvije opruge razliitih konstanti
elasti¢nosti k; 1 k;. Koja opruga ima vecéu konstantu elasti¢nosti?

elongacija;
ky
ky
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Gibanje tijela niz glatku posudu polumjera zakrivljenosti r od polozaja A do polozaja polozaja B prikazano
je crtezom. Zaokruzite to¢an odgovor.

a) Brzina tijela se povecava, a akceleracija mu se smanjuje. A

b) Brzina i akceleracija tijela se povecavaju.
c) Brzina tijela se povecava, a akceleracija je konstantna. B

d) Ibrzina i akceleracija tijela ne mijenjaju se.
e) Brzina tijela se smanjuje, a akceleracija povecava.

Gibanje tijela niz glatku kosinu od polozaja A do polozaja B prikazano

je crtezom. Zaokruzite tocan odgovor.

a) Brzina tijela se povecava, a akceleracija mu se smanjuje.

b) Brzina i akceleracija tijela se povecavaju. B
c) Brzina tijela se povecava, a akceleracija je konstantna.

d) Ibrzina i akceleracija tijela ne mijenjaju se.
e) Brzina tijela se smanjuje, a akceleracija poveéava.

Tijelo mase m ovjeSeno o tanku dugacku nit duljine / (jednos-
tavno njihalo) giba se iz polozaja A prema polozaju B (crtez).
Zaokruzite to¢an odgovor.

a) Brzina tijela se povecava, a akceleracija mu se smanjuje.
b) Brzina i akceleracija tijela se povecavaju.

c) Brzina tijela se povecava, a akceleracija je konstantna.
d) Ibrzina i akceleracija tijela ne mijenjaju se.

e) Brzina tijela se smanjuje, a akceleracija poveéa

odgovor.

a) Brzina tijela se povecéava, a ak
b) Brzina i akceleracija tijela

eracija povecava.

Tijelo mase m
tavno njihalo)

dugacku nit duljine / (jednos-
oloZaja A prema polozaju B (crtez).

a) Brzina tijela se povecava, a akceleracija se smanjuje.
b) Brzina i akceleracija tijela se povecavaju.

c) Brzina tijela se povecava, a akceleracija je konstantna.
d) Ni brzina ni akceleracija tijela se ne mijenjaju.
e) Brzina tijela se smanjuje, a akceleracija poveéava.

Gibanje tijela uz glatku kosinu od polozaja A do polozaja B prikazano je crtezom. ZaokruZzite to¢an od-
govor.

a) Brzina tijela se povecava, a akceleracija se smanjuje.

b) Brzina i akceleracija tijela se povecavaju.

c) Brzina tijela se povecava, a akceleracija je konstantna. A
d) Ni brzina ni akceleracija tijela se ne mijenjaju.

e) Brzina tijela se smanjuje, a akceleracija povecava.
f) Brzina tijela se smanjuje, a akceleracija je konstantna.
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44. Tijelo harmonijski titra. Na crtezima je prikazana ovisnost kineticke Ey i potencijalne E, u ovisnosti o
udaljenosti od ravnoteznog poloZaja x. Koji crtez priblizno prikazuje tu ovisnost?

a)

45. Tijelo harmonijski titra. Na crtezima je prikazana ovisnost kineticke Ey u ovisnosti o vremenu 7. Koji crtez
priblizno prikazuje tu ovisnost ako se u trenutku ¢ = 0 tijelo nalazilo u ravnoteznom polozaju?

46. Neoptere¢ena opruga ima duljinu s, i konstantu opiranja k. Kad na oprugu
duljina je s;. Ako masu podvostru¢imo, potencijalna se energija poveca za:

1 1
a) zk(sl -50) b) Ek(sl -50)* c) %k(sl -50)* (51 -9)> e) 2k(s;—so).

jesimo tijelo mase m, njezina

47. Kako se promijeni period titranja nekog tijela koje titratharmonijski ako na njega uz harmonijsku silu
djeluje i stalna sila (F = konst.)?
a) poveca se b) smanji s c) ostaje jednaka
d) ne moze se izraCunati

48. Tijelo mase m ovjeSeno o opru;
vremenu za pola perioda?

a)

a a ah a
| M — |
! ! !
0 0 72 0 772 0 12 0 772
49. Ako je ovisnost elongacije y o vremenu ¢ kod harmonijskog titranja prikazana kao na y ‘
slici, koji od grafickih prikaza odgovara ovisnosti harmonijske sile ' o vremenu ¢? 1
]
o T
a b c d e
) ) ) ) L )
} | | | | |
| ot [ i t i | t
‘ 1 1 1 I
0 T t 0 T 0 T 0 T 0 T

50. Na grafu je prikazana ovisnost brzine titranja # o vremenu ¢ za harmo-
nijsko titranje. U kojoj je tocki prikazanoj na vremenskoj osi akcele-
racija tijela najveca?

a) A b) B c) C d) D

10 Zbirka zadataka iz fizike - III. DIO





