KVADRATNA FUMK DA

Nakon ovog poglavlja mo¢i
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KVADRATNA FUNKCIJA

Kvadratna funkcija

ISTRAZI

Kad loptu bacimo uvis brzinom v, tada zbog djelo-
vanja gravitacijske sile formula za dostignutu visinu
glasi

s(r) = —%tz + vt

gdje je ¢ broj sekundi, g = 9.81 m/s>. S pomocu
programa dinamicke geometrije nacrtaj graf funk-
cije s za brzinu v = 10 m/s. Kako se mijenja graf
kad se mijenja v?

Sve funkcije koje se definiraju na skupu realnih brojeva ije vrij sti pripadaju skupu R zovemo
realnim funkcijama realne varijable i piSemo:

f:

Linearnu funkciju u opéem zapisu f (x)
opisan jednadzbom y = ax + b. Sad
Clana, ima 1 kvadratni ¢lan, a zove

o proudili. Graf ove funkcije je pravac
unkciju koja, osim linearnog i slobodnog

vodeci linearni  slobodni
koeficijent koeficijent koeficijent

PRIMJER 1.

a) Izraunajmo vrijednost funkcije f (x) = 2x*> — 4x+ 7 za x = 4.

b) Odredimo slobodni koeficijent funkcije f (x) = —x*> + 5x + ¢ akoje f(2) = 7.

¥ a) Uvrstimo 4 umjesto varijable x:
f(4)=2-42-4.44+7=2-16—16+7 =23.



Kvadratna funkcija 2.1.

b) Za x = 2 dobivamo:
f@2)=-2°+5.2Fc=6Fc.
Izjednac¢imo dobivenu vrijednostsa7: 6 +c=7,teje c=1.

Graf kvadratne funkcije je skup {(x,f(x)) : x € R} i naziva se parabola. Oblikgparabole susre-

¢emo Cesto u svijetu oko sebe. Trkadi automobili, podmornice, zrakoplovi im rednje dijelove
paraboloidne jer je tada otpor zraka (vode) najmanji. Jata ptica u letu i voda u vod u prate oblik
parabole. Putanja kosog hica u fizici je u obliku parabole, a to su sd@mo i . U ovom

poglavlju naucit ¢emo kako crtati grafove kvadratnih funkcija.

Stari most u Siski Neptunova fontana u Arboretumu Trsteno

ZADATCI

1. Kojaje od slje adratna?
a) f( — b) f(x) = —x*+2 o f(x)=5—4dx+x* d)f(x)=2x-3.
2. Ocit ijent€ a, b i ¢ zadanim funkcijama:
1
a) f(x 2x+1 b)f(x)=2x*-3 ¢) f(x) = —x*+3x d)f(x)zixz—x—i—z
3. Izracunaj vrijednosti funkcija £ (x) = x> — 3 i g(x) = —x* + 1 za:
a)x=1 by x=3 c) x=-2 d) x=0.

4. Odredi nepoznati koeficijent funkcije f ako je:
a)f(x)=x>+bx—1,f(1)=-3 b) f(x) =2x* +4x+c, f(2) =21
of(x)=a’+2x-3,f(1)=7 d) f(x)=-2x>+bx—5, f(—1)=10.
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KVADRATNA FUNKCIJA

Graf funkcije f(z) = ax?

Graf funkcije f (x) = x> dobit éemo s pomocu izabranih to¢aka s koordinatama (x,f (x)), gdje je x
neovisna varijabla, a f (x) odgovarajuca vrijednost funkcije (ovisna varijabla). Spojimo li izabrane
tocke, dobit éemo graf funkcije f (x) = x?, koji e biti utoliko to¢niji ukoliko je broj,i
vedi. Dobivene tocke spojimo blago zaobljenom krivuljom. To je parabola s jednadzbom y = x-.

PRIMJER 1.

Nacrtajmo graf funkcije f (x) = x*.

¥ Izaberimo pet brojeva kao x-eve, odredimo vrijednosti fun a te x‘e i smjestimo ih u

tablicu:
X -2 -1 0 1
fx) =x2 4 1 0
Zatim ucrtajmo koordinate dobivenih to¢ atni sus-

tav i nacrtajmo graf funkcije.

a ordinatu
ematici kazemo

e. Uocimo da za x = 0 funkcija poprima najmanju
(0,0) zovemo tjeme ili vrh parabole. Za x < 0 funkcija

Pripadaju li tocke A(3,8), B(—2,4) i C(—5,—25) paraboli y = x*?

‘f Ako neka tocka pripada paraboli y = x?, onda za njezinu drugu koordinatu y mora vrijediti
bas ta jednakost. U tocki A je apscisa x = 3 paimamo y = 3> = 9. Buduéi da je druga
koordinata to¢ke A jednaka 8, a ne 9, zakljucujemo da to¢ka A ne pripada paraboli. U tocki
Bje x = —2teje y = (—2)?> =4 ito je upravo druga koordinata za tocku B, pa tocka B
pripada paraboli. I konaéno, za to¢ku C vrijedi x = —5, y = (—5)? = 25 # —25, §to znaci
da to¢ka C ne pripada paraboli.



PRIMJER 3.

Graf funkcije f (x) = ax?

U istom koordinatnom sustavu nacrtajmo grafove funkcija f(x)

Tablica vrijednosti zadanih funkcija je sljedeca:

x -2 -1 0 1 2

f1(x) = x? 4 1 0 1 4

frlx) =2x* 8 2 0 2 8
1, 1 1

f3(X) = EX 2 E 0 E 2

suZava prema y-o0si.

S obzirom na y-os grafovi su simetricni; x-os dodi
najmanju vrijednost. To¢ka (0,0) je tjeme dani
da ima otvor prema gore. Za x < 0 funkcije
f2, f3 padaju, dok za x > O funkcije ra
podatke o rastu i padu funkcije obi¢no za
u ovakvoj tablici.

PRIMJER 4.

1yyIuegzpn-e|e

—00 0

© N\, 0 /7

(©.¢)

U istom koordinatnom s

filx) = —%xz.

u nac

'E Tablica v ost ih finkcija sada je:
1 2
0o -1 -4
f = — -8 =2 -2 -8

1 1

2

=—= -2 — 0 —= =2

i) = =5 2 2

U ovom su primjeru vodedéi koeficijenti negativni, para-
bola je otvorena prema dolje. Smanjivanjem vodeceg
koeficijenta parabola se suZzava prema y-osi. Za x = 0
funkcija poprima najvecu vrijednost (maksimum).
Za x < 0 funkcije f1, f2, f3 rastu,aza x > 0 X
padaju. Pad i rast opisujemo tablicom:

fa(x)

o grafove funkcija f;(x)

—x2, falx) = =242 i

-3 2 -10 1 2 3 X
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KVADRATNA FUNKCIJA

Zakljucak: Smjer otvorenosti parabole potpuno je odreden koeficijentom a. Naime, vrijedi:

a >0 otvor parabole okrenut je prema gore
a < 0 otvor parabole okrenut je prema dolje.

Q Smijer otvorenosti parabole

y:axz 1 Tmax

a negativan

a pozitivan

|, x

min

4

PRIMJER 5.

Odredimo nepoznate koordinate to¢aka A(—2,y)

1
flx) = Exz.
¥ Kod to¢ke A x = —2 paje f(-2)

PRIMJER 6.

Odredimo

¥ paraboli y = ax?, tada je 50 = a - (—5)2, tj. 50 = a - 25,

¥ Ako tocka )
iaje f(x) = 2x%.

a=2.

PRIMJER

Svako tijelo pri gibanju ima kineti¢ku energiju E koja se

2 g my .. ..
racuna prema formuli £ = - gdje je m masa tijela, a
v brzina tijela.

a) [zracunajmo kineticku energiju automobila mase 1000 kg
u dvije situacije: prvo pri brzini od 36 km/ h, a drugi put
pri brzini od 72 km/ h.

b) Nacrtajmo graf funkcije E u ovisnosti o brzini v.



Graf funkcije f(x) =ax®>  2.2.

¢) Kad automobil vozi 72 km/ h, brzina mu je dvostruko veca nego kad vozi 36 km/ h. Kakav
je odnos kinetickih energija? Kako se taj odnos reflektira na posljedice sudara?

¥ a) Prvo pretvorimo mjerne jedinice iz km/ h u m/ s: b)
1000
h=36-—— =1

36 km/ 36 3600rn/s Om/s
1000

72 km/ 7 3600 m/ s Om/s

21000 - 10?
E(10)= "2 = 2 50000
2 2
1000 - 20?
E(20) = —5 = 200000 J.

¢) E(20) =4 - E(10).
Ako se brzina poveéa dva puta, kineticka se e getiri puta. Da se brzina
povecala 3 puta (tj. na 30 m/s = 108 km/ h), ka ija bi se povecala ¢ak 9 puta.
To znaci da se u slucaju sudara pri brzini od 72 k 108 km/ h oslobada energija
(koja direktno utjece na uniStenje auto 0 utnika) koja je Cetiri puta, odnosno
devet puta veca od energije pri brzini g

ZADATCI 2.2.

2

1
1. U istom koordinatno taj grafove funkcija f1(x) = ¥, f2(x) = 332, f3(x) = 35

1
2. U istom kddidinat vufflacrtaj grafove funkcija f1(x) = —x2, f2(x) = =3x%, f3(x) = —§x2.

3. Nacrtaj grafo k

b) f(x) = ixz o) f(x) = %xz d) f(x) = —§x2.

b) f (x) = 5x* ©) f(x) = —4x.
intervalu funkcija raste, a na kojem pada.

5. Koje tocke pripadaju grafu funkcije £ (x) = x> ?
a) A(2,5) b) B(—3,9) c) C(—2,4) d) D(1,2).

6. Pripadaju li tocke A(1,2), B(1,-2), C(0,0), D(—2,7), E(—3,—18) grafu funkcije f (x) = —2x>?

1 1 1 1
7. Pripadaju li totke A(5,7), B(-l, 5), c(1, —) : D<2, 5), E(—4, ?6) paraboli y = ~2?

3 3 3
8. Odredi nepoznate koordinate to¢aka A(—3,y) i B(x,4) ako one pripadaju grafu funkcije:
a) f(x) =2 b) f(x) = —x*+3 o) f(x) =2x? d) f(x)=x>—1.
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KVADRATNA FUNKCIJA

9. Odredi koeficijent a funkcije f(x) = ax* ako njezin ¥
graf prolazi tockom (3,27). s &y

10. Odredi koeficijent a funkcije f(x) = ax* ako njezin 4 h
graf prolazi to¢kom (—3,100). 3

11. Naslici su grafovi funkcija f, g, k. Odredi im formule

ako su im vodec¢i koeficijenti 4, 1, 1

4 3 2 -1 0
12. Pri jednoliko ubrzanom gibanju (uz akceleraciju a) -l

ovisnost prijedenog puta s o vremenu ¢ dana je formulom s = gtz. Odaedi a
4 sekunde preslo 80 m i nacrtaj s-¢ dijagram tog gibanja.

j kineticke energije

-v dijagram.
pomocdu grafa funkcije f (x) = ax?.
PRIMJER 1.
U istom koordinatn, jmo grafove funkcija f1(x) = x* i f2(x) = x* + 3.

T Tablica vrijedNOsii 23dfinih fudRcija jest:

| =1 lo |1 ]2
x 4 1 0 1 4
N#+3 T 4 3 4 17

Vidimo da su obje parabole oblikom iste, s otvorom prema
gore. Tjeme prve parabole je u tocki (0,0), a druge para-
bole u tocki (0,3). Graf funkcije f2(x) = x> + 3 dobiva se
pomicanjem (translacijom) grafa funkcije f;(x) = x* duz
ordinate za tri prema gore.

X —00 0 00

folx) o0 N\, 3 o0

Pad i rast funkcije f, opisani su u tablici lijevo.



Graf funkcije f(x) =ax® +¢  2.3.

PRIMJER 2.

U istom koordinatnom sustavu nacrtajmo grafove funkcija fi(x) = —x* i fo(x) = —x> — 2.

¥ Tabli¢ni prikaz funkcija je sljedeci:
X =2 | =1 | @ 1 2
filx) = — 4 -1 0 -1 -4
folx)=—x2—2 -6 -3 -2 -3 —6

Ponovo su obje parabole oblikom iste. Tjeme prve parabole
jeutocki (0,0), adruge utocki (0, —2). Graf druge parabo-
le moze se dobiti i pomicanjem (translacijom) prve parabole
za dva prema dolje duZ ordinate.

Zakljucak: Graf funkcije f(x) = ax* 4+ ¢ moZzemo 2

pomicanjem (translacijom) duZz osi y za |c| prema
¢ < 0. Takoder uo¢imo da je tjeme parabole uvijek u

rafa funkcije f(x) = ax
, odnosno prema dolje ako je

ZADATCI 2.3.

1 1
1. U istom koordinatnom sustavu nacr Y fi(x) = Exz ifa(x) = Exz —2.

2. keija: f1(x) = =207 i fo(x) = —2x% + 2.
3 ove funkcija: f1 1 fa,te f1, f21f3.
b) fi(x) = %xz =3, fox) = %xz +3
d) f1(x) =242, fr(x) = 2322, f3(x) = 22> + 1
(x) = —x>+3
4,
b) f(x) =x*—1 o) f(x)=x>+4
e)f(x):x2+% £) f(x) =x*>—2.

5. Nacrtaj graf funkcije, odredi koordinate tjemena:

a) f(x) =2x>+1 b) f(x) = —x*+1 ¢ f(x)=—x*-2
1 1
d) f(x) =4x* -3 e)f(x):§x2—1 f)f(x):—§x2+3.
6. Pripadaju li tocke A(0,0), B(1,7), C(0,1), D(2,—4), E(-3,5), F(—2,25) grafu funkcije f(x) =
6x2 + 1?2
7. Odredi nepoznatu koordinatu zadanih to¢aka koje pripadaju grafu funkcije f (x) = —2x*> + 5.
1
D A0Y)  DB(4y) 0 C(3y) D) @ Ex-1) 0 Flx-11).
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a) A(0,1), B(2,5) b) A(1,3), B(2,0) o) A
10. Koja je od zadanih funkcija prikazana na slici?

a) f(x)=x>-2 b) f(x)=x*+2

0 flx)=-x*+2 d fx)=-x*-2

11. Prepoznaj koja je od zadanih funkcija prikazana graficki.

8. Odredi nepoznati koeficijent funkcije f (x) = ax? + ¢ ako njezin graf prolazi zadanom to¢kom 7 ':
a) f(x) =2x* + ¢, T(1,5) b) f(x) = —=5x* + ¢, T(2,—121)
o f(x) =ax* +10, T(1,9) d) f(x)=ax* -4, T(3,14).

9. Odredi koeficijente a i ¢ funkcije f (x) = ax> + ¢ ako njezin graf prolazi tockama A i B:

(1,—-4), B(-2,5).

a) f(x)=2+1 b) f(x)=x*-1
¢ flx)=-2+1 d) fx)=—x*—
12. Na kojoj je slici prikazan graf funkcije f (x) = dre ordinate tjemena na svim parabolama.
d)
v 12
2 LX
i i
X i
2 /-1 o] 1\2 -
-1
2
d)
2 -l o{ 12 X
X
d) y
2
1
3 2 -1 0




Graf funkcije f(x) = a(x—x)>  2.4.

Graf funkcije f(z) = a(z — z¢)?

Razmotrimo sada kako nastaje graf funkcije f (x) = a(x — xo)? s pomocu grafa funkcije f (x) = ax?,

odnosno kako vrijednost xy utjece na pomak grafa funkcije u koordinatnom sustavu.

PRIMJER 1.

|
\S]
~
[\S)

2 .

U istom koordinatnom sustavu nacrtajmo grafove funkcija f;(x) = x

‘f Tabli¢ni prikaz funkcija sada je sljedeci:
X -2 -1 0

fi(x) =x* 4 1 0

frlx)=(x—-2)?2 16 9 4
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I ovaj put su parabole oblikom potpuno jednake.

simetri¢na je s obzirom na pravac x = 2
tocki 7(2,0).

2

Zakljucak: Gra
pomicanjem duZ > Ako je xg > 0, graf pomic¢emo desno za xg, dok ako je xo < 0, graf

jeme dobivene parabole je u to¢ki T'(xg,0), a graf je simetrican s obzirom

0 5

X, pozitivan X, negativan
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PRIMJER 2.

ZADAT

Tocke (1,27) i (2,12) pripadaju grafu funkcije f (x) = a(x — x0)?. Odredimo brojeve a i

X0 -

Uvrstimo zadane podatke u gornju funkciju:

27 = a(1 — xp)?,
12 = a(2 — x)*.
Iz prve jednadZbe izrazimo a: 27
T M=)

iuvrstimo u drugu jednadzbu

27 2
——(2 - . 12(1 —
Podijelimo jednadZbu brojem 3, kvadrirajmo bino
jednadzbe:

12 =

=
opci oblik kvadratne
4(1 — 2x + x3)

4 — 8xp + 4x%
5x3 — 28x0 + 32

Trazene funk€lje su

1
2
3.
4,
5
6

Pripadaju A(0,-32), B(1,18), C(—1,10), D(5,2), E(2,8) grafu funkcije f (x) = 2(x — 4)2?
Odredi koeficijent a tako da toc¢ka T(1,18) pripada grafu funkcije f (x) = a(x + 2)?.

Odredi koeficijent m tako da to¢ka T(5, —2) pripada grafu funkcije f (x) = —2(x + m)?.

Tocke A(1,8) i B(4,2) pripadaju grafu funkcije f (x) = a(x — xo)*. Izraunaj a i xo.

Tocke A(1,0) i B(3,—12) pripadaju grafu funkcije f (x) = a(x — xo)*. Izratunaj a i xo.

Odredi kvadratnu funkciju oblika f (x) = a(x — xo)* ako je:
a) £(0) =9, f(1) =4 b) £(0) = =8, f(2) = —32 0 f(1)=0,7(2)=3.



Graf funkcije f (x) = a(x —xo)>  2.4.

7. Nacrtaj graf funkcije:
a) f(x) = (x—1)* b) f(x) = (x+2)? o f(x)=(x=3)

182
@) () = (x+3) e f(x) = (14 £) f(x) = (5—x2.
8. Nacrtaj graf funkcije:

a) f(x) =2(x+ 1) b) f(x) = 3(x —2)?

d) f(x) = —(x—3)? e) f(x) = —2(x+1)

9. Naslici je graf jedne od zadanih funkcija. Koje?
a) f(x) = —(x—3) b) f(x) = (x —3)
0 f(x) = (x+3) d) f(x) = —(x+3).

10. Koji je od zadanih grafova graf funkcije f (x) =

a)
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