FUNKCIJE

)

y Pripremi se za gradivo koje slijedi, rijesi pripremne zadatke koji se nalaze u digitalnoj inacici. d

Funkcije (preslikavanja, pridruZivanja), uz brojeve, predstavljaju temeljni pojam matematike.

U dosadasnjem Skolovanju susreli smo se s funkcijama. Poznajemo, medu o,
linearnih funkcija i kvadratnih funkcija. U ovom poglavlju naucit cemo
prema njihovim svojstvima, promatrat ¢emo uzastopno djelovanje vise ija te djelovanje
inverznih funkcija i detaljnije izuciti realne funkcije.

a odrédeni broj godina.
trgovini ima svoju cijenu.

Na slici je shematski prifag funkci
Svakom elementu skupa ova
tocno jedan element sk

broj ima svoj kvadrat.

Ako je svakom elementu x nekog skupa A pridruzZen toc-
no jedan element y skupa B, tad kazemo da je definirana
funkcija (preslikavanje) f iz skupa A u skup B. Pi-
Semo f : A — B iy =f(x). Element x naziva se jo$
argument funkcije f , a y vrijednost te funkcije.

Daje elementu x pridruZen y, zapisujemo jos i simbolom:
Slika ne predstavija funkciju jer J P Y, Zapisu) J

Jjednom elementu skupa A odgovara x —y (Citase: x se preslikavau y.).
nekoliko elemenata skupa B.

Skup A zovemo domenom ili podrucjem definicije funkcije f i oznaCavamo
najceSce sa D ili Dy, a skup B zovemo kodomenom ili podrucjem vrijed-
nosti funkcije f i oznacavamo najceSce sa R ili Ry .
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ZADAVANJE FUNKCIJE. PODRUCJE DEFINICIJE

Funkciju moZemo zadati na razne nacine:

e opisno, navodeéi pravilo pridruzivanja

e tablicom, navode¢i vrijednosti ulaznih podataka (argumenata) i funkcijskih vrijednosti
o graficki, prikazujudi ovisnost varijabli x i y

e analiticki, navodeci vezu medu varijablama x 1 y.

Zadavanje funkcije
Funkcija f zadana je:

1. svojom domenom (podrucjem definicije) D

2. svojom kodomenom (podruéjem vrijednosti) R

3. zakonom pridruzivanja x — f (x).

¢

m Izmjerili smo najvisu temperaturu u Celzijevi njevima’za nekoliko prvih dana u

mjesecu i rezultate zapisali u sljedecoj

7 8 9 10

D ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
osti svakako ukljucuje zabiljezene vrijednosti
{8,10,11,12,13,15}

2, rezultat mjerenja zaokruZujemo na cijeli stupanj, a ta temperatura moZe biti i
negativna.

Mjerimo li temperaturu cijeli mjesec, domena ce biti skup koji odgovara broju dana
u mjesecu. Ovdje vidimo da za kodomenu moramo uzeti veci skup jer ¢e veé sutra
mjerenje mozda zabiljeZiti neku novu temperaturu.

Na ovom primjeru vidimo da zahtjevi za odredivanje domene i kodomene nisu jednako strogi.
Funkcija mora biti definirana za svaki element domene, ali ne mora poprimiti sve vrijednosti
u kodomeni.
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FUNKCIJE

Tako domena i kodomena funkcije mogu biti skupovi vrlo razli¢itih osobina, mi ¢emo u nas-
tavku uglavnom promatrati funkcije za koje je domena i kodomena podskup skupa realnih
brojeva. Takve funkcije zovemo realnim funkcijama.

m Neka je A = [1,2] i B = [3,6]. Preslikavanje koje elementu x € A pridruZuje
element y = 3x € B funkcija je definirana zakonom pridruZivanja:

f(x) = 3x,
zakojuje D =A, R=B.

Veza medu varijablama x i y moZe biti dana nekom jednadzb

EUEEN  Koja od sliedecih jednadzbi definira y kao fun menta g

1) 2x+3y—6=0
2) 3@ -2xy+y+1=0
3) —2+y=5.

@ 1) Mozemo napisati 3y =

Kazemo da smo po j “rijesili po varijabli y”. Vidimo da jednoj vrijed-
nosti za x odgovara j ijednost od y pa je ovom vezom opisana funkcija

2
(6)=—3-6+2=-2.

32+
|

y

slu¢aju imamo y> = 5 + x* paje

y=+v5+x2

Jednoj vrijednosti za x odgovara i pozitivna i negativna vrijednost od y. Primjerice,
za x = 2 dobivamo y = 3 ili y = —3. Oba para (2,3) i (2,—3) zadovoljavaju
pocetnu jednadzbu. Zato ta jednadzba ne definira funkciju jer nije ispunjen uvjet
jednoznacnosti.
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ZADAVANJE FUNKCIJE. PODRUCJE DEFINICIJE

Kad god je to moguce, funkcije ¢emo prikazivati crtajuci njihov graf I'; uKartezijevu sustavu.

Graf I'y funkcije f skup je svih tocaka (x,f (x)) za sve x iz domene D funkcije

f:
Iy ={(x,y):x€D, y=Ff(x)}

y Graf funkcija koje ¢emo promatratl oplsan ]e ljom (ili dije-
lovima razlicitih krivulja) u rav je postaviti obratna
pitanja:

y=f() e Kada neka krivulja predstavlja gr
(x) e Kako se odreduju njezina do i kodomena, a
kako zakon pridruzivanj
ele&tu x domene D mora
e o iz kodomene R. To znaci

Ii je ost Varljable X, a odgovarajucu vri-
I presjeka pravca sa zadanom krivuljom.

7

Graf funkcije f(x) =2x—1 je pravac
y = 2x — 1. Svakoj vrijednosti x iz podrucjg .
definicije (koje se nalazi na osi apscisa) Vertika. test
odgovara tocno jedna vrijednost y = f
podrucja vrijednosti (koje je podskup
ordinata). Tocke s koordinatama (x,y
odreduju graf funkcij

ertikalni pravac smije sjeci graf funkcije najvise
ednoj tocki.

Krivulja lijevo odreduje y kao funkciju varijable x. Krivulja desno ne predstavija graf funkcije. Jednoj
vrijednosti varijable x odgovara vise vrijednosti varijable y.

—_— -

! Postoje neelementarne funkcije ¢iji graf moZe biti bitno sloZeniji.
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m Neto placa umanjena

Funkciju moZemo zadati razli¢itim formulama na razli¢itim intervalima.

m Funkcija

3z, 0<r<3,
s(t)=4¢ 9, 3<t<4,
2t+1, 4<t<6,
opisuje prijedeni put u kilometrima osobe koja je prva tri sata hodala brzinom od

3 km/h, zatim se sat vremena odmarala, a nakon toga dva sata hodalagszinom od
2 km/h.

A
Graf ove funkcije dan je na slici desno. ? | | |
13 —]

Na intervalu [0, 3] jednadzba pravca je s(r) =

3. Utocki r = 3 vrijedi s(3) = 9 i funkci-

ja je konstantna na intervalu [3,4]. Na dijelu 9

4 <t <6 formula s(¢) = 27 + 1 definira pra- /

vac kojemu je koeficijent smjera 2, a vrijednost

u tocki 4 iznosi ‘
s(@)=2-4+1=9

pa on prolazi to¢kom (4,9).

123456 t

hotka placa se por lus na 100. na koju se placa porez. Visina poreza

koj, najvisa je za grad Zagreb. Neka je d ostatak

definirana za d > 0. Ako je d < 5000

P(d) =d-0.23.
rijednost ove funkcije u granicnom dohotku u ovog je razreda
P(5000) = 1150.

Na podrucju 5000 < d ovom se iznosu dodaje novi, po stopi od 33 %, na iznos preko
pocetnog:
P(d) = 1150 + (d — 5000) - 0.33 = 0.33d — 500.
Dakle
0.234, 0 < d <5000,

P(d) =
() {0.33d—500, 5000 < d.



ZADAVANJE FUNKCIJE. PODRUCJE DEFINICIJE

Na slici je nacrtan graf ove funkcije. Detaljniji opis poreza na place u Hrvatskoj moZzes
pronacdi u Kutku plus.

12 000
10 000

8000
7200

6000

4000

2000

—

3800 10000 20000 30000 33800 4

— 4
Zakon pridruzivanja Cesto nije zadan eksp:E’ i ?om ulom.

m Odredi f (x) ako je f (ﬁ)

Stavimo li t = ——
@ Stavimo li —

odredili zakon prid anj
Zo

oZe napisati u obliku f (f) = x*>. Da bismo

, potrebno je izraziti x kao funkciju varijable

t
xX+t=x < x:—t—l.

; =
Sad dobiv 5 ,
t t
\ r0=2=(~5) =g

pridruzivanja odreden, a ime varijable mozemo oznaciti po volji:

x2

f(x)=m-

c¢unom nije odredena domena funkcije f . Taj ¢emo problem rjeSavati kasnije.

o Akoje f(x—1)=x*+x— 3, kolikoje f(x+1)? ca

x+1
2x—3°

el Akoje f(x—1) = kolikoje f(x +1)?
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FUNKCIJE

IZRACUN PLACE U HRVATSKOJ

Kako se racuna neto placa u Hrvatskoj? Izmjenama zakonskih propisa od 2024. godine vrijede sljedeca
pravila (ponesto skracena u odnosu na punu zakonsku normu).

Placa se obracunava u bruto iznosu B. Na taj je iznos poslodavac duzan uplatiti doprinos od 16.5 % za
zdravstveno osiguranje. Taj se doprinos obracunava na placu radnika i ¢ini ukupan troSak poslodavca.

Porezi i doprinosi iz place radnika su kako slijedi.
Doprinos za mirovinsko osiguranje iznosi 20 %. Bruto placa umanjena za taj iznos naziva se dak.

Od dohotka se oduzimaju priznati troSkovi, a na ostatak se placaju pore’ e ap pre na je
jedinicama lokalne samouprave.

Priznati troSkovi su:

Osnovni osobni odbitak u iznosu od 600 €.

Odbitak za djecu i uzdrzavane ¢lanove obitelji. On se odreduj
faktorom za svakog pojedinog ¢lana. Za uzdrzavane ¢lanove
djece, $to je podrSka pronatalitetnoj politici.

osnox’od 600.00 € mnozi s
ori za djecu rastu prema broju

Broj djece 1 2 3
Koeficijent 0.5

Ovaj odbitak moze Koristiti samo je
Sesteroclanoj obitelj u kojoj rade
imaju pravo na odbitak od 600(0.

ji ako postoji viSe zaposlenih ¢lanova. Na primjer, u
je djece i uzdrzavaju baku ili djeda, otac ili majka
1620 €

Ovome se dodaje koeficijent za

prisutna.

Nakon odl roSkova ostatak novca naziva se osnovica. Ako je osnovica pozi-
tivna, na 2 yreza odreduju jedinice lokalne samouprave. On iznosi od 15% do 23%
za osnovicu do 33% za osnovicu vecu od 5000 €.

Dohodak predstavlja neto placu zaposlenika.

Por eni su svi zaposlenici mladi od 25. god. Oni mladi od 30 placaju 50% utvrdenog
izno Hrvatsku oslobodeni su poreza u razdoblju od pet godina.

Na kra adi se godiS$nja rekapitulacija svih primitaka i priznatih odbitaka (i pladenih akontacija
poreza) 10 je dodatni iznos koji treba platiti poreznoj upravi ili pak iznos povrata preplacenog poreza.

U Excel tablici sastavi protokol za odredivanje place radnika prema ovim pravilima u sljedece tri situacije:
1. Zadana je neto placa. Koliki je bruto, a koliki ukupni trofak poslodavca?
2. Zadan je ukupni trosak poslodavca. Kolika ée biti neto, a kolika bruto placa?

3. Zadana je bruto placa. Koliki e biti ukupni trofak poslodavca, a kolika neto placa?
Predvidi sve mogucénosti osobnih odbitaka i poreza u svojoj op¢ini/ gradu.

Rezultate svog izracuna usporedi s rezultatima GeoGebra programcica u digitalnom dijelu udzbenika.
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ZADAVANJE FUNKCIJE. PODRUCJE DEFINICIJE

1. Zapisi formulom svaku od funkcija prikazanih /. Svakom realnom broju x pridruzujemo isti realni
njezinim grafom: broj c. Je li ovo pridruzivanje funkcija?
1) 2)

2. Vrlovazna matematicka funkcija oznacenas 7(n)

Y Y ima za vrijednost n-ti prosti broj. Na primjer
4 4 n(l) =2, n(2) =3, n(5) = 1L. Koliko iznosi
: : 7(100)?
| | 9. Neka je d funkcija koja prir m broju n pri-
sEEEL 4x 4-42-1001234x druZuje n-tu decimal roja 7. Na
” y Zi na inter-
B
nadzbi definirana funk-
3) 4) i
Y Y
4 4
4 3

N
o0}
I
N
~
IN
—_
N

1 x

2l

=3
4
=4

f '
LY !

danih grafova predstavlja graf neke funk-
brazlozi odgovor pozivajuéi se na defini-
unkcije.

2. Negativnim realnim brojevima pridruZujem

—1, pozitivnim broj 1, a nuli pridruzu 1) y 2) ¥

Opisano pridruzivanje prikazi grafick

o funkciji? ObrazloZi svoj odgovo ) L

/ \

2. Funkcija kojom se svakom r

druzuje isti broj ¢ zove s X X

graficki funkcij
4. Funkcija f defint

na ovaj nacin:

J 3) ” 4) y
fx) = =
1
Odredi:
X X
1) f£(-0.5) 3) f(101) ~
i1 =

114 9 r(3) 012,
5. Prirodnom broju n pridruzujemo njegovu polo- ) y 6) o4

vinu ako je paran, a dvostruko veéi broj ako je

neparan. Je li ovako definirano pridruZivanje 4

funkcija? ObrazloZi. N1 7 T
6. Pozitivnom realnom broju x pridruZujemo drugi dhN

korijen iz x zaokruZen na dvije decimale. Je li \\

ovo pridruzivanje funkcija? ObrazloZi.
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100

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

FUNKCIJE

Provjeri zadovoljava li zadana funkcija napisanu

jednakost:
Dfx)=x-5+8x—4, f(2)=f(1)
2) g()—t3—3t2+4t—1 g(2) =g(1)
3) h(u)—4u —3u* —5u—6,
(3)+ )=
4 o(x) =x>—6x2 +11x— 10,
()= ?(2) = 9(3).
Ako je f(x) = 3x? + 2, izrafunaj
1 f(2) 2) f(-2)
3) f(2+V3) 4 flx+1)
5 flx—1)+f(x+1)
6) f(f(x).

Ako je f(x) = x* — x + 1, koliko je

(a+1)f(a) = (a—1)f (=a)?
Akoje f(x) =x* — 1, g(x) = x> + 1, koliko je
fla+1)—gla—1)?

1
Ako je f(x) = x2’_:+1 : 5— . koliko je
f(v2)?

—_— -

Odredi nul-toc¢ke polinoma drugog stu

fx) = ax®* + bx + ¢, ako je f
f(1)=-2,f(0)=-
Akoje £(0) = L, £(x) = x-ife1)
koliko je £ (100) 3

Odredi f(x) ako je:

D fx+1
2) flx—
3) f(-5 Qi
4) f(x—1)=4x*—3
5 f(x+3)= 1x2+2x+2
6) f(3x—1) =2
Odredi f(x) ako je:
1 1
1)f(x+;)=x2+x—2

2) f(1+)1—c) g

3 f<x+21) :x+1

)f< ) 2x3—]|c—7
2
0 1(3)-

x—1

1—x
1422

271, Nasslici je nacrtan graf funkeiy
| Y

-4 -3 -2/ -1 0| 1 30 4/ Xx

4

Citajsa slike f(0) i f(2).
oji x vrijedi f(x) = 1?
iSi formulu za f (x) .

47

2. Na slici su nacrtani grafovi funkcija f 1 g.

. y
f@) | /
’ /
\ //--\

A N 1A \

[e0 NS N
/ 3
1) Ocitaj vrijednosti za f (1) i g(—3).
2) Za koje x vrijedi f (x) = g(x)?

3) Za koje x vrijedi f (x) =07?
4) Za koje x vrijedi g(x) =07?
5) Za koje x vrijedi f (x) = —1.

Trazene vrijednosti ocitaj priblizno s to¢nos¢éu od
1 decimale.



GRAFOVI JEDNOSTAVNIH FUNKCIJA

Grafovi jednostavnih funkcija

Znamo da je pravac graf linearne funkcije i znamo nacrtati parabolu koja je graf kvadratne
funkcije. Sada ¢emo nauciti crtati grafove jos nekih jednostavnih funkcija.

Funkcija obrnute proporcionalnosti « — —

o da su duljine stranica sli¢nih tro-
oporcionalne. Faktor proporci-
alnosti ovdje iznosi k i to moze biti
ilo koji pozitivni broj.

B a c B a
Duljine stranica slicnih trokuta su pro,
Ovisnost duljine stranice slicnog trokuta

o duljini stranice pocetnog dana je linear-
nom funkcijom

d=k-a.

Dakle, ako se povrsina trokuta ne mijenja, onda su stranica i visina na tu stranicu obrnu-
to proporcionalne. Povecanje duljine stranice uzrokuje smanjenje visine. Smanjujemo li
duljinu stranice, onda se mora povecati visina da bi trokut zadrZao istu povrSinu.
Veza visine i stranice opisana je funkcijom

k

fx) =~

X

Ovdje je k£ > 0 neki ¢vrsti broj.

101



FUNKCIJE

m Pravokutnik kojemu su stranice duljina x i y ima povrSinu jednaku 4. Nacrtajmo u
pravokutnom koordinatnom sustavu skup svih to¢aka T'(x,y) s tim svojstvom.
@ Povrsina pravokutnika jednaka je xy, u naem primjeru je xy = 4. Zapisimo ovu jed-
4
nakost u obliku y = —. Tocke T'(x,y) koje se iz nje dobiju, leZe na luku krivulje koju
X

nazivamo hiperbola. Zakljucujemo: $to je veéi x, manji je pridruZeni y i obrnuto.
Te dvije veli¢ine obrnuto su proporcionalne.

|

T(x,y)

4

2

Tocke T leze

=1

U elektroni¢kom dijelu udZzbenika potra animiraj ovaj primjer.

Funkcija obrnute proy. <ionalne :

Funkcij

k
flx) = o
nazi fu obrnute proporcionalnosti. Podrucje definicije ove funkcije je

} jer ona nije definirana samo za x = 0.

_1
, S =5 )
1 1
1 2 3 4 -4 3 -2 -1 0
-1
-2
g=-1
Primjeri grafova funkcije obrnute proporcionalnosti za k=11 k= —1.
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GRAFOVI JEDNOSTAVNIH FUNKCIJA

Hiperbola — graf funkcije obrnute proporcionalnosti

k
Graf funkcije f (x) = § Zovemo hiperbola.

Za k > 0 hiperbola je smjestena u L. i III. kvadrantu, a za k < O smjeStena je u II. i
IV. kvadrantu.

Hiperbola je zrcalno simetri¢na s obzirom na pravee y = x i y = —x.

Ako je k > 0, presjek pravca y = x i hiperbole su tocke T i T, nazivamo

tjemena hiperbole.

Ako je k < 0, tjemena su presjek hiperbole i pravca rbo lezi
u II. 1 I'V. kvadrantu.

Nekasu a i b koordinate tocke A(a,b) koja
k

funl&e f(x) = —. Onda vri-
X

atle slijede Cetiri jednakosti

k k
— =—-, —b=—, —a=—.
(—a,—b) b —a —b
to znaci da uz to¢ku A i tocke B(b,a),
—a,—b) i D(—b, —a) leZe na istoj hiper-
(=b:—a) = boli. Te se tocke dobivaju iz tocke A zrcalje-
njem s obzirom na pravce y = x 1 y = —x.
Zato je hiperbola zrcalno simetri¢na s obzi-
rom na te pravce.

(ba)

@h) =k

. Pres-

=1

3 ] Odredimo tjemena hiperbole y =
X y=x jek te hiperbole i pravca y = x dobivamo iz
sustava
4
y=4x y= X
B{ET3 21 WX Ay(2,2) odakle slijedi

. 4
— Rt x=-, =4 x=42
X

2
A(-2,-2) X 27 B3 .~13) Ordinata je jednaka apscisi. Zato su tjemena
T T1(—2, —2) i T2(2, 2) .

-_ 3
+ y-x Uvjeri se da su tjemena hiperbole y = 3

& tocke T1(—V/3,V3) i To(\v/3,—V/3).

~ — U elektroni¢kom dijelu udzbenika promotri grafove familije hiperbola koje se dobivaju mijenjanjem parametra k . d
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Translacije grafa

Crtanje grafa funkcije s pomocu translacija upoznali smo crtajuéi parabole. Graf racionalne
funkcije koja je koli¢nik dviju linearnih funkcija mozemo dobiti translacijom hiperbole grafa

funkcije f (x) = ]—c
X

1
M Nacrtajmo graf funkcije f (x) = —
o

@ Graf ove funkcije podudarat ¢e se s grafom funkcije f (x i tim za

dvije jedinice udesno.

> za jednu jedinicu

(3.2)

~.0)
1
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