Geometrija prostora.

Poliedri

Sto ¢u nauciti?

analizirati i objasnjavati medusobne poloZzaje pravaca i ravnina
u prostoru na modelima poliedara

odrediti udaljenost to¢ke od pravca i ravnine
opisati prizmu i piramidu te povezivati i izracunavati njihove elemente

primjenjivati formule za oplosje i obujam prizme i piramide
pri rjeSavanju raznih prakti¢nih problema

opisati pravilne poliedre
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& / Pripremi se za gradivo koje slijedi, rijesi pripremne zadatke koji se nalaze u digitalnoj inagici. d

Od Sest Sibica bez njihovog lomljenja sloZite Cetiri jednakostrani¢na trokuta.

Zadatak za nekog zamisljenog stanovnika ravnine uopce nije rjesiv. Kako god slagao, uvijek
¢e mu trebati devet Sibica. No za onoga tko Zivi u prostoru triju dimenzija, nema problema.
RjesSenje zadatka prikazano je
na slici desno.

\

Ovaj zadatak uvodi nas u geometriju prostora.

Dosad smo se u srednjoj Skoli bavili uglavnom planimetrijom, geometrijom ravnine. Uputimo
se sada iz ravnine u prostor. To ¢e za nas moZda biti i od vecée prakticne koristi, jer je prostor
u kojem covjek Zivi prostor triju dimenzija. Ili ga barem on tako doZivijava.

Na osnovi svojih opaZanja i prakticnih iskustava covjek je izgradio apstraktnu sliku tog prosto-
ra — geometriju prostora. Ta geometrija opisuje nasu prirodnu lokalnu okolinu i u potpunosti
Jje uskladena s nasim iskustvima i prakti¢nim potrebama.
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Tocke, pravci i ravnine

Tocka, pravac i ravnina osnovni su pojmovi geometrije prostora i oni se ne definiraju.
Temeljni odnosi medu njima uzimaju se kao istiniti i u skladu su s nas§im zorom u ravnini i
prostoru. Primjerice,

e Pravac je odreden s dvije svoje tocke: kroz dvije razlicite tocke prolazi to¢no jedan pravac.

e Ravnina je odredena s tri nekolinearne tocke: kroz tri tocke koje ne leze na jednom pravcu
prolazi to¢no jedna ravnina.

e Pravac koji prolazi kroz dvije razli¢ite tocke ravnine lezi u toj ravnini.
e Ako dvije razlicite ravnine imaju zajedni¢ku tocku, onda se sijeku u pravcu.
e Kroz svaku tocku moze se povuci to¢no jedna paralela sa zadanim pravcem.
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Za tocke koje pripadaju jednom pravcu kaZemo da su kolinearne. %
Tocke A, B, M na slici su kolinearne, ali A, B i P nisu. 4 M o
P

Za tocke koje leze u jednoj ravnini kazemo da su komplanarne.
Tri nekolinearne tocke uvijek su komplanarne. A Cetiri po volji
odabrane tocke prostora (ili viSe njih) opcenito nisu komplanarne.
Cetiri tocke A, B, C, D s baze piramide na slici su komplanarne,
ali tocka P nije komplanarna s njima.

Stol se s podom dodiruje u Cetiri tocke, pa Cesto zna biti klimav, jer
te tocke ne moraju biti komplanarne. Za razliku od stola, tronoZac
uvijek ¢vrsto stoji na podu. Tripodi (drzaci kamera i fotoaparata)
uvijek imaju to¢no tri noge.

Polozaj dvaju pravaca u prostoru

Polozaj dvaju pravaca

Polozaje dvaju pravaca razlikujemo prema sljedecem
1. pravci leZe u istoj ravnini
2. pravci ne leZe u istoj ravnini.
1. Ako pravci leze u istoj ravnini, tri su mogucénosti: A) pravci se sijeku u jednoj tocki.
Za njih kazemo da su ukrsteni. B) pravci nemaju zajednickih to¢aka. C) pravci se

podudaraju. Za pravce koji nemaju zajednickih tocaka ili se podudaraju kazemo da
su paralelni (usporedni).

2. Ako dva pravca ne leZe u istoj ravnini, za njih kazemo da su mimoilazna (mimos-

mjerna).
>

P=q png= rllg
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Kriterij mimoilaznosti pravaca

q

Ako jedan pravac lezi u ravnini, a drugi pravac
sijeCe tu ravninu u jednoj tocki koja ne pripada p
prvom pravcu, onda su oni mimoilazni.

U koliko se tocaka sijeku ova Cetiri prav-
ca? Naravno, odgovor je: ni u jednoj.
Ti su pravci mimoilazni.

Mimoilaznost se u prometu ¢esto ostva-
ruje raznim nadvoZznjacima ili podvoz-
njacima.

Mozes li navesti neki slican primjer?

Kocka i tetraedar. Od svih prostornih oblika najjednostavniji su kocka i tetraedar. Kocka
je Cesta igracka: od one za Covjece ne ljuti se pa sve do Cuvene Rubikove kocke. Tetraedar
(trostrana piramida) odredena je s Cetiri toCke koje ne leze u jednoj ravnni. Te su tocke vrhovi
tetraedra. Kockom 1i tetraedrom ¢emo se Cesto koristiti kako bismo zorno ilustrirali odnose
pravaca i ravnina u prostoru.
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Nacrtajmo kocku i oznacimo njezine vrhove. Mozemo
zakljuciti:

e pravci AC, i BD; se sijeku
e pravci AC i A;C, su paralelni

e pravci BB; i AC su mimoilazni.

Promotri crtez kocke. Koje su od sljedecih tvrdnji to¢ne?
1) Pravci BD; i CC; su paralelni.

2) Pravci AA; i CD; se sijeku.

3) Pravci AD; i BC; su mimosmjerni.

4) Pravci BD i A|C) su paralelni.

5) Pravci BD; 1 A C se sijeku.

"4l | Pravei AC 1 BD odredeni vrhovima tetraedra su mimoilazni. D

Navedi jo$ dva para mimoilaznih paraca odredenih tim tockama.

Odnos pravca i ravnine

Pravac i ravnina mogu se nalaziti u tri razli¢ita polozaja. Oni se medusobno iskljucuju, a
jedan od njih mora se dogoditi:

/ pnNmn=4 prcm plim
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1) Pravac i ravnina se sijeku, pri ¢emu pravac ne leZi u ravnini. Tocka A naziva se sjeciste
ili probodiSte pravca i ravnine.

2) Pravac lezi u ravnini, p C 7.
3) Pravac i ravnina nemaju presjecnih toc¢aka.

Kazemo da su pravac i ravnina paralelni (usporedni) i piSemo: p || = ako nemaju presje¢nh
tocaka, ili ako pravac lezi u ravnini.

Dakle, pravac ili sijece ravninu (u jednoj tocki) ili je paralelan s njom.

Neka je dana kocka kao u Primjeru 1. Provjeri tocnost sljedecih tvrdnji:
1) Pravac CD paralelan je s ravninom A;BB; .

2) Pravac BD; pripada ravnini A|BC.

3) Pravac AC; sijeCe ravninu BBD; .

Odnosi medu ravninama

Ravnina je odredena trima tockama koje ne leZe na jednom pravcu, dakle, koje nisu koline-
arne.

Zadavanje ravnine

Ravnina moZe biti zadana:
1. trima tockama koje ne leZe na jednom pravcu
2. pravcem i tockom koja ne leZi na njemu
3. dvama pravcima koji se sijeku
4. dvama paralelnim pravcima koji se ne podudaraju.
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Medusobni odnos dviju ravnina

Dvije ravnine mogu se nalaziti u jednom od sljedeca tri poloZzaja
1. one se podudaraju
2. one se sijeku po nekom pravcu
3. one se ne sijeku.

KaZemo da su dvije ravnine paralelne (usporedne) ako se ne sijeku ili ako se
podudaraju. Dakle, dvije su ravnine ili paralelne, ili se sijeku po nekom pravcu.

n=p TN p=p nllp

Medusobni poloZaji dviju ravnina

Zadatak 4. Neka je dan kvadar ABCDAB;C D . Obrazlozi to¢nost sljedecih tvrdnji.

Pravac CD paralelan je s ravninama ABB; 1 A|BC; .
Pravac AA| paralelan je s ravninama BCC; i CCD; .
Pravac B;C; paralelan je s ravninom A;BC.

Pravac BC, paralelan je s ravninom ADD; .

Pravac AC paralelan je s ravninom A;BC] .

m Tri dijagonalna presjeka kocke leZe u ravninama koje se sijeku u jednoj tocki:
D G D, 6]

A B A B

Na slici lijevo: ravnine ABC, 1 BCD; sijeku se u praveu BD; .

Na slici desno: trecu dijagonalnu ravninu ACC; pravac BD; probada u tocki S.
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Tri ravnine u prostoru

Tri razlicite ravnine u prostoru mogu biti u jednom od pet polozaja:
1. Postoji samo jedna tocka zajednicka za sve tri ravnine.
2. Sijeku se duz jednog pravca.
3. Po dvije ravnine sijeku se u trima paralelnim pravcima.
4. Dvije su ravnine paralelne, a treca ih sijece duz dvaju paralelnih pravaca.
5. Sve su tri ravnine paralelne.

Prikazan je opci poloZaj triju ravnina. Svake dvije ray-
nine sijeku se duZ jednog pravca, a sve tri ravnine imaju
Jjednu zajednicku tocku.

Tri se ravnine sijeku duz jednog pravca.

Svake se dvije ravnine sijeku dui jednog pravca. Pres-
jecni pravci su paralelni pa ne postoji presjecna tocka
svih triju ravnina.

~~—
~—

Dvije su ravnine paralelne. Treca ih sijece duZ dvaju
pravaca. Ta dva pravca moraju biti paralelna jer se ne
smiju sjec¢i (prve se dvije ravnine ne sijeku, pa se ne
sijeku niti pravci koji leZe u njima).

Sve su tri ravnine paralelne. %
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TETRAEDAR

Najjednostavniji prostorni lik je trostrana piramida ili tetraedar.

Naziv je sloZenica grékog podrijetla: tetra = Cetiri, edros =
ploha.

Posebice je za nas prikladan pravilni tetraedar, tetraedar Cije su
sve Cetiri strane jednakostranicni trokuti.

D

A Bas kao $to je trokut elementaran lik u ravnini, tako je i tetraedar najjednos-
tavnije tijelo u prostoru. Usporedbe trokuta i tetraedra vrlo su logi¢ne i Ceste.
B Mnoga svojstva trokuta poopcavaju se na tetraedar. Ovakve vrste slicnosti
zovemo analogijama, a sam postupak zakljucivanja, metoda analogije jedan
je od osnovnih postupaka u matematici.

Primjerice:

TeZisnice trokuta su duZine koje spajaju vrh trokuta i poloviste suprotne stranice. Sijeku se u jednoj tocki
koja se zove teziste trokuta. TeZiSte dijeli svaku teZiSnicu u omjeru 2 : 1, ra¢unajuci od vrha.

Ovom Poucku o teZistu trokuta odgovara analogan poucak za tetraedar.

Tezisnice tetraedra su duZine koje spajaju vrh tetraedra i teziSte suprotne strane. Sijeku se u jednoj tocki
koja se zove teziSte tetraedra. Teziste dijeli svaku tezi§nicu u omjeru 3 : 1, racunajuci od vrha tetraedra.

Presijecemo li tetraedar ravninom koja polovi Cetiri bri-
da, raspast ¢e se na dva dijela, vidi sliku lijevo. Slagalica
postavlja obrnut zadatak; da se od tih dvaju dijelova slozi
pravilni tetraedar. Slika desno prikazuje rjeSenje.
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Prikazivanje trodimenzionalnih skupova to¢aka u ravnini

To¢ke M i N polovista su bridova CD i AB pravilnog tetraedra ABCD . Odredimo
presjek ravnina ABM i CDN .

@ Nacrtajmo tetraedar ABCD i istaknimo ravnine
ABM i CDN .

Sto je njihov presjek?

Povr$nim promatranjem slike stjeCe se dojam da
je to pravac EF jer se Cini da je tocka E presjek
pravaca AM i DN, atocka F pravaca BM i CN .
To je, medutim, neto¢no. Naime, pravci BM i NC
su mimoilazni, bas kao i pravci AM i DN .

D Kako tocka M lezi u ravnini CDN , i pravac
MN mora lezati u toj ravnini. Isto tako, tocka
N lezi uravnini ABM paipravac MN lezi u

M toj ravnini.

Dakle, pravac MN lezi u objema promatranim
C ravninama i stoga je on njihov presjek.

A Ova druga sli¢ica svakako ¢e ostaviti jasniji
N dojam o ovom rjeSenju.

Trodimenzionalne skupove tocaka prikazujemo crteZima u ravnini i to ponekad stvara teskoce,
a Cesto moZe i prevariti na$ zor. Evo jo$ jednog tipicnog primjera koji to ilustrira.

Neka se pravci a, b i ¢ sijeku po dva u tockama b
M, N iPinekasu A, B i C njihova probodista s ¢
ravninom 7. a

P
Na slici ne vidimo niSta dvojbeno. M

N
Promotrimo, medutim, medusobne odnose triju pra- 7T
vaca. Trima tockama, M, N i P jednoznacno je / \
A Bl C

odredena ravnina o. Toj ravnini pripadaju i pravci
a, b i c jer ona sadrzi po dvije tocke svakog od njih.

Sto ne valja na ovoj slici?
Ravnine 7 i o nisu paralelne, njihov je presjek pravac.

To onda znaci da tocke A, B i C leze na jednom pravcu.
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Neka se pravci a 1 b sijekuu tocki P. Ako pravac c sijeCe i pravac a ipravac b, anije
komplanaran s njima, onda on prolazi tockom P. DokaZi.

m Na bridovima AD, BD, CD tetraedra ABCD uzete su redom tocke M, N, P. Neka
je T tocka unutar trokuta ABC. U kojoj tocki S pravac DT sijece ravninu MNP ?

@ Ovaj put ‘vidimo’ da pravac sije¢e ravninu. Medutim, u kojoj to¢ki? Do nje moramo
do¢i konstrukcijom pomoc¢nih ravnina i pravaca.

Neka je A’ presjecna tocka pravca AT ipravca BC,a M’ presje¢na toka pravca DA’
i NP. Zbog konstrukcije sve tocke A, T, A’, M, M’ i D leze u istoj ravnini.

Ravnine AA’D i MNP sijeku se duz pravca MM’ . Znadi da trazena tocka S lezina |
presjeku pravaca MM’ i DT . E

(o,

RAVNO KAO STAKLO

Kada Zelimo istaknuti kako je nesto ravno, cesto to
usporedimo s ravnim, prozorskim staklom. Koliko
je ono uistinu ravno, mozemo vidjeti sa slike na kojoj
je povrsina ravnog stakla uvecana 300 puta.
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N

NEMOGUCE KONSTRUKCIJE

NesavrSenosti zora i prikazivanje trodimenzionalnih objekata
u ravnini omoguéuju nam da uzivamo u nemoguéim kons-
trukcijama, koje se u trodimenzionalnom svijetu ne mogu
ostvariti. To prekrasno ilustriraju poznate grafike nizozem-
skog umjetnika Mauritsa Cornelisa Eschera (1898. — 1972.).

Na gornjoj slici Covjek s kockom
(1958.) obratite pozornost na koc-
ku. Takva kocka uistinu moze pos-
tojati samo na slici.

Lijevo je poznata litografija Vodo-
pad iz 1961. god. Prekrasan je
to primjer matematickog perpetu-
um mobilea. 1z vodopada se voda
slijeva u Zlijeb koji je na istoj razini
kao i najvisa to¢ka vodopada.

Stepenice dolje mogu posluZiti oni-
ma koji hoce iéi stalno nizbrdo, ili
bolje, za treniranje pred planinarski
pohod.
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Zadatci 6.1.

1.

Koliko razli¢itih ravnina mozemo postaviti kroz:

1) jednu tocku u prostoru
2) dvije tocke u prostoru
3) tri tocke u prostoru?

Koliko je razlicitih ravnina zadano Cetirima ne-
komplanarnim tockama?

Koliko je razli¢itih ravnina zadano peterima toc-
kama od kojih nikoje Eetiri nisu komplanarne?

Zadana je ravnina 7 i paralelogram ABCD . Mo-
Ze li ovoj ravnini pripadati:

1) to¢no jedan vrh 2) to¢no dva vrha

3) tocno tri vrha paralelograma?

Nacrtaj kvadar ABCDA|B,C,D; pa istakni rav-
ninu koja je zadana trima tockama:

DA, C,C, 2)B,C,D; 3) A,C,D,.
Nacrtaj kvadar te istakni ravninu koja je odredena

1) tockom D i pravcem BD
2) to¢kom C ipravcem A;B
3) to¢kom A; ipravcem CC; .

Nacrtaj kvadar te istakni ravninu Sto je odredena
pravcima:

1) BD; 1A, C 2) ACiAD, 3) BD;iBC,.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Nacrtaj kvadar te istakni ravninu Sto je odredena
pravcima:
1) ACiAC

2) ABiC\D; 3) AiDiB,C.

Kakav moze biti medusobni poloZaj dvaju prava-
ca od kojih svaki lezi u jednoj od dviju paralelnih
ravnina?

Dvije ravnine koje se sijeku presjecene su tre-
¢om ravninom. Mogu li dva dobivena pravca biti
paralelna?

Ako su pravci a i b, te b i ¢ mimoilazni, jesu
li nuZno i pravci a i ¢ mimoilazni?

Nacrtaj kvadar ABCDA|B,CD; te istakni rav-
ninu BCD; . Koji od pravaca AD;, A|C, A|B i
A C; pripada toj ravnini?

Nacrtaj kvadar i istakni ravninu ABC; . U kojem
su odnosu prema toj ravnini pravci CD, BDy,
AC, A{B,?

Nacrtaj kvadar i istakni ravninu ACD; . U kojem
su odnosu prema njoj pravei A|By, A|Cy, BC,?

Nacrtaj kvadar ABCDAB,C,D;. Neka su P,
O i R polovista bridova A;B;, B1C; i BB;. U
kojem su odnosu ravnine

1) POR i ACC; 2) POR i A\BC,?

§

TOCNO-NETOCNO PITALICE

Koje su od sljedecih tvrdnji tocne, a koje netocne? Odgovori, a odgovor obrazloZzi.

1. Ravnina je odredena bilo kojim trima razli¢itim tockama. v]X]
2. Dva pravca koji leZe u paralelnim ravninama i sami su paralelni. v]x]
3. Probodista triju pravaca koji sijeku ravninu i ne leZe u njoj sijeku ravninu u trima to¢kama koje su vrhovi

trokuta. (v]x]
4.  Cetiri tocke u ravnini odreduju najvise Sest pravaca. Pet tocaka u ravnini odreduju najvise deset pravaca. v]x]
5. Cetiri nekomplanarne tocke prostora odreduju &etiri ravnine. v]X]
6. Akosu E i F polovista bridova AB i C;D;,atotke M i N polovita bridova BC i A|D; kocke, pravci

EF i MN su mimoilazni. v]x]
7. Ako sudanipravci a,b i ciakoje a||bib| c,ondajeiallc. v]x]
8. Akosupravci a i b mimoilazni i ako je pravac ¢ mimoilazan s a, tada su mimoilazni i pravci b i c. v]X]
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