Geometrija
ravnine

Nakon ovo vija moci ¢es:

e prepoz giPopisivati geometrijske likove: trokut, pravokutnik, paralelogram, trapez, krug
e racunati opseg i povrSinu osnovnih geometrijskih likova i likova sloZenih od njih

e definirati i konstruirati Cetiri karakteristicne tocke trokuta i analizirati njihov polozaj ovisno
o0 vrsti trokuta

e primijeniti poucke o sli¢nosti trokuta u modeliranju problema

e odrediti i primijeniti odnose stranica, opsega i povrS§ina sli¢nih trokuta

e povezati pojedine sadrZaje i primijeniti ih pri rjeSavanju geometrijskih zadataka, problema
iz struke i svakodnevnog Zivota.
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ISTRAZI

OPG raspolaze zemljiStem pravokutnog oblika di-
menzija 100 m X 45 m na kojemu Zele zasaditi
nekoliko vrsta povréa. ZemljiSte je podijeljeno na
cetiri dijela: jedan vedi dio i tri manja dijela jed-
nakih dimenzija. Kolike su dimenzije i povrS§ina
jednog od manjih dijelova? Na najveéi dio zem-
ljista posijat ¢e blitvu. Kolika je koli¢ina sjemenja
potrebna ako se za 1 ha upotrijebi 20 kg sjemenja?

RjeSavanje ovog zadatka zahtijeva poznavanje svojstava pravokutnika te ra
Kako izracunati povr§inu ne samo pravokutnika nego i drugi a, detaljno

poglavlju. ‘

nje njegove povrsine.
o prouciti u ovom

1.1. Trokut

Trokut

Nekasu A, B i C trirazliCite to_éke
omeden trima duzinama AB, B,

JCBA i JACB unutarnji
o, B, y.

Opcenito, za vrhove se koriste velika slova latinice, a za kutove mala slova grckog alfabeta. Duljine
stranica obi¢no oznac¢avamo malim slovima latinice, tj. a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|.

1. Osnovno svojstvo trokuta jest: zbroj duljina dviju stranica veéi je od duljine trece stranice, tj.
a+b>c, a+c>b, b+c>a.
To svojstvo zovemo nejednakost trokuta.

2. Istaknimo jo$ jedno svojstvo trokuta: zbroj veli¢ina svih kutova u trokutu je 180°, tj.
o+ p+y=180°.
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Primjer 1.

Izracunajmo kut y u trokutu ABC ako je:

a) a =35°, B =48° b) o = 28°48'52", B = 73°23'14".

a) U trokutu vrijedi o + f + y = 180° pa je:
y = 180° — (a + B) = 180° — (35° 4 48°) = 180° — 83° =9
b) Ovdje su veli¢ine kutova zadane u stupnjevima, minutama i sekund, e ove veze:

1 stupanj ima 60 kutnih minuta, tj. 1° = 60, a 1 minuta ima 6 se i, "= 60".

1°=60, 1'=60"

Prvo zbrojimo o i 3.

Sad je o+ P=28°48'52" +

y =180° — (a + B)
= 180° — 102°12'¢" =101°¥
= 179°59'60" — 102°12'6”
= 77°47'54".

4” = 1W1l %6”

66" = 60" +6" =1'6"

. Obi¢no se za unos kutova zadanih u
DMS | ili °’”|. Izvedi ovaj ratun na

Ovaj se racun moze provesti i na dZ

stupnjevima, minutama i sekund
svom kalkulatoru.

Vrste trokuta

Trokute razlikuj stranice ili s obzirom na kutove. S obzirom na duljine stranica
razlikujemo razn i ednakokrac¢ne i jednakostrani¢ne trokute.

A
“Q %,
5/ \x
£ =
B a C B osnovicaa C
raznostranicni trokut jednakokra¢ni trokut jednakostrani¢ni trokut

S obzirom na kutove trokute dijelimo na Siljastokutne, pravokutne i tupokutne.

Na slici su redom: Siljastokutni, pravokutni i tupokutni trokut.
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U S$iljastokutnom trokutu svi su kutovi Siljasti, tj. manji od 90°, u pravokutnom trokutu jedan kut je
pravi kut, tj. jednak 90° dok su ostala dva Siljasta. U tupokutnom trokutu jedan je kut tupi, tj. veci

od 90°, a preostala dva su $iljasta.
Dva trokuta koja se podudaraju u svim stranicama i kutovima nazivaju se sukladni trokuti.

Primjer 2.

Izra¢unajmo kutove uz osnovicu jednakokracnog trokuta ABC ako mu kut izfiedu krakova
ima veli¢inu o = 47°.

Kutovi uz osnovicu imaju jednake velic

a+pf+B=
47°+2 =1
33°
Veli¢ine kutova uz osno
Pitagorin poucak B
Neka je ABC pravokutni trokut s pr vrhu C. Naj- g 67’%%
dulja stranica, tj. stranica nasupr aziva se hipotenuza g =2
dok se ostale dvije stranice zovu
C kateta A

U pravokutnom trokutu A :

0°
jer je zbroj svih triju
biti 90°.

a

Uocimo da je W a gravokutnog trokuta jednaka
a-b
P=—= b b
jer ga moZemo smatrati polovinom pravokutnika sa stranicama
duljina a i b. = 7

Za pravokutne trokute vrijedi sljedece svojstvo koje se naziva Pitagorin poucak:

Pitagorin poucak

U pravokutnom trokutu ABC s pravim kutom pri vrhu C
vrijedi:

A =a + b



Trokut

Ovaj se poucak moze izreéi i ovako: u pravokutnom je
trokutu povrsina kvadrata nad hipotenuzom jednaka zbroju a
povrsina kvadrata nad katetama.

Primjer 3.

Izra¢unajmo nepoznatu stranicu pravokutnog trokuta.

a) b)

b=3cm

a=4cm

a) Uvr$tavanjem u formulu ¢? = a? + b?

-

1.1.

c=>5cm.
b) ¢Z = a? + b?, 25% = 24% L a2l b* QB2 — 242, b* = 625 — 576, b> =49, b = /49,
b="Tcm.
Primjer 4.

ni¢nog trokuta kojemu je stranica dugacka a.

Na trokut ABD primijenimo Pitagorin poucak:

an?2
a =V +<§>
Izrazimo V2 :
2_ 2 ﬁ)z
V- =a (2
2 2
Aop F_ 3
4 4
_ 3a2_\/§-\/c?_a\/§ B
4 Va4 2

d A okomita na stranicu BC. Ona dijeli trokut ABC na dva sukladna
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Zapamtimo ovu formulu za visinu
jednakostrani¢nog trokuta.

4
&

Primjer 5.

Izra¢unajmo visinu jednakokra¢nog trokuta kojemu je osnovica d e 16 cwr, a duljine
krakova 10 cm.

2

L

Spustimo li iz vrha A visinu na osnovicu BC, jednakq
trokut dijeli na dva sukladna pravokutna trokuta.

U pravokutnom trokutu ADC duljina hipotenuze je duljin

kateta su v i g. Prema Pitagorinu poucku i N b
a\?2
B=v+(5)
Ve + )
Zadanoje a = 16 cmi b = 10 ¢ tavanjem u gornju L]
g B a D 4 C
formulu imamo: 2 2

=’ +64
v? =100 — 64
v =36

v =1+/36 = 6cm.

Duljina v rokuta je 6 cm.

Je li jednakost ¢? = a? + b? karakteristika samo pravokutnih trokuta ili postoje jos neke vrste trokuta
u kojima ona vrijedi? Ova je jednakost karakteristika samo pravokutnih trokuta. O tome govori obrat
Pitagorina poucka.

Obrat Pitagorina poucka

Ako za duljine stranica a, b, ¢ nekog trokuta vrijedi jednakost ¢ = a®> + b?, taj je trokut
pravokutan s duljinom hipotenuze c.



-

Trokut 1.1.

Primjer 6.

Je li trokut ¢ije su stranice a =7 cm, b = 2.4 dmi ¢ = 2.5 dm pravokutan?

Prvo izrazimo sve duljine u centimetrima: a = 7 cm, b = 24 cm, ¢ = 25 cm. Provjerimo
vrijedi li jednakost ¢> = a® + b?.

a* + b? = 7% +24% = 49 + 576 = 625 cm?
2 =25% = 625 cm?

Jednakost vrijedi pa je trokut pravokutan.

Karakteristicne tocke trokuta

Teziste

TeZiSnica je duzina koja spaja vrh trokuta s poloyis rotne .

stranice. “

Ocito je da u trokutu postoje tri teZi$nice i St ivo, sve

se tri sijeku u jednoj tocki. B, c

Poucak o tezistu trokuta

Tezisnice trokuta sije, ] tocki koja se naziva teziSte.

A
Takoder, teZiSte dij icu u omjeru 2:1
racunajuéi od yahast;. eziSnice od teZita do vrha
dvostruko je log dijela teZiSnice P, P,
Ortocentar
B Py C

Nacrtajmo $iljastokutni trokut ABC pa vrhovima A, B i
C povucimo okomice na nasuprotne stranice.

Te okomice sijeku stranice u tockama A, By, C;. Duzine
AA,, BB, CC| nazivaju se visine trokuta ABC, a tocke
Ay, By, C; nazivaju se noZziSta visina.

Sva tri pravca sijeku se u jednoj tocki.
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Poucak o ortocentru

Pravci na kojima leZe visine sijeku se u jednoj tocki koja se naziva ortocentar trokuta.

Primjer 7.

Nacrtajmo tupokutni trokut i njegov ortocentar.

Kod tupokutnog trokuta ortocentar je izvan trokuta.

Srediste opisane kruznice

Prisjetimo se §to znamo o simetrali duZine.

Simetrala duzine

Simetrala duZine je pravac koji duZinu i okomit je na nju.

ve toCke ravnine koje su jednako udaljene od krajnjih tocaka
ine pripadaju njenoj simetrali s.

Nacrtajmo trokut ABC i simetrale svih njegovih stranica.

Sve tri simetrale sijeku se u jednoj tocki S koja je
jednako udaljena od sva tri vrha trokuta.

Poucak o simetralama stranica trokuta

Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki koja je jednako udaljena od svih vrhova
trokuta.
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Ta to¢ka S zove se srediSte opisane kruznice tro-
kuta. KruZnica sa sreditem S i polumjerom [SA|
prolazi kroz sva tri vrha trokuta i naziva se opisana
kruznica trokuta ABC.

Srediste upisane kruznice

Sredi$te upisane kruZnice trokuta ABC usko je povezano
sa simetralama kutova. Simetrala kuta definira se ovako:

Simetrala kuta

Simetrala kuta je pravac koji raspolavlja kut.

a JaVb dijeli taj kut na dva jednaka dijela.

tvo etrale kuta jest da tocka kuta pripada si-
amo ako je jednako udaljena od krakova tog

Poucak o sim

Simetra S utova trokuta sijeku se u jednoj tocki koja je jednako udaljena od
stranic

Dakle, kruznica sa srediStem U i polumjerom p = |UU,| dira
sve tri stranice trokuta. Ova kruZnica zove se upisana kruznica
trokuta ABC.

Teziste, ortocentar, srediSte opisane i srediSte upisane kruznice trokuta nazivaju se karakteristicne
tocke trokuta.





